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Ueber die Steiner’schen Polygone auf einer Curve dritter 
Ordnung C°’, und damit zusammenhingende Satze aus der 
Geometrie der Lage. 


Von 
Kart Kipper in Prag.*) 


Wir stellen zwei Theoreme auf, aus welchen die von Steiner 
herriihrenden Sitze nebst verschiedenen neuen Folgerungen abgeleitet 
werden sollen. Dieselben beziehen sich auf die Relation der Lage 
zwischen Punkten, die auf einer C* nach einer gewissen Vorschrift 
erhalten wurden: 

Angenommen werden auf C® eine unendliche Menge fester Funda- 
mentalpunkte, die in einer hinfort unverindert beizubehaltenden Ord- 
nung a,b,c,d... heissen. Nun ziehe man durch a eine Gerade, 
welche die C* in 0, 1 schneidet; wobei es gleichgiiltig ist, welchen 
der beiden Schnittpunkte man mit 0 bezeichnet, aber es ist nicht un- 
niitz von vornherein anzumerken, dass dieser Nullpunkt keinen Einfluss 
auf die Lage der noch abzuleitenden Punkte iibt. Dann verbinde man 
1 mit b, gebe dem Schnittpunkte von C*® und b1 die Nummer 2, ziehe 
2c, bezeichne mit 3 den auf diese Gerade fallenden Punkt von C*, 
und in dieser Weise fahre man fort, die unendlich vielen Fundamen- 
talpunkte, die sich iibrigens periodisch wiederholen kiénnen, zu be- 
nutzen, stelle sich dabei vor, dass die ganze Zahlenreibe zur Bezeich- 
nung der auftretenden Punkte, auch wenn diese nicht immer neue sein 
sollten, verwendet werde. 


*) Die Untersuchung von Hrn. Kiipper, welche wir im Texte bringen, ist, 
von dem Nachtrage abgesehen, den der Hr, Verf. jetzt hinzugefiigt hat, bereits 
im Jahre 1873 in den Abhandl. der k. béhmischen Gesellschaft der Wissen- 
schaften (VI. Folge, 6. Bd.) erschienen und hiernach die erste, in welcher die 
Siitze iiber Steiner’sche Polygone auf C*% eine rein geometrische Behandlung 
gefunden haben. Man vergl. hierzu Schur in diesen Annalen Bd. XVIII, p. 10 
(1880), Bd, XX, p. 262—266 (1882), sowie Schoute im Journal fiir reine und 
angewandte Mathematik Bd. 95, p. 105ff., 201 (1883). D. Red. 
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Sind v, y+ 0d irgend zwei Punkte der Reihe, so heisst die Zahl 
-+ 4 der Abstand des letzteren Punktes vom ersten, wihrend — 0 der 
Abstand des Punktes v — 6 von v ist. 

Wird dagegen bloss vom Abstand zweier Punkte gesprochen, so 
sei darunter der Abstand des ungerade nummerirten (unpaaren) Punktes 
von dem gerade nummerirten, paaren Punkte verstanden, so dass der 
Abstand von 1, 4 durch — 3, der von 2, 5 durch + 3 ausgedriickt 
wird, Die Grundeigenschaft der Reihe spricht der Satz aus: 


1 


i. 


Lehrsatz. Die Gerade, welche einen bestimmten Punkt v irgend 
einer Reihe mit dem um eine ungerade Zahl + 6 von ihm entfernten 
Punkte derselben Reihe verbindet, d. h. die Gerade (v, v + 0) triffé 
die C® in einem festen Punkte, dessen Lage niimlich von der Annahme 
der Geraden a01, und der Wahl des Nullpunktes, also von der beson- 
dern Reihe, in welcher man sich gerade befindet, unabhéngig ist. 

Beweis. Der Satz gelte fiir (v— 1, vy — 1+ 0); dann behaupte 
ich, er gilt fiir (v, y+). Dem Bildungsgesetz gemiiss trifft (vy —1, v) 
die C* in einem der Fundamentalpunkte, etwa m; (v-+0, y—1-+0) 
trifft sie in einem anderen Fundamentalpunkte g. mq schneide die C* 
in x, einem ebenfalls unverinderlichen Punkte. Da nun nach der 
Annahme (vy —1, » —1- @) die C® stets im nimlichen Punkte y 
trifft, so miissen die Geraden zy, (v, » + 0) sich auf C®* schneiden, 
d. h. die letztere Gerade muss durch den unverinderlichen Punkt 
gehen, in welchem xy der C* begegnet. 

Damit hiernach der Satz folge, zeige ich, dass er fiir (0, 0) 
richtig ist. 

Wire der Beweis fiir (0, d — 2) erbracht, so wiirde nach dem 
eben Gesagten er es auch fiir (1, d — 1) sein; dann wiirde man haben: 

(0, 1) geht durch a, (0, 6 —1) durch den Fundamentalpunkt 
n, (1, 6— 1) schneidet C* in dem festen Punkte y, an in dem eben- 
falls festen Punkte 4; mithin miissen sich (0, 0), und yy auf C® treffen, 
d. h. (0, 8) schneidet C* in einem festen Punkte. 

Weil aber der Satz richtig ist fiir (0, 1) so folgt er fir (0, 3), 
(0,5)...(0, 8); dann folglich allgemein, 

Es seien nur zwei von einander verschiedene Fundamentalpunkte 
a, b vorhanden, welche abwechselnd der obigen Vorschrift gemiiss 
benutzt werden sollen, so, als wenn c mit a, d mit b, e wieder mit 
a, u. s. f. zusammenfiele. Die Punktreihe 0,1,2,3... gewinnt dann 
eine neue Kigenschaft: 

2 


Lehrsatz. Dic Geraden, welche zwei Punkte verbinden, deren 
Abstand eine constante ungerade Zahl 6 ist, schneiden sich in einem 
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Steiner’sche Polygone auf C3, 3 


festen Punkte der C*, dessen Lage auch vom Nullpunkte, also von der 
Reihe, in der man sich befindet, unabhingig ist. 

Beweis. v sei die kleinere der beiden die Punkte bezeichnenden 
Zahlen. 

1) v sei gerade; der mit ihm zu verbindende Punkt ist v + 0, 
und es geniigt zu zeigen, dass die Geraden (y+ 2, »v+2-+ 0), 
(v, vy + 0) sich auf C® treffen. 


Dem Bildungsgesetz entsprechend liegen in einer Geraden: 


I. a, yv+d+1, yv+déd+2 
il. b, y+, yv+2. 


Verbindet man a mit v+1, b mit y+d+1, »+2 mit 
v+06-+ 2, so fallen die drei Schnittpunkte diesér Verbindungslinien 
mit C® in eine Gerade. Sie sind aber der Reihe nach v, » + 0, f, 
womit der Schnittpunkt von C* und (vy + 2, » + 0 + 2) bezeichnet 
werden moge. 

2) v sei ungerade, mit anderen Worten der constante Abstand 
sei negativ; —— 0. Der mit v zu verbindende Punkt heisst auch 
v-+ 0. Der Beweis bleibt unverindert; nur dass in Folge des Bildungs- 
gesetzes die drei Punkte b, v+0+1, v+0-+2 beziehlich mit 
v-+1,a,v-+2 zu verbinden sind. Die drei in eine Gerade fallen- 
den Schnittpunkte mit C* sind entsprechend v, v + 0, f’: 

Die beiden fiir +0 sich ergebenden festen Punkte f, f’ haben 
eine bemerkenswerthe Lage: Weil /’ auf jeder Geraden liegt, die 
eine unpaare Ecke mit einer von ihr im Abstande @ befindlichen ver- 
bindet, so ist f° der Schhittpunkt von (vy + 1, vy + 1-4 0), wenn hier 
v gerade vorausgesetzt wird, wie beim 1. Theil unseres Beweises. Das 
dort aufgestellte Schema I., IJ. lehrt, dass die Schnittpunkte der C* 
mit den 3 Geraden ab, (v+1, v+0+ 1), (v+2, v+ 04+ 2), 
d. h. die Punkte c, f’, f in einer Geraden liegen. Also: 

Die Punkte f, welche als Schnittpunkte der C* mit den Verbin- 
dungslinien von je einem paaren und unpaaren Punkte in allen denk- 
baren Reihen auftreten, liegen zu je zwei auf den Strahlen des Biischels (c). 

Obwohl] die Reihe 0, 1, 2,... in infinitum fortzusetzen ist, so 
kann es sich doch ereignen, dass die durch die Zahlen repriisentirten 
Punkte periodisch wiederkehren, und zwar kommt dies stets vor, wenn 
einmal ein paar numerirter Punkt v mit einem schon erhaltenen eben- 
falls paaren Punkte w zusammenfillt, oder wenn ein Zusammenfallen 
zweier unpaaren Punkte stattfindet. Mit Riicksicht auf die Vorschrift 
ergiebt sich sofort, dass die Coincidenz von wv auch die von wu +1, 
v-+1u.s. w. zur Folge, aber auch die von uw —1, y—1; w— 2, 
vy — 2; etc. zur Voraussetzung hat, dass mithin die Periodicitit sich 
nothwendigerweise auf simmtliche Glieder der Reihe von 0 an erstreckt. 
1* 
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Coincidirt 2% mit 0, so bekommt der Punkt 1 auch die Nummer 
2n-+1, 2 die Nummer 2+ 2 u. s. f., und die 2n .erschienenen 
Punkte bilden die Ecken eines Steiner’ schen 2n-Ecks. 

a) Aus unserem ersten Theorem folgt alsdann, dass wo immer man 
auf C*® den Nullpunkt wihlen mag, er als 2n Punkt der Reihe wie- 
derkehren wird. Jede Ecke des Steiner’schen Polygons ist durch 
unendlich viele Zahlen bezeichnet, naimlich durch irgend eine Zahl 
4< 2m, und sodann durch jede mit 4 fiir den Modulus 2” con- 
gruente Zahl. 

b) Das 2'e Theorem lehrt, dass die Verbindungslinie zweier Ecken 
eines Steiner’ schen 2n-Ecks, deren Abstand eine bestimmte ungerade 
Zahl 8 ist, durch einen festen Punkt der C* geht, ferner dass, wenn 
man hierbei dem 8 alle méglichen positiven und negativen Werthe bei- 
legt, auf C* n feste, fiir alle Steiner’ sche Polygone mit den Funda- 
mentalpunkten a,b unveriinderliche Punkte hervortreten, (Siehe 6 a). 

Nimmt man zuniichst 0 positiv, so finden sich schon diese n festen 
Punkte; denn die Geraden (0, 6), wo ¢ irgend eine ungerade Zahl 
< 2m bedeutet, treffen die C* in denselben. Wird dagegen ein nega- 
tives 0 vorausgesetzt, was bedingt, dass von den verbundenen Ecken 
die paare eine gréssere Zahl triigt, als die unpaare, so schneidet die 
Gerade (v, y—0) die C* im selben Punkte wie die Gerade (2n, 2 — 0), 
woraus wegen der Coincidenz von 2m und 0 erhellt, dass hier bei 
variablem 9 dieselben Punkte wie vorhin resultiren. 


3. 
Die Saitze von Steiner. 


Hilfssatz. Projicirt man vier Punkte einer C*, von deren Ver- 
bindungslinien ein Paar sich auf der Curve schneidet, aus irgend einem 
Punkte p der C* wieder auf die Curve, so erhalt man vier Punkte, 
denen die gleiche Eigenschaft zukommt. 

Beweis. Sind 1, 2, 3,4 die gegebenen Punkte, 1’, 2’, 3’, 4’ ihre 
Projectionen, liegt der Schnittpunkt d von 12,34 auf C*; so projicire 
man aus dem Tangentialpunkte a von p den Punkt d nachd’ auf C°. 
Dann ist klar, dass 1’, 2’, d’ ebenso 3,4, d’ auf je eine Gerade fallen. 

Lehrsatz. Sind a, b zwei Fundamentalpunkte fiir ein Steiner’- 
sches 2-Eck, und man projicirt sie aus irgend einem Punkte a der 
C3 nach a’, b’ auf die Curve, so hat man in a’ b’ wieder zwei Funda- 
mentalpunkte eines 2-Kcks. 

Erster Beweis. Man ziehe von a aus eine Tangente an C®, p sei 
ihr Beriihrungspunkt. Fiir die Fundamentalpunkte a, b bilde man ein 
2n-Eck 0, 1, 2,3, ... projicire dessen Ecken aus p nach 0, 1’, 2',3',... 
auf die C*, dagegen a, b aus x wie der Satz verlangt, dann ergiebt 








© aM te 


5 ae ala al A Oe 


ws heart 


ate ini a RP aatnN's had Sn 











Loon ce 


2 ths Ra AB cat Tone! Mae abit 


iti el AD 


Cts AEE hr Mee wie Pn 














Steiner’sche Polygone auf C°. 5 
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unser Hilfssatz sofort, dass 0’, 1’, 2’, 3’,... ein zu den Fundamental- 
punkten a’, b’ gehériges 2n-Eck ist. 

Zweiter Beweis. Das eben angewandte Polygon 0, 1’, 2’, ... hat 
lauter imaginire Ecken und Seiten, wenn von z aus eine reelle Tan- 
gente an C® nicht existirt; deshalb geben wir 
einen, wie wir glauben, der Natur des Gegen- a+ Sb 
standes méglichst sich anschliessenden Beweis, ai 

Denken wir uns von den unendlich vielen | \AX 
2n-Ecken welche mit Hilfe von a, 6 erhalten ;1/ 4 
werden kénnen, dasjenige 0123... in wel- \ 
chem a der Nullpunkt ist und ausserdem x | P\>0-u' 
die Ecke 1 wird. Ich werde dann ein 2n-Eck *° Se 
nachweisen, das mittels der Fundamentalpunkte ; . 
b', a abgeleitet wird, und mit dem vorliegen- 
den einen Theil seiner Ecken gemein-hat. Unsere Figur betrifft ein 
Achteck, wir wollen uns jedoch von einer Figur unabhingig machen, 
indem das Schema: 


a ee b oa Y @  @* -@ 7 6 a b a 


A A A ‘ “ A 


‘ q A A % 
Q) ; 2 2. 4.8 "6 8 9 10 11 12 13 Oml4 
bedeuten soll: (0, 1) geht durch a, (1, 2) durch 6, (2, 3) durch @ und 
endlich (13, 0) geht durch b, daher dasselbe ein 14-Eck vorstellt. 
Bezeichnen wir jetzt a mit 2’, b mit 0’, beachten ferner, dass 1) 
(0, 3), (2, 5) sich in einem Punkte der C* schneiden miissen, der 4 
heissen moge, 


dass ebenso: 2) (0, 5), (2, 7) sich in 6’ auf C® treffen, 


3) (0, 7), (2, 9) ” ”? 8’ ” ” ” 
4) (0, 9), (2, 11) ”? ” 10 ”» ”? ”? 


5) (0, 11), (2,  * '<  w a os 
so haben wir das Schema: 
Pate i Sia Bod 6 od - Se oe Saree eS 
/\ oN / N\ i % , \ ; j /\ /~ / \ Se " /\ 
0 1 ae an a i i S 9 Ww Ti 2 te 
Denn vermége 1) geht (3, 4’) durch O oder a’, (4, 5) durch 2 oder U’ 
” 2) ”? (5, ) ” ”? »” 979 (6, 7) ”? ”? ”? ?” 
” 3) ” (7, 8) "he oe a) (8, 9) ” ” ” 


u. Ss. W. 


Lehrsatz. Sind a, b Fundamentalpunkte eines 2n-Eckes, und man 
zieht aus dem Schnittpunkte ¢ von ab mit C® eine Tangente an C*, 
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so giebt der Beriihrungspunkt ¢ mit @ oder 6 zusammengenommen ein 
Paar Fundamentalpunkte fiir ein 4n-Eck. 
Beweis. Gegeben das Schema 


a b a b a a b a ob 
N/ vA 
\ \ \ 


0 ] 2 3 4 5 6 S.. 2 2 


~ 


Projicirt man das Polygon (10-Eck) aus ¢ auf die C*, so entsteht ein 
neues mit dem Schema: 


; denn 
S-F © wk. # FF. 48-8 
a0 1 ist eine Gerade, ctt ebenfalls, ca trifft C* in b, somit b0'1' gerade, 
und 


b12 ist eine Gerade, _,, a” pe. a aa ee 


Bildet man jetzt folgendes Schema: 
eo ae ee) 8 8 & Oe. 6 2 6 £ Se C-SRC 


Vv 


J v J v ° v v Vv v v V v V 
Sa t+ se atest eet ee ee Tr tT 8 ee 6S UG. 


so hat man fiir die Fundamentalpunkte ¢, b ein 4n(20)-Eck. 

Diesen Siitzen kann man anschliessen: 

a) Projicirt man die Ecken eines Steiner’schen Polygons aus 
einem beliebigen Punkte p der C*® auf die Curve, so erbialt man ein 
neues, dessen Fundamentalpunkte mit denen des gegebenen und dem 
Tangentialpunkte x von p in einer Geraden liegen. 

Beweis. Die Fundamentalpunkte fir 0, 1, 2,3,... seien a, b, sie 
mégen aus a nach a, b’ projicirt sein, wahrend 0’, 1’, 2’,3', ... das 
mittels des Projectionscentrums p erhaltene Polygon ist. Weil a, 0, 1 
in einer Geraden liegen, so gilt (Hilfsatz) Gleiches fiir a’, 0’, 1'; wegen 
b, 1, 2 in einer Geraden, folgt dasselbe fiir b’, 1’, 2’ u. s. f. 

b) Die Tangentialpunkte der Ecken eines Steiner’schen 2»-Eckes 
sind die Ecken eines solchen Polygons, das zu Fundamentalpunkten 
die Tangentialpunkte des urspriinglichen hat. 

Denn wenn a, ©, 1 in einer Geraden liegen, so gilt das Nimliche 
fiir ihre Tangentialpunkte. Hierbei ist wohl zu beachten, dass das 
derivirte Polygon kein einfaches 2n-Eck sein muss, sondern aus mehreren 
sich deckenden Polygonen bestehen:kann. Siehe 8.) 

c) Vertauschung der Fundamentalpunkte a, b. 

Wiirde das Polygon 0123...2n— 1 durch Befolgung der ge- 
gebenen Vorschrift gebildet, so geniigt es dem Schema: 





hast taint iat: SA Aa ea 








Ae oe eee 2 


| 





Steimer’sche Polygone auf C3, 


a b a b a b 


. / \ » 
0 1 2 & €...30—2 Su-—E OCuada, 


Lesen wir dies Schema von rechts nach links, so wird das ur- 
spriingliche Polygon in einem dem urspriinglichen entgegengesetzten 
Sinne durchlaufen, Es kommt dies offenbar auf das Namliche heraus, 
als wenn wir mit Beibehaltung des Nullpunktes die I'undamentalpunkte 
a, b ihre Rollen wechseln lassen. 

d) Verlegung des Nullpunktes in eine Polygonecke. 

Wenn man irgend eine Ecke des 2n-Eckes 012... zum Null- 
punkte wihlt, so resultirt selbstverstiindlich das nimliche Polygon, 
doch tragen seine Ecken andere Zahlen; Gesetzt, die paare Ecke u 
wiirde mit 0 bezeichnet, dann erhilt w+ 1 die Nummer 1, w+ 2 
die Nummer 2, etc., 2” oder der friihere Nullpunkt erhilt die Num- 
mer 2” — w = — w; also steht statt 1 jetzt: 2n—u+1l=1—ua 
u. s. f., endlich statt w:2n=0. 

Es ergiebt sich demnach, dass die urspriinglichen Nummern um 
u Einheiten zu verringern sind, und wenn hierbei negative Zahlen 
herauskommen, diese durch Addition von 2m positiv gemacht werden 
miissen. 

Nehmen wir an, der Nullpunkt wiirde in eine unpaare Ecke 4 
verlegt; dann bekommt 4 — 1 die Nummer 1, 4 — 2 erhiilt 2, etc., 
und der friihere Nullpunkt wird jetzt 4 heissen. Die neuen Nummern 
A+1, 4+2,... stehen bei 2n —1, 2n—2,... ete. Hier sind 
die urspriinglichen Nummern von 4 zu subtrahiren, wenn sich dabei 
negative Zahlen ergeben, so miissen diese durch Addition von 2n 
positiv gemacht werden. Z. B. 2m — @ sei eine der friiheren Num- 
mern und > 4; die zugehérige neue Nummer ist dem Gesagten nach 
4+ 2; wire dagegen 2n — ze < 4, also eine der Zahlen von 1 bis 4, 
so ist die neue Nummer A — (2m — z). Verlegen wir beispielsweise 
den Nullpunkt in die Ecke 1, so wird der friihere Nullpunkt jetzt 1 
heissen, die friiher mit 2n —1, 2n — 2, 2n —3, ... bezeichneten 
Ecken tragen jetzt die Nummern 2, 3,4,... und das Polygon wird 
von 1 aus in demselben Sinne durchlaufen, wie bei der.Vertauschung 
von a, b mit einander. 

e) Zusammenfallen der paaren und unpaaren Ecken. 

Wenn eine paare Ecke w auf eine unpaare 4 fallt, so miissen alle 
paaren mit allen unpaaren zusammenfallen. 

Nehmen wir an, die Zahlen w, 4 seien um 1 unterschieden, dann 
werden die Ecken 2, w entweder auf einem Strahle (a) oder von (b) 


liegen, je nachdem 42; sei ersteres der Fall. Wir verlegen den 


a 
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Nullpunkt nach uw, A wird 1, und da 0, 1 coincidiren, so wird a0 
eine Tangente in 0 an C* sein. Da 16 die C* in 2, Ob die C® in 
2n — 1 schneidet, so findet ein Zusammenfallen statt fiir: 
2u. 2n—1, 3.u.2n—2..., nun+l, 

d. h. auf jede Ecke fallt noch eine, so dass nur m verschiedene 
Ecken sich darbieten. Man muss beachten, dass, wenn n ungerade, 
n-+ 1 also gerade ist, die Tangente der C* in n durch b geht; wenn 
hingegen n gerade ist, so geht diese Tangente durch a. 

Wenn die Differenz 4 — uw > 1, so lisst sich dieser Fall auf den 
behandelten zuriickfiihren: Man verbinde 4 mit a (wire 4 < uw, so 
miisste man 4b ziehen); 2a trifft die C* in einer, sowohl mit 4 — 1, 
als mit « + 1 zu bezeichnenden Ecke, in welcher sich also eine paare 
und unpaare decken, jene ist 4 —1, diese w+ 1, weiter deckt sich 
A — 2 auf (b, A — 1) liegend mit w + 2 auf derselben Geraden u. s. f. 
Nothwendig findet man im Verlauf zwei sich deckende Ecken, deren 
Nummern um 1 verschieden sind. Wenn dann die unpaare Ecke die 
grésste Zahl tragt, etwa 4’, so geht die Tangente von C® fiir den 
Punkt 4° durch a, anderenfalls geht sie durch 6. Verlegen wir dann 
den Nullpunkt nach 4’, so coincidirt 1 mit ihm, und wir kommen in 
friihere Betrachtung hinein. 

Zu den Fundamentalpunkten a,b gehéren, wie man bald erkennt, 
im Allgemeinen vier 2n-Ecke, fiir welche die paaren Ecken mit den 
unpaaren zusammenliegen. Man muss unterscheiden, ob » eine un- 
gerade oder gerade Zah! ist. Von a@ aus ziehen wir eine Tangente in 
C* und verlegen in ihren Beriihrungspunkt den Nullpunkt, also auch 1. 
Ist nun eine unpaare Ecke, so beriihrt bm die C* in n; verlegen 
wir daher den Nullpunkt nach m, und vertauschen die Fundameutal- 
punkte in ihren Rollen, so entsteht das schon erhaltene Polygon. Den 
4 von a an die C* gehenden Tangenten entsprechen 4 Polygone, und 
diese entsprechen ebenfalls den 4 von b an C* gezogenen Tangenten. 

Wenn » eine paare Ecke ist, so beriihrt an die C* in »; _ ver- 
legen wir daher den Nullpunkt nach n, vertauschen aber a, b nicht, 
so entsteht dasselbe Polygon; den 4 Tangenten von a an C® entsprechen 
somit nur zwei verschiedene Polygone, und ebenso verhilt es sich mit 
den 4 Tangenten von b. 

Man kénnte meinen, es sei bei unpaarem » dennoch mdglich, dass 
ausser 0, 1 noch zwei mit a@ in einer Geraden liegende Ecken pw, A 
coincidiren. Zieht man bu, so schneidet diese Gerade die C* wieder 
in 2 coincidirenden Eecken, in w — 1, 4+ 1 wenn BD paar ist. Ver- 
bindet man w — 1 oder 4+ 1 mit a, so liefert diese Gerade zwei 
coincidirende Ecken » — 2, 4+ 2 und so fortfahrend bekommt man 
coincidirend: 0, 4-+ uw. Weil nun in O die Ecke 1 und keine andere 
unpaare Ecke liegt, so muss 4 + w = 2n-+ 1; weil aber 4—w—1, 
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so folgt: A= n+1, w=—n; d. h. mn ist eine paare Zahl, wenn ausser 
0, 1 noch 2 mit a in gerader Linie liegende Ecken zusammenfallen. 

Ebenso beweist man, dass wenn ausser den zusammenfallenden 
Ecken 0, 1, die auf einer durch a gehenden Geraden liegen, noch 2 
mit b in einer Geraden liegende Ecken A, w coincidiren sollen, wobei, 
unter w die paare Ecke verstanden, uw —A=1, nothwendig n= A, 
also unpaar sein muss. 

Wir werden spiiter auf den eben hervorgehobenen Unterschied 
zwischen einem paaren und unpaaren » zuriickkommen; dann wird 
auf andere Weise die Richtigkei? des Gesagten deutlich werden. 

Bemerkenswerth ist die Gestalt des Polygons, wenn ein Funda- 
mentalpunkt (a) ein Wendepunkt ist, und man iiberdies den Nullpunkt 
in a wahlt. 1 fallt von selbst nach a, , 
und es entsteht ein Polygon, in g— eee, 
welchem die paaren Ecken mit den ; 


\ / 
iibrigen zusammenfallen. Zeichnen x 
. . : . a 
wir z. B. ein 10-EKck: ab schneide 4 
die C® in c, dann bekommt ¢ die Zahl 4,7 


2, b erhalt 3, der Tangentialpunkt 
von b wird 4. Denkt man sich das 9, 
Zehneck vollendet, so muss a die @\\— Jb 
10', also ¢ die 9", b die 8°, der Tan- \ ” 
gentialpunkt von b die 7'° Ecke sein. \ 
Trifft mithin @4 dic Curve in 5, so if 
ist hier auch die 6° Ecke. Ein Punkt, \ be 
der von 1 aus das Polygon beschreibt, 67 
bewegt sich nach 2, dann nach 3, 

4,5. In 5 beschreibt er das Element 2,2n-1 
56 der C%, geht sodann von 6 nach 

7, 8, 9, 0. Von 5 an beschreibt er “ 

also im entgegengesetzten Sinne jede Z 
bis dahin durchlaufene Strecke. Weil \ y 

5 ungerade ist, so tritt die Tangente \ . 
5b auf; bei einem 12-Eck wiirde die 
Tangente 6a sich einstellen. 

Man wird ganz naturgemiiss darauf gefiihrt, diese auf den ersten 
Blick sonderbaren Polygone zu untersuchen, wenn man sieht, dass 
ein Punkt, welcher von der Ecke 1 aus der Reihe nach die Seiten 
12,23, ete. beschreibt, wieder auf demselben Wege zuriick muss. 
Man fragt sich demnach, an welcher Stelle andert er seine Bewegung? 
Man findet, dass dies gerade in der Mitte seiner Bewegung, wenn er 
nach » gekommen ist, stattfindet, wo er ein Element (n, m + 1) der 
C® beschreibt, das bei paarem m nach a, bei unpaarem m nach b 
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gerichtet ist. Verwendet man bei einem solchen Polygone zur Be- 
zeichnung der Ecken die Zahlen von 0 bis », so wird das Schema 
fiir ein unpaares n: 


a b a b 
a b a . a b 
A a \ / \ 
0 l 2 3 n 1 n es n—1l w2—2...3 23 O 
fiir ein paares n: 
' « b a b 
a b 
VN 
.2.2 n lnunn 1 }.23>s% 
4, 


Definition eines Systems gepaarter Punkte auf C*. Zeichen fiir ein 
solches System: [a, 5]. 


Wenn auf C*® zwei Ponkte a, b gewihlt werden, diese sodann 
aus einem variablen Punkte p, auf die Curve nach a,, }, projicirt 
werden, so bilden alle auf diese Weise erhaltenen Punktepaare das 
durch [a, b] bezeichnete System gepaarter Punkte. 

a) Charakteristisch fiir ein derartiges System ist, dass dasselbe stets 
wieder entspringt, wenn man das urspriinglich gegebene Paar a, b 
durch irgend ein daraus abgeleitetes a,, b, ersetzt, d. h. (a, b| = [a,, b,}. 

Ist niimlich mit Hilfe des Punktes p, das Paar a,, b,, mit Hilfe 
von 7, das Paar a,, b, erlangt worden, so bedarf es nur des Nach- 
weises, dass a,, b, aus a,, b, mittels irgend eines Curvenpunktes « 
abgeleitet werden kann: Nun liegen die 8 Punkte 

A, b, ay, dy, Ay, by, Py, Do 
auf C%; sowohl auf den 3 Geraden: 

(ap,a,), (bp.b.), (a6), 
als auch auf den Geraden 

(Ap2@_), (bp,b,), (a5); 
folglich miissen sich a,b,, a,b, im selben Punkte w der C® schneiden. 
Das Zeichen [a;, b;] repriisentirt somit, was auch 7 sei, immer dasselbe 
unverainderliche System [a, 6], wenn nur a;, 0b; ein in letzterem ent- 
haltenes Paar sind, mit anderen Worten: Zwei Systeme sind entweder 
identisch, oder sie haben kein einziges Paar gemein. 

b) Jeder Punkt a; der C* erscheint in einem vorliegenden System 
a, b| mit zwei verschiedenen Punkten, und nur mit diesen gepaart. 
Man bekommt diese beiden b;, 6;, indem man mit den Geraden aa;, 
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ba;, die C* in p;, q schneidet, und diese Punkte zur Ableitung der 
Paare a;, b;; «;, B; benutzt. 

Hat man aber ansser } den noch mit a gepaarten Punkt 6, so 
kann man die Paare a;, b:; «, B;; bloss mit Hilfe von p; aus a, b 
und «, 6 ableiten. 

Es ist médglich, dass die beiden Paarlinge von a, d. i. b u. B in 
einem einzigen b vereinigt sind, dann lasst der zweite Ableitungs- 
modus erkennen, dass auch 6;, 6; coincidiren oder was auf dasselbe 
hinausliuft, dass die zwei Geradenpaare, welche ein Punktepaar im 
System [a, b] mit einem anderen verbinden, sich auf C® treffen. Wenn 
man sich in diesem Falle zur Ableitung des Tangentialpunktes a’ von 
a bedient, so muss a’ b die C® in £# treffen, d. h. weil b, B coinci- 
diren, @ muss auch Tangentialpunkt von b sein. Umgekehrt, haben 
a,b denselben Tangentialpunkt, so fallen 6, 6 zusammen, denn sonst 
wiirde nach a) der Schnittpunkt von C? mit b 6 der Tangentialpunkt 
von a sein. Deshalb, wenn ein Paar des Systems {a, 6] correspon- 
dirende Punkte sind, so sind es alle. Uebrigens wird diese Behauptung 
von dem Ausspruche umfasst: 

yin emem System [a, b] sind entweder alle Paare Fundamental- 
punkte Steiner’scher Polygone mit constanter Eckenanzahl, oder es 
lisst kein Paar die Bildung eines Steiner’schen Polygons mit irgend 
welcher Eckenzahl zu.“ 

Dieses folgt unmittelbar aus dem ersten unter Nr. 3 angefiihrten 
Lehrsatze. Nun ist klar, dass zwei Punkte a, b, die einen gemein- 
schaftlichen Tangentialpunkt a’ haben, zu einem Steiner’schen Viereck 
gehéren. Man lege den Nullpunkt in a, so wird a =1, b =2 der 
Schnittpunkt ¢ von C*® mit ab erhialt die Nummer 3, a=4. Aber 
auch umgekehrt, sind a, b Fundamentalpunkte eines Vierecks, so haben 
sie denselben Tangentialpunkt. Denn setzt man a0, so muss 
ce == 3 werden, 3a muss die C* in 2 schneiden; also b = 2, und jetzt 
muss 1 sowohl auf a0 als b2 liegen, d. h. 1 muss gemeinschaftlicher 
Tangentialpunkt von a, b sein. 

c) Der Satz 3b) giebt ein Mittel an die Hand, sich Fundamen- 
talpunkte Steiner’scher Polygone zu verschaffen, wenn man zwei 
solche a,b kennt. Sind a’, b’ die Tangentialpunkte von a, b, so hat 
man in ihnen zwei neue Fundamentalpunkte, aus diesen kann man in 
gleicher Weise a”, b”, aus a” b” wieder a”, b” u. s. f. ableiten. Es 
entsteht von selbst die Frage, ob man so unendlich viele Systeme 
[a’, b'], [a’, 6’), [a’’, 6} bekommt, und ob dieselben von einander 
verschieden sind? 

Zuniichst findet der Satz statt: 

» Wenn a, b und a;, 6; demselben Systeme angehéren, so befinden 
sich auch die Paare a’, b’ und aj, 6;, die aus den Tangentialpunkten 
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der erstgenannten Punkte bestehen, in einem und demselben Systeme, 
welches jedoch mit [a, 6] nicht identisch zu sein braucht “ 

Dann sind a;, b; aus a,b mittels des Curvenpunktes p; abgeleitet 
und heisst 2; der Tangentialpunkt von p;, so liegen a’, 2, a; b', mi, 
b; in einer Geraden, oder a;,.b; sind aus a’, b’ mittels 2; abgeleitet. 

Was nun die Relation der Systeme [a, b], [a’, b’] zu einander 
betrifft, so behaupte ich, dass sie dann und nur dann identisch sind, 
wenn im System [a, b] zwei Wendepunkte i,, i, gepaart erscheinen, 
und dasselbe also auch durch [7,, 7,] bezeichnet werden kann. Gesetzt 
ab’, ab schnitten die C*® im nimlichen Punkte c, dann miisste der 
Tangentialpunkt ¢ von c auf ab fallen, weil sowohl das Geradenpaar 
aa’, bb’, als auch «b’, ab einen durch a, b, a’, b’ gehenden Kegel- 
schnitt darstellen, und somit c diesen 4 Punkten gegeniiberliegt. 
Hiernach sind a, b Fundamentalpunkte des 6-Ecks aa’ cb’ be a. Wenn 
wir jetzt nachweisen, dass a, b im System |i,, ¢,] enthalten ist, so 
ersehen wir zugleich, dass in einem Wendepunktsystem, und nur in 
einem solchen die Fundamentalpunkte der Sechsecke vorkommen. Zu 
dem Ende verbinden wir a mit einem beliebigen Wendepunkt i,, und 
nennen p den Punkt, wo ai, der C® begegnet. Es existirt dann ein 
Kegelschnitt, der in p und a die C® osculirt. Deshalb wird jeder 
Kegelschnitt des Biischels (pppa) — d. h. der in p oseulirt und a 
enthailt — die C* in zwei mit a’ in einer Geraden liegenden Punkten 
schneiden, oder a’ ist Gegenpunkt von p, p, p, a. Mithin giebt es im 
Biischel (p p pa) einen Kegelschnitt, der durch b, ¢ geht, also im 


inn? (a0 j—4 Biischel (pppb) einen sslehien, der a, ¢ 
2p gy 73  aufnimmt, was anders snagedrtiekt, be- 
psf sagt, dass b° der Gegenpunkt von 

j F Pp, Pp, p, 6 ist. Demnach muss im 

L Biischel (pp pb) ein die C* in 6 oscu- 


i lirender Kegelschnitt vorhanden sein, 
und dann muss bp durch einen Wende- 
punkt i, gehen. 

Das war zu beweisen. Um ein- 

zusehen, dass ein aus é,, 7, durch den 

Punkt p abgeleitetes Paar a b Funda- 
mentalpunkte eines Sechsecks sind, 

mache man 7, zum Nullpunkte, p wird 

l 1, i, = 2. Trifft i,@ die C* in 3, so 

é muss 3b sie in i, = 4, dem mit 3, 4, 

in einer Geraden liegenden Wendepunkte treffen, da sowohl 

i,, a, 3, als auch i, p, b 

in geraden Linien liegen. Schneidet endlich i, a die C* in 5, so muss 

dieser Schnittpunkt auf i, b fallen, weil i, 3 die C* in b, @, @, sie in i, trifft. 
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Wenn aber [a, b], [a’, b'] nicht identisch sind, so kann es sich 
ereignen, dass in der gebildeten Reihe [a”, b”], [a’’, b’'], ... ein 
System [a‘, b‘] auftritt, welches mit [a, b] identisch ist. Alsdann 
muss nach unserem Satze [a‘t', b'+"] identisch mit [a’, b’'] sein und 
es werden sich die Systeme periodisch wiederholen. An einer spiiteren 
Stelle werden wir im Stande sein, die hiebei sich darbietenden Még- 
lichkeiten erschépfend zu erdrtern. 


5. 


Criterium dafir, dass zwei Punkte a, b der C* Fundamentalpunkte 
eines Steiner’schen 2n-Ecks sind. 


Wir verlegen den Nullpunkt nach a, und bilden die Reihe 
1,2,3,...,2n—=0. Hiernach ist 1 der Tangentialpunkt von a; soll 
nun @=2n sein, so muss der Punkt, in welchem ab die C® trifft, 2n—1; 
b selbst die Nummer 2” — 2 tragen. Weiter muss, weil 2x — 2 paar 
ist, die Gerade (b, 2» — 2) auf C* den Punkt 2” — 3 bestimmen, 
d. h. dieser ist der Tangentialpunkt von 6. Wir sehen daher, dass, 
wenn das Polygon sich schliesst, der Tangentialpunkt von b eine seiner 
Ecken ist, und umgekehrt, wenn dieser Tangentialpunkt etwa die q' 
Ecke ist, so schliesst sich das Polygon, und wird ein g + 3-Eck. 
Umfassender ist nachstehendes Criterium: 

Wenn irgend zwei paare Ecken uw, v mit 1 in einer Geraden 
liegen, so schliesst sich das Polygon, und sétéimmtliche paare Ecken liegen 
zu je zwei auf den Strahlen von 1. 

Beweis. Ich behaupte, wenn (u, v) durch 1 geht, so ist daraus 
auch der Fall mit (wu + 2, » — 2) oder auch (wu — 2, v + 2), woraus 
der Satz unmittelbar folgt: Die 9 Punkte 


a, b, 1, #, w+, u+2,v—1,v—2 


vertheilen sich auf 3 gerade Linien in der Anordnung: 


(u,v, 1); (u+1, H+ 2,5); (v—1,v—2,a). 

Aber 6 dieser Punkte liegen auf 2 Geraden in dieser Weise: 
(u,u+i1,a); (v,b,¥—1)), 
somit liegen 1, y — 2, u + 2 in einer Geraden. 

Es ergiebt sich, dass, wenn man 1 mit einer paaren Kcke ver- 
bindet, diese Verbindungslinie auf C* noch eine paare Ecke bestim- 
men muss. Ziehen wir jetzt 12, so triffit diese Gerade die C* in b, b 
ist folglich eine paare Ecke, etwa —q-+ 1; die folgende Ecke muss 
auf (a, g+ 1) liegen, mithin heisst der Schnittpunkt von ab mit 
C8: q+ 2, die nachfolgende Ecke gq + 3 liegt auf (b, gq + 2), d. h. 


sie ist a. 
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Beriicksichtigt man, dass die Punktepaare 0, u; 0, v mittels des 
Punktes 1 aus einander abgeleitet erscheinen, dass die Systeme [0, u}, 
[0, v] identisch sind; so kann man das Criterium auch so fassen: 

Combinirt man die Ecke a =O mit allen paaren Ecken, so sind 
die Systeme [0,2], [0,4] --- entweder paarweise identisch, oder sie 
sind alle untereinander verschieden, je nachdem a, b Fundamentalpunkte 
sind, oder nicht. 

Es ist wohl klar, dass, wenn ein 2nKck entsteht, b also die 
Nummer 2” — 2 bekommt, und mithin auf dem Strahl 1) zwei paare 
Ecken (2, 2m — 2) liegen, auch auf jeden von 1 aus nach einer paaren 
Ecke w gezogenen Strahl, noch eine zweite paare Ecke y fiallt. 


6. 
Von dem Kernpolygon P,. 


Hat man in der eben beschriebenen Weise das Polygon P, = 0, 
1,2,3.--+2m erhalten, so kann man die Punkte a,b ihre Rollen 
vertauschen lassen; dabei entsteht das nimliche Polygon, uur wird es 
jetzt in einem dem friiheren entgegengesetzten Sinne beschrieben. Fiir 
das urspriingliche Schema: 


aba b a b 


A 


eo: 3 2 3 4---2n—2 2n—1 O 
tritt ein: 


b a b 


\ 
\ / \ 
\ ( \ 


4 


2n—2 2n—3 2n—4.--0 1 0 2n—1 


Wir nennen dieses Polygon P, das Kernpolygon fiir die Funda- 
mentalpunkte a,b, die selbst zwei paare Ecken, der eine Punkt die 0", 
der andere die 2n — 2" von P, sind. 

a) Die paaren Ecken von P, sind einerlei mit den n festen Punkten 
auf C*, von welchen der Satz 2b) handelt. 

Hieraus folgt: 

b) Verbindet man eine paare Ecke des Kernpolygons P,, mit allen 
unpaaren, oder auch eine unpaare mit allen paaren, so fallt auf jede 
dieser Geraden noch eine paare Ecke,.d.h. die Geraden der einén, wie 
die der andern Kategorie decken sich zu je zwei. 

A sei unpaar, mw paar, sonst beide beliebig. Die Gerade (A, w) 
trifft nach unserem zweiten Lehrsatze die C*® im niamlichen Punkte 
wie die Gerade (A —w,0), oder avch wie (A + 2n — uw, 2n). Sei 
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erstens 4 > uw, also 4 — w positiv und unpaar; so muss auf (0, 4—w) 
noch eine paare Ecke v = 4 — uw — 1 fallen, und wir erhalten: 
Il As=w+v+i1; demnach auch 14> ». 

Wenn zweitens: 4 <u, so muss auf (A+ 2n—u, 2m) oder 
(0,4 + 2n —w) noch die paare Ecke v = 4 + 2n — w — 1 fallen, 
und wir erhalten 
IH. A+2n—u+v-+1, somit auch, weil w+1<2n, A<y, 

Auf der Verbindungslinie zweier paaren Ecken liegt jedesmal eine 
unpaare Ecke, deren Nummer von jenen bedingt ist. Hierbei brauchen 
die paaren Ecken nicht verschiedene zu sein, well, wenn man eine be- 
liebige paare Ecke v mit allen unpaaren verbindet, die entstehenden 
Geraden die C* in allen » paaren Ecken treffen miissen, unter ihnen * 
also auch die Tangente von v vorkommen muss. Nach unseren Formeln 
heisst der Tangentialpunkt von v: 

2v+1; oder 2v+ 1 — 2n, 

wenn 2v-+-1> 2m sein sollte. Wir ersehen daraus, dass die Tangential- 
punkte der paaren Ecken unter den unpaaren sich befinden; ob aber 
jede der letzteren der Tangentialpunkt fiir eine der ersteren ist, dies 
hiingt von der Zahl 2” ab. Ist unpaar, so wird durch 2v + 1 jede 
unpaare Zahl < 2m dargestellt (siehe den Beweis zum 12. Lehrsatz); 
alsdann sind die unpaaren Kcken Tangentialpunkte der iibrigen, und 
natiirlich jede ist von einer einzigen der Tangentialpunkt. Ist dagegen 
n paar = 2’, so setze man vy = 2’, daher 2v + 1—4v'+ 1. Wenn 
jetzt v’ der Reihe nach die Werthe von 0’ bis n’ — 1 annimmt, so 
bekommt man durch die Formel 4v' + 1 genau m’ verschiedene un- 
paare Zahlen jede < 2” und =-+ 1 fiir den modulus 4. Wird dann 
vy den Zahlen n»’ bis nm —1 gleich gesetzt, so bekommt man durch 
die nunmehr geltende Formel 4x’ + 1 — 2m die namlichen unpaaren 
Zahlen wie vorhin, folglich erscheint nur die Hialfte der unpaaren 
Ecken als Tangentialpunkte der paaren, und zwar ist jede unpaare 
Kcke 4 gemeinschaftlicher Tangentialpunkt von zwei paaren Ecken, 
Die Formeln I, II gestatten die letzteren durch 4 auszudriicken; 
nimlich zunaichst muss A=1 mod, 4 sein; sodann ist die eine paare Ecke 
eth , die andere » + ee 

2 2 

7. 
In der Folge setzen wir, wenn nicht ausdriicklich das Gegentheil her- 
vorgehoben wird, voraus, dass die Anzahl der Ecken 2m nicht durch 
4 theilbar ist. 


a) Lehrsatz. Combinirt man eine paare Ecke v, des Kern- 

P 9s n—i 
polygons mit allen anderen paaren Ecken w, so erhidlt man ; unter- 
einander verschiedene Systeme [v,, «|. 
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Beweis. Ist v, der Nullpunkt selbst, so hat man ausser 0 noch 
m — 1 paare Ecken. Diese sind zu je 2 auf einem Strahl von 1 ge- 





—i1 - 
—; denn ein 


legen. Daher ist die Zahl der differenten Systeme: = 
Punkt 0 gehért stets zweien Paaren desselben Systems an. Setzen 
wir statt 0 die Ecke v,, so erkennt man sogleich, dass die Systeme 
[v), #] mit den betrachteten identisch sind, denn die Gerade (0, v9) 
trifft die C* in », +1; die Gerade (vy, + 1, u) trifft C® in einer 
paaren Ecke uw’; die Systeme [»,«], [0, u’] sind mithin identisch. 
Oder, jedem in der Formel [»,, wu] enthaltenen Systeme entspricht ein 
solehes aus der Formel [0, w], und da dies, wie man ebenso zeigt, 
auch vice versa wahr ist, so werden durch beide Formeln die nim- 
* lichen Systeme reprisentirt. 

b) Lehrsatz. Projizirt man die paaren Ecken eines Kernpoly- 
gons P, aus einem beliebigen Punkte p der C*, die unpaaren Ecken aus 
dem Tangentialpunkte x von p wieder auf die Curve, so bekommt man 
die Ecken eines neuen Kernpolygons P,’. 

Beweis. Aus x mégen die Ecken 0, 2,4---2n —2 nach 
0’, 2’,4---(2m—2)’, aus p die Ecken 1,3,5--- nach 1',2’,3' projizirt sein. 
Dann wird 1’ der Tangentialpunkt von 0’, (2m — 2)’ verbunden mit 
2’ giebt eine durch 1’ gehende Gerade, weil 2n — 2, 2, 1 in einer 
Geraden sind. Ebenso liegt 3’ auf: 02’, weil 3 auf 02 liegt u.s. f. 

Wir nennen die » paaren Ecken eines Kernpolygons mit den 
Fundamentalpunkten a,b eine zum System |[a, b] gehérige Invo- 
lutionsgruppe n'** Grades; es lautet dann unser Satz: Projizirt man 
eine Involutionsgruppe des Systems |a, bj] aus einem Punkte p der 
C® auf die Curve, so entsteht eine neue, welche dem urspriinglichen 
System angehért, weil ihre Fundamentalpunkte ein Paar in jenem 
Systeme bilden. Alle auf diese Weise durch Variation von p aus einer 
beliebig gegebenen Gruppe abgeleitete Gruppen bilden daher ein und 
dasselbe Gruppensystem. 

e) Lehrsatz. Die unpaaren Ecken eines Kernpolygons sind 
selbst paare Ecken in einem anderen solchen Polygon, oder die Tan- 
gentialpunkte der eine Involutionsgruppe bildenden Punkte liefern eine 
neue solche Gruppe im niimlichen System. 

Beweis. Wenn man etwa aus 0 die paaren Ecken 0, 2,4.--- 
auf C® projizirt, so erhalt man die unpaaren Ecken 1,3,5--- w. z. b. w. 

Hierbei kann man das Projectionscentrum in irgend einer paaren 
Ecke aunehmen, so dass die méglichen Verbindungslinien zwischen 
allen paaren Ecken durch 1, 3,5--+ gehen, oder zu jeder Involutions- 
gruppe 0,2,4--- gehiren n Projectionscentren 1,3,5---, aus denen 
die Gruppe als ihre eigene Projection erscheint. Es ist klar, dass aus 
einem von 1, 3,5 --- verschiedenen Projectionscentrum eine In- 
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volutionsgruppe sich ableitet, die mit 0,2,4--- 
mein hat. 
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keinen Punkt ge- 


d) Schreibt man 0’, 2, 4---w',--> statt 1,3,5---w+1--,, 
so bemerkt man, dass 0’, w’ dem System [0, uw] angehdrt, weil das 
Paar 1,4-+ 1 oder 0',u’ mittels des Punktes 0 aus dem Paare 0, u 
abgeleitet worden ist. Im Anschlusse hieran liisst sich die Frage 
entscheiden, ob die aufeinander folgenden Paare von Tangentialpunkten, 
die aus zwei beliebigen Punkten a, b abgeleitet werden, nimlich a’, b’; 
a’, b” u. s. w. immerfort neue Systeme liefern? Es sind zwei Fille 
zu unterscheiden. 

Erstens: a,b sind fiir ein 2nEck Fundamentalpunkte. 

Setzen wir a= 0, und denken das Kernpolygon 0123---, so 
wird b=2n—2, a’=1, BD ist 2n —3; weil aber [0,2] = [0,2 — 2], 
so folgt (nach 4c) [{1, 5] = ([a’, b']. Nun ist 1, 5 einerlei 0’, 4, 


oder [1, 5] = [0, 27], daher [a’, b'] = (0, 2?}. 
In Folge von 4c ist ferner 


la’, } =, + 1) = (0,24, 
[a,b] = [1,2 -234 1] = (0, 24] u. s. f. 


Wiire 2 eine Potenz von 2, etwa = 2?, so kommt [0,2?]=[0,0], 
d. h. es tritt einmal ein Paar mit gemeinschaftlichem Tangential- 
punkte auf, und die Ableitung erreicht hier ein Ende. 

Die zum Vorschein gekommenen Systeme sind, wie man leicht 
sieht, von einander verschieden, denn wire [0, 2%] = [0, 2%'], so miissten 
die Punkte 2%, 2% auf einem Strahl von 1 liegen, folglich gemiiss der 
Relation I.; 2% + 22 — 2”, was nicht mdglich ist. 

Ist 2n = 2?-u, wo uw eine unpaare Zahl bedeutet, so miége x 
der Congruenz: 27 —- 1 0 mod. u gentigen, also 2°+? = 2? mod. 2n; 
dann sind die Systeme [0, 2?] und |0, 2*+?] offenbar identisch, also 
kehrt ein schon dagewesenes System wieder, worauf diejenigen perio- 
disch sich wiederholen miissen, welche demselben anfangs folgten. 
Das System [0, 2?] ist auch von allen dasjenige, welches zuerst wieder- 
kehrt, denn wtrde [0, 2%] = [0, 22'], so miisste entweder 22 + 2%, oder 
27 — 29 durch 2”. w theilbar sein; in jedem Falle miisste, 22 < 2% 
vorausgesetzt, 27 den Factor 2? enthalten. 

Zweitens: a,b lassen kein Steinersches Polygon zu, also verbleibt 
auch den Tangentialpunktenpaaren diese negative Higenschaft, und 
gemiiss der zweiten Fassung des Kriteriums 5) sind alle in der Formel 
(0, 2?] begriffene Systeme, was auch p sei, von einander verschieden, 
daher auch unter den Systemen der Tangentialpunktepaare keine gleichen 
anzutreffen sein werden. 


Mathematische Annalen. XXIV. 
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8. 


Lehrsatz. Zwei Involutionsgruppen n” Grades, welche Pro- 
jectionen von einander aus einem gewissen Centrum p, der C® sind, er- 
scheinen auch als Projectionen von einander aus n — 1 anderer Centren 
Po» Pz ***Pn, und diese n Punkte bilden wieder eine Involutionsgruppe. 
Die drei auf diese Art zusammenhidngenden Gruppen heissen connex. 

Beweis. Gesetzt, aus p, projizire sich die Gruppe 0,2,4---v--- nach 
0,2’, 4 ---+v'---+-+ Ziehen wir 0’, v, so wird diese Gerade die C* in 
einem Punkte p; treffen, aus diesem projicire man die Punkte 0, 2, 4--- 
nach 0, 2‘, 4',.-- unter welchen, auch 0’ vorkommt. 

Durch Combination von 0’ mit jedem der Punkte 0', 2', 4‘,.-- hat 
man 45 differente Systeme, welche der Reihe nach mit [v, 0], 
[v, 2], [v, 4]- +--+ identisch sind. 

Combinirt man anderseits 0’ mit jedem der Punkte 2’, 4’, -- , so 
erhilt man ebenso viele, mit den eben genannten identische Systeme, 
woraus hervorgeht, dass die Punkte 0‘, 2‘, 4‘... in irgend einer Ord- 
nung mit 2’, 4’,--- zusammenfallen miissen. Betrachtet man die drei 
connexen Gruppen, so sieht man, dass je zwei Projectionen von ein- 
ander fiir irgend ein in der dritten Gruppe gewihltes Centrum sind. 


9. 


Lehrsatz. Zwei Punkte einer Involutionsgruppe sind stets Fun- 
damentalpunkte eines 2nEcks, welches aber unter Umstiinden aus 
mehreren sich deckenden Steinerschen Polygonen niederen Grades zu- 
sammengesetat ist. Nur im Falle einer Primzahl n sind alle auftretenden 
2n Ecke einfache. 

Beweis. In der Gruppe 0, 2,4---2n — 2 seien die Punkte yp, w 
gewahlit, dann wird 0 mit einem gewissen Punkte v ein System liefern, 
das mit [u, w’|] identisch ist. Wenn daher 0, vy Fundamentalpunkte 
eines 2nEcks sind, so werden es uw, uw’ ebenfalls sein. Es handelt sich 
also um den Nachweis fiir 0, v; ich werde zeigen, dass fiir diese Punkte 
ein Kernpolygon existirt, indem ich mit v als Anfangsecke beginne: 

Der Tangentialpunkt von v isk 2v-+ 1. Auf (0,2v-+ 1) liegt 
eine paare Ecke 2, fiir welche: . 


2+0+1—2v+4+1; da x= 2y». 
Auf (v,2v) liegt eine unpaare Ecke = y+ 2v + 1 = 3v-+2. 
» (0,3v-+1) ,, die paare Ecke 37; u. s. f. 
Ist g v das kleinste Vielfache von vy und 2n, so kommt man noth- 


wendig zum Punkte gv, der mit 0 coinzidirt, d. h. die Gerade (0,gv + 1) 
beriithrt die C* in 0, welcher Punkt die Nummer gv bekommt. 
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Jetzt ist gv oder 0 mit v zu verbinden, und wir erhalten die 
letzte Ecke (g + 1)v-+1 im Schnittpunkt dieser Verbindungslinie 
mit C%. 

Von dem gefundenen Polygone schneiden sich in v die g Seiten: 


(v, 2041), (2r, 3y4+1)---x%g+)v+)), 
in 0 die g Seiten: * 
(2v,2v+1), (3%,3v+1)---(%(g+1)¥+4+ 1). 


Dasselbe ist somit ein 2gEck. Wenn n eine Primzahl ist, so 
ist nv das kleinste Vielfache von v und 2m, mithin entsteht dann ein 
2n Eck; dieses findet auch Statt, wenn v, relative Primzahlen sind, 
also n- v das kleinste Vielfache von v, 2m ist. Im anderen Falle sei 


n-v 


t der grésste gemeinschaftliche Theiler von , v, also das kleinste 


Vielfache von v, 2m, so folgt g = * d. i. g ein Theiler von » oder 
2g ein Theiler von 2n. 

Zusatz. Weil n+ 1, m relative Primzahlen sind, so werden die 
Punkte 0, »-+ 1 Fundamentalpunkte eines einfachen 2nKcks sein. 
Ihren Tangentialpunkten 1, 2(n-+1)+ 1, oder 1, 3 kommt eben- 
falls diese Eigenschaft zu, weil die Systeme [1, 3], [0, 2] identisch 
sind, 2 und » aber 1 zum gréssten gemeinschaftlichen Theiler haben. 
Wahlt man 1, 3 zu Fundamentalpunkten a, b und legt den Anfangs- 
punkt des entsprechenden 2m Kcks in den Punkt 0 der Gruppe, so er-— 
hilt man eins der unter 3e betrachteten Polygone, deren paare und 
unpaare Kcken coinzidiren. Man gewahrt aber bald, dass dieses Poly- 
gon nur Kcken der vorliegenden Gruppe bekommt. 


10. 


Lehrsatz. Die paaren sowohl wie die unpaaren Ecken eines 
2nEcks P fiir die Fundamentalpunkte a, b sind zwei Involutionsgruppen 
im System (a, b}. 

Beweis. Betrachtet man die n paaren Ecken des zu a, b gehdrigen 
Kernpolygons P,, so sind diese nach Friiherem die Schnittpunkte der 
C* mit denjenigen Geraden, welche eine beliebig ausgesuchte unpaare 
Ecke von P mit seinen simmtlichen paaren Ecken verbinden. Des- 
halb bilden die paaren Ecken von P,, dann die paaren Ecken von P, 
endlich die unpaaren Ecken von P drei connexe Gruppen. 

Mit jedem Steinerschen Polygone P sind demnach drei connexe 
Involutionsgruppen enge verbunden: Zwei Gruppen werden durch die 
Kcken des P constituirt; die dritte besteht aus den Ecken des Kern- 
polygons P,. Wenn indess P selbst ein Kernpolygon ist, so fallt 
die letztere Gruppe mit der aus den paaren Ecken von P bestehenden 
Q* 
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zusammen. Ist P eines der speciellen unter 3e betrachteten Polygone, 
so decken sich die beiden erstgenannten Gruppen, wikhrend die dritte 
aus den Tangentialpunkten fiir diese besteht. 


11. 


Lehrsatz. Die 3n Punkte dreier connexen Gruppen gehiren zu 
den Basispunkten eines Biindels von Curven n' Ordnung. Fiir n=3 
sind sie selbst diese Basispunkte. 

Der Satz ergiebt sich leicht aus folgender Haupteigenschaft dreier 
connexen Gruppen. 

12. 

Lehrsatz. Je zwei solche Gruppen bestehen stets, die eine aus 
den paaren, die andere aus den unpaaren Ecken eines Steinerschen 
Polygons, welches seine Fundamentalpunkte in der dritien Gruppe hat, 
so dass diese die paaren Ecken des zugehirigen Kernpolygons enthiilt. 

Beweis. Nach 9) giebt es in der Gruppe a, B, y --- zwei Funda- 
mentalpunkte fiir ein Steiner’ sches 2” Eck; sie mégen durch a, @2(n—1) 
bezeichnet werden. Construirt man das entsprechende Kernpolygon P,, 
indem map seine Anfangsecke mit a, zusammenfallen lisst, so werden 
dessen paare Ecken @,, a - - + @2¢n—1), @2n die Punkte «, B, y - + - selbst 
in einer gewissen Anordnung sein (7b). Benititzt man a, @(,-1) als 
Fundamentalpunkte fiir ein Steiner’sches Polygon P, indem man 
zum Nullpunkte einen der Punkte a, b, ¢--- nimmt, so wird 1 in 
einen der Punkte a’, b’, c’--- fallen, 2 in einen der Punkte a, b, c--- 
u. s. f.; so dass als paare Ecken von P nothwendig alle Punkte der 
Gruppe a, b, c --- auftreten werden, als unpaare Ecken die Punkte 
a, WU, c++. 

Bedeutet 2y eine der paaren Ecken, so verbinde man sie mit der 
unpaaren Ecke 4v + 1, diese Verbindungslinie trifft alsdann (2b) die 
C* im nimlichen Punkte wie die Gerade, welche 0 mit 2v + 1, oder 
auch @, mit @:,4; verbindet, d. h. im Punkte a,. Legt man jetat 
dem v alle Werthe <1 bei, so erhilt man m Verbindungslinien: 
(0,1), (2, 5), (4, 9); welche beziiglich durch a, @,, a, ete. gehen. 
Dass nun auf diesen » Geraden wirklich simmtliche 3” Punkte unserer 
Gruppen vertheilt sind, wird daraus erhellen, dass die Formel 4y + 1 
fiir »v < nm alle ungeraden Zahlen unter 2x liefert. 


n—1 


Legt man dem v zuniichst die Werthe von 0 bis bei, so 


erhalt man fiir 4y jede durch 4 theilbare Zahl < 2m, also ist durch 
4y + 1 jede auf eine solche unmittelbar folgende ungerade Zahl dar- 


gestellt. Nimmt darauf v die Werthe von ~ __ bis » — 1 an, s0 


wird 4y nach dem Modulus 2m einer durch 2, nicht aber durch 4 
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theilbaren Zahl congruent, und es ergeben sich als Reste von 4y fiir 
den Divisor 2m alle diejenigen geraden Zahlen < 2n, welche den 
Factor 4 nicht enthalten. Dem entsprechend wird jetzt durch 4v + 1 
jede auf eine solche folgende ungerade Zahl dargestellt; iberhaupt 
reprasentirt also die Formel 4v + 1, (v < m) jede unter 2m befind- 
liche ungerade Zahl. 

Beispiel. n = 5. Da n eine Primzahl ist, so kann man fiir @,, a, 
zwei beliebige Punkte der Gruppe a, 6, y --- nehmen, die iibrigen 
Punkte bekommen die Marken «@,, a, a. Die Punkte a, b, ¢-- 
werden durch 0, 2, 4, 6, 8; a’, b', c +--+ durch 1, 3, 5, 7, 9 bezeichnet. 
Es liegen nun in je einer Geraden die Punkte: 

0, a, 1; 2, a, 5; 4, a, 9; 
6, a, 3; Oo, @,, 4. 

Kine andere Ordnung wiire: 

O, @&, As 4, a, 7; 3, @, 8; 
2, Ge, 9 6, as, 5. 

Wir haben oben » gerade Linien erhalten, auf welchen unsere 
3n Punkte zu je 3 combinirt liegen. Dabei war die erste Gerade 
0, @, 1 in sofern willkirlich, als der Punkt 0 irgend ein Punkt der 
Gruppe a, b, ¢ +++ sein kann. Verlegen wir den Nullpunkt 0° in den 
vorhin mit 2 bezeichneten Punkt und nennen 1’, 2’, etc. die Kcken 
des neuen Steiner’schen Polygons, so werden diese beziiglich mit 
3, 4 ete. des friiheren ecoincidiren, Die paare Ecke (2v) werde wieder 
mit (4v + 1) verbunden, dann geht diese Verbindungslinie zwar auch 
durch die Ecke oe, des Kernpolygons, aber die auf ihr noch befind- 
lichen Punkte sind nicht die friiheren 2v, 4v + 1; sondern: 2 + 2, 
4dy+1+2, 

Grésserer Deutlichkeit wegen wollen wir die friiher gefundenen 
n Geraden durch die 3, auf jeder liegenden Punkte bezeichnen, sie sind: 


(0, @, 1), (2, @,, 5), (4, a, 9) --> 
(2v, @,, 4vu+1)---- 

Bei der neuen Ordnung hat man: 

(2, a, 3), (4, a, 7), (6, @,, 1l)- 
(2v +2, a,, 4v+3)--.-- 

Beide Systeme von je m Geraden schneiden sich in ? Basispunkten 
eines Biischels von Curven n'** Ordnung, von welchen 3” Punkte auf 
unserer C’* liegen und die angenommenen Gruppen constituiren. 

Zusatz. Es wird nicht iiberflissig sein, wenn wir an zwei Bei- 
spielen erliiutern, wie man sich 3 connexe Gruppen, in beliebigex An- 
zahl, mit Hilfe von Curven dritter Ordnung verschaffen kann. 
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1. Beispiel. n = 3. a, b seien beliebige Punkte, ebenso sind die 
Gerade (a, 0, 1) und die auf ihr liegenden Punkte 0, 1, beliebig. Auf 
b1 ist noch 2, auf a2 noch 3, auf b3 noch 4 willkiirlich anzunehmen, 
endlich ist der Schnittpunkt von a4 und 60 mit 5 zu _bezeichnen. 
Nun lege man durch die 8 Punkte a, b, 0, 1, 2, 3, 4, 5 irgend eine 
C’, so geht diese nothwendig durch den Punkt c, in welchem 03, 14 
sich schneiden; denn man hat die 3 Geraden: 


(0, 3, ¢), (a, 4, 5), (b, 1, 2) 


und diese: 
(1, 4, ¢), (b, 0, 5), (a, 2, 3). 


Auf jeder C* des Biischels (a, b, c, 0, 1, 2, 3, 4, 5) bilden diese 
Punkte 3 connexe Gruppen, und somit kann eine jede dieser C* be- 
niitzt werden, um sich beliebige Gruppen zu verschaffen. Liegen 
speciell die 6 Punkte 0, 1, 2, 3,4, 5 auf einem Kegelschnitt, so fallen 
a,b,c in eine Gerade, und werden fiir jede Curve des Biischels 
Wendepunkte. 

2. Beispiel. n=5. Von einer C* sei gegeben a und sein Tangential- 
punkt 1,6 und sein Tangentialpunkt 7; a sei Nullpunkt, also b = 8. 
Auf a7 sei 6, auf b1 noch 2 beliebig; dann enthalt die C* stets den 

os Schnittpunkt c—9 von 62 
fA mit ab. Die 9 Punkte 
fi im a, 0, b, 8, 1, 7, 2, 6,:¢ 

/ \ sind die Basis eines Bii- 

Ps schels von Curven dritter 
sa be WP 4 cal) - > bag Ordnung. Bezeichnen wir 
ey ee ee as jetzt den Schnittpunkt von 

er, ” bg 16 und 27 mit 4, und 

a ar ad betrachten diejenige C* des 
i got Biischels, welche 4 ent- 
hilt, so bemerken wir, dass 

od auf ihr 9 oder ¢ der Tan- 
gentialpunkt von 4 ist. Auf 02 liegt ein Curvenpunkt 3, der auch 
auf 8 4 liegen muss; denn 0 9 trifft die C* in 8, 16 trifft sie in 4, 
und sowohl 0), 0, 1 wie 9, 2, 6 liegen in gerader Linie. Ganz ebenso 
findet man 5 im Durchschnitt von 04 mit 86. Wir haben mithin 
ein Kernpolygon fiir die Fundamentalpunkte a, b von 10 Ecken; und 
die Punkte 0, 2, 4, 6, 8 sowie 1, 3, 5, 7, 9 bilden je ein Involutions- 
quintupel auf der angegebenen C*. Mit Hilfe dieser Curve kann man 
sich daher, indem man den Strahl a01 um a sich drehen lisst, be- 
liebig viele solcher Quintupel verschaffen. 
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13. 
Die Ordnungscurve eines Systems gepaarter Punkte [a, b). 


Den unter Nr. 4 angefiihrten Eigenschaften eines Systems [a, }] 
mégen noch die nachstehenden angeschlossen werden: 

d) Die beiden Paarlinge eines Punktes a,, néimlich b,, B, liegen 
mit dem Tangentialpunkte von a, in einer Geraden. Denn mittels 
dieses Punktes erscheint das Paar a,, 8, aus a,, b,, oder auch dieses 
aus jenem abgeleitet. Hieraus ergiebt sich: 

e) Die Paarlinge eines Wendepunktes liegen mit thm in einer 
Geraden, und umgekehrt liegen zwei mit einem und demselben dritten 
Punkte zu Paaren verbundene Punkte mit diesem in einer Geraden, 
so ist der dritte Punkt ein Wendepunkt. 

f) Wenn die Paarlinge b, B eines Punktes a unter sich wiederum 
gepaart sind, so findet dieses im System [a, b| durchgehends Statt. 

a, sei ein beliebiger Punkt auf C*; a,a treffe die C® in p, pb 
treffe sie in 6,, pB in B,; dann hat man im System [a,b] die Paare 
a,, 0:3; 4, B,; b,, 8, mittels des Punktes p aus den gegebenen ab- 
geleitet. 

g) Die Eigenschaft f) kommt dem System zweier Wendepunkte 
[i,, i] stets zu, jedoch keinem anderen System. 

Liegt der Wendepunkt i, mit i,, 7, in einer Geraden, so sind 
nach d) diese 3 Punkte zu je zwei gepaart; also findet ein Gleiches 
im System [7,, 7,] durchgehends Statt. Wenn andererseits a, b, B eine 
Gruppe von zu-je zwei gepaarten Punkten bedeutet, ¢, ein Wende- 
punkt ist, so liegen (e) die mit i, gepaarten Punkte 2, y in einer 
Geraden, und es sind w, y ebenfalls gepaart. Nach e muss nun, weil 
die Paarlinge von « mit x in einer Geraden liegen, dieser Punkt ein 
Wendepunkt sein, ebenso y, oder die Systeme [a, b], [¢,, x], [%,, y], 
|x, y| sind identisch. 

h) In einem System [a,b] existiren 18, mit ihren Tangential- 
punkten gepaarte Punkte. 

Beweis. Es giebt 9 Kegelschnitte A, welche durch a, b gehen, 
in a die C® beriihren, und diese Curve tiberdies in 2 osculiren. Leitet 
man nun mit Hilfe von x aus a, b das Paar a, B ab, wobei az, durch 
«, ba durch B geht, so ist 6 der Tangentialpunkt von a. Betrachtet 
man ferner einen der 9 Kegelschnitte B, welche durch a,b gehen, 
in b die C* beriihren, und sie in 2 osculiren, und leitet aus a, b 
mittels # das Paar a’, 8’ ab, wobei ax durch a’, bx durch pf’ gehe; 
so wird « der Tangentialpunkt von f’ sein. Die 9 Punkte «, und 
die 9 anderen f’ haben die im Satze ausgesprochene Kigenschaft. 
Ausser ilnen giebt es keine, denn waren a” 6” aus a, b mittels 2” ab- 
geleitet, und 6” der Tangentialpunkt von «”, so miisste es einen Kegel- 
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schnitt geben, der in 2” die C* osculirt, durch a, b geht und sie 
in a beriihrt; aber wir haben alle diese Kegelschnitte schon in Rech- 
nung gezogen. 

Wenn a, b den namlichen Tangentialpunkt haben, so existiren 
wohl die 18 Kegelschnitte A, B; doch liefern die Osculationspunkte 
zu je zwei immer nur ein und dasselbe Paar «, 8, so dass deren nur 
9 auftreten. Denn ist beispielsweise «, 8 mit Hilfe von z aus a, b 
abgeleitet worden, so miissen sich jetzt auch aB, ba auf C* schneiden, 
etwa in w. In diesem Falle giebt es einen Kegelschnitt A, der in 2 
osculirt, in a beriihrt, und } enthilt; 6 wird der Tangentialpunkt von 
« sein. Demnach ist auch ein Kegelschnitt B vorhanden, der in x 
osculirt, in b beriihrt, und a enthalt. Hier sind mithin nur 9 Punkte 
a auf C*, die mit ihren Tangentialpunkten 6 gepaart sind. Weil 
endlich a, 8 ebenfalls einerlei Tangentialpunkt haben miissen (nach b), 
so folgt, dass die Punkte 6 Wendepunkte sind. 

i) Die achtzehn Punkte der vorigen Nummer liegen zu je sechs auf 
drei Kegelschnitten, und sind die Ecken dreier Steiner’ scher Sechsecke. 

Beweis. © sei einer dieser Punkte, 0’ sein Tangentialpunkt; 
t,, #2, t, seien drei in gerader Linie liegende Wendepunkte: 7,0 treffe 
die C* in 1, i,0 in 1‘, dann wird 1’ der Tangentialpunkt von 1 sein, 
und nebstdem ist 1, 1’ ein Paar im System [0, 0’]. 

Ziehen wir ferner i,1,i,1', welche die Curve in 2, 2’ schneiden, 
so ist 2’ Tangentialpunkt von 2, und 2, 2’ ist ein Paar im System 
[0,0]. Vollenden wir das Sechseck fiir die Fundamentalpunkte j,, i,, 
dessen erste Ecke 0 ist, und nennen 1, 2, 3, 4,5 die folgenden Ecken, 
so bilden deren Tangentialpunkte 0’, 1’, 2’, 3’, 4, 5° ebenfalls ein 
Steiner’sches Sechseck fiir dieselben Fundamentalpunkte 7,, i,. Das 
Kernpolygon fiir Beide hat die doppelt zu rechnenden Punkte 74,, 7,, 4, 
zu Ecken, daher haben wir in 


(t, 4%), (0, 2, 4), (1, 3, 5) 


drei connexe Involutionsgruppen. Weil nun i,, ¢,, i, in eine Gerade 
fallen, so miissen die 6 tibrigen Punkte in einem Kegelschnitte liegen. 
Es ist von selbst klar, wie sich die noch fehlenden 12 Punkte auf 
zwei andere Kegelschnitte vertheilen. 

Um den besonderen Fall noch zu behandeln, dass im vorliegenden 
Systeme jedes Paar denselben Tangentialpunkt hat, und also der Punkt 
0 immer so gewahlt werden kann, dass 7, sein Tangentialpunkt ist 
(ohne mit ihm zu coincidiren); so bemerken wir zuniichst das Steiner’- 
sche Sechseck mit den Fundamentalpunkten i,, i,, und der Anfangs- 
ecke 0. Dasselbe erhilt zwei unendlich kleine Seiten — Elemente 
der C* — und zwei endliche Seiten, welche jede zweimal beschrieben 
wird. Da niamlich 0i, Tangente der C® fiir 0 ist, so fallt 1 mit 0 
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zusammen; 7,1 treffe die C® in 2, dann ist i, Tangentialpunkt von 2. 
Wenn daher 1,2 die C* in 3 schneidet, so wird i, Tangentialpunkt 
von 3 sein, d. h. 4 wird mit 3 coincidiren. Nun trifft i,4 die Curve 
wieder in 3, welcher Punkt also auch die Nummer 5 erhilt, endlich 
geht 50 wieder durch i,, oder der Nullpunkt erhialt die Nummer 6. 

Wir sehen somit, dass der die gefundenen Ecken aufnehmende 
Kegelschnitt die C* in den drei Punkten 0, 2, 4 beriihrt, die in 
i,, 4, t, ihre Tangentialpunkte haben. 

k) Die Enveloppe der Verbindungslinien aller in einem System 
[a, b] befindlichen Paare heisst die Ordnungslinie des Systems. 

Um die Classe dieser Curve zu finden, untersuchen wir, wie viele 
solcher Verbindungslinien durch einen willkiirlichen Punkt m der C% 
gehen. MHeissen n, v die Paarlinge von m, so hat man zuvorderst 
die Geraden: ‘ 

mn, mv. 

Gesetzt ma, b, sei eine andere Gerade durch m. Sie trage das 
Paar a,, b,, und es sei dieses mittels des Punktes z, aus a, b abgeleitet, 
so dass aa,, bb, sich in 2, auf C® schneiden. 

Nennen wir y den Tangentialpunkt von 2,, ¢ den 3' Schnitt- 
punkt von ab mit C*, so ist y der gegeniiberliegende Punkt zu 
a,b, a,,b,; deshalb muss die Gerade mec durch y gehen. Umgekehrt 
bestimmen wir den Durchschnitt von mec mit C%, und legen von diesem 
Punkte y eine Tangente yx, an C%, leiten sodann mittels 2, aus a, b 
das Paar a,, b, ab, so wird a,b, durch m gehen. Von y aus lassen 
sich aber vier Tangenten an C* ziehen; wir sehen also, dass durch 
m sechs, und nur sechs Verbindungslinien gepaarter Punkte gehen; 
die in Rede stehende Enveloppe ist folglich von der sechsten Classe. 

Wir haben absichtlich den Punkt m auf C® gewihlt, um die sehr 
brauchbare Construction der 4 Tangenten wie a,b, mitzutheilen; es 
ist bei ihrer Anwendung festzuhalten, dass a, b durch irgend ein 
Paar im System [a, b] vertreten werden kann, etwa durch m, n oder 
a,b, selbst, falls diese eine der gesuchten Tangenten schon ander- 
weitig bekannt wiire. 

Ist i, ein Wendepunkt, und sind uw, v mit ihm gepaart, also 7, wv 
eine Gerade, so wird diese eine Doppeltangente der Enveloppe sein. 
Sonach giebt es 9 Doppeltangenten, und die Enveloppe kénnte héchstens 
von der Ordnung 30 — 18 = 12 sein; wir werden zeigen, dass sie 
niedriger Ordnung nicht sein kann. 

Zuvor wollen wir die anderen vier von i, ausgehenden Tangenten 
angeben : ' 

Wir bentitzen dazu die obige Construction, indem wir statt a, b 
das Paar i,, w verwenden: i, u trifft die C° in v, i,v trifft sie in 0; 
zieht man daher von u an C* vier Tangenten, verbindet ihre Bertihrungs- 
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pankte ,, u., %,, &, mit ¢,, so erhalt man in diesen Verbindungs- 
linien die verlangten Tangenten der Enveloppe, sie schneiden die C* 
in vier Punkten v,, 0, v3, v,, deren gemeinschaftlicher Tbngential- 
punkt wv ist. 

l) Bestimmung des Beriihrungspunktes auf einer beliebigen Tangente 
ab der Enveloppe. Unter a,b irgend ein Paar verstanden, sei a’, b’ 
ein benachbartes Paar, d. h. aa’, bb’ unendlich klein; und ¢ sei der 
Schnittpunkt von aa’ bb’. Liegt ¢ nicht auf C%, was der allgemeine 
Fall ist, so miissen die Geraden ab’, a’b sich auf C® schneiden (4a). 
Die Grenzlage dieses Schnittpunktes ist offenbar der Punkt c, in welchem 
ab die C® trifft. Bezeichnet man mit y den Schnittpunkt von ab, ab’, 
so hat man den harmonischen Biischel ¢ (ab ey), folglich »y von ¢ durch 
a, 6 harmonisch getrennt. 

Liegt speciell ¢ auf C*, so ist dies bekanntlich auch mit 
dem Schnittpunkt von ab’, ab der Fall, und es bleibt Alles wie 
vorhin, 

Die Beriihrungspunkte der Doppeltangente i,uv sind, wie man 
sieht, durch i, und die harmonische Polare dieses Punktes von ein- 
ander harmonisch getrennt; die Beriihrungspunkte der Tangenten 


Uy My yyy ayy, Oy thy 


liegen auf der harmonischen Polaren von i,. 

Wenn a, 6 ein Paar im Systeme [a, 0], und § der Tangential- 
punkt von « ist, so wird C® von der Enveloppe in « beriihrt; denn 
« ist fiir das Paar a, B sich selbst harmonisch zugeordnet. Da es 
18 Punkte auf C* giebt, die mit ihren Tangentialpunkten gepaart 
sind, so beriihren sich C* und die Enveloppe in 18 Punkten, somit 
kann letztere von keiner niedrigeren als der 12’ Ordnung sein; 12 ist 
also ihre Ordnung. Sie schneidet z, B. die harmonische Polare von i, 
in 12 Punkten, von denen wir schon vier kennen, die Beriihrungs- 
punkte nimlich der durch ¢, gehenden einfachen Tangenten. Ich be- 
haupte, dass die fehlenden 8 Schnittpunkte durch vier Doppelpunkte 
der Enveloppe dargestellt werden: Denn es sei 6 einer der Schnitt- 
punkte, und es schneide die Tangente der Enveloppe fiir den Punkt 
6 die C® in den gepaarten Punkten p, g, ausserdem in s, wo dann 5, 6 
durch p, gq harmonisch getrennt sind. Projicirt man nun aus 7, die 
Punkte p, q, s nach p’, q’, s’ auf C%, so werden p’, q, s nicht nur 
in einer Geraden liegen, welche durch 6 geht, sondern es werden 
auch p’q gepaart, und durch 6, s’ harmonisch getrennt sein. Folglich 
beriihrt die Gerade p’q unsere Enveloppe im nimlichen Punkte 6, 
wie pq; beide Geraden sind mithin Tangenten im Doppelpunkte 6. 
In derselben Weise erkennt man die ferneren Schnittpunkte auf der 
harmonischen Polare von i, als Doppelpunkte; die Curve hat deren 
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somit 36, welche zu je 4 auf die 9 harmonischen Polaren der C® sich 
vertheilen. Noch besitzt sie 18 Spitzen, deren Aufsuchung dem ge- 
neigten Leser iiberlassen bleibe. 


14. 
Specialitéten der Ordnungscurve. 


Kine bekannte Specialitit ist die Cayley’sche Curve, eine andere, 
bisher nicht untersuchte Curve ist die Ordnungslinie J eines Inflexions- 
systems [7,,7%,]. Derselben sind alle Dreiecke abc umschrieben, deren 
KEcken Involutionsgruppen dritter Ordnung in dem genannten System 
sind, fiir welche wir den ktirzeren Ausdruck Inflexionstripel gebrauchen 
werden. Man kann ein solches Tripel abc dadurch erhalten, dass 
man die drei in einer Geraden liegenden Inflexionspunkte 7,, i,, %s, 
welche selbst eines bilden, aus irgend einem Punkte p, der C® auf 
die Curve projicirt. Heissen dann p,p, die Punkte, welche mit p, 
ein Tripel ausmachen, so hat man in (#,, i,, ¢,), (Py» Po» Ps), (a, B, c) 
drei connexe Tripel (8), und die sechs letztgenannten Punkte liegen 
in einem Kegelschnitte. Sie sind die Ecken eines Steiner’ schen 
Sechsecks, als dessen Fundamentalpunkte irgend zwei der genannten 
Wendepunkte genommen werden kénnen. Fiir die Kegelschnitte aber, 
denen alle diese Sechsecke eingeschrieben sind, ist, wie man leicht 
sieht, der gemeinschaftliche Punkt der drei harmonischen Polaren von 
i,, 4, %; der Pol der Geraden i, i,i,. Weiter erkennt man, dass diese 
Gerade von jenen Kegelschnitten in zwei festen Punkten 2, y ge- 
schnitten wird: 

Sind nimlich j,, j,, j, die 3 Punkte, welche von jedem Wende- 
punkte ¢ durch die beiden andern harmonisch getrennt werden, so dass 
ty) Ji3. 42> Jos 4g) Jy Avrei Paare einer Involution bilden, so hat man in 
den Doppelpunkten dieser Jnvolution x, y. Unter den Kegelschnitten, 
um die es sich hier handelt, befindet sich auch das Geradenpaar, 
welches die 2 >< 3 tibrigen Wendepunkte enthalt. Wiren daher 3,, 7,, i, 
reell, und somit xz, y imaginir, so muss dieses Geradenpaar aus 2 
imaginiren Geraden bestehen. Bei einer C* mit einem Doppelpunkte 
0 sind dx, dy die Tangenten in 4, und zugleich beriihren diese die 
fraglichen Kegelschnitte in x, y. 

Nimmt man statt p, einen Wendepunkt i,, so werden a, b, c 
drei neue Wendepunkte 7,, i,, i), die in einer Geraden liegen, Dann 
kann man die beiden zu i, gehérigen Tripelpunkte finden, indem man 
iz, ig, ty aus 7, auf die Curve projicirt; sie seien i,, ¢,. Hier sind 
nun die drei connexen Tripel auf drei Geraden vertheilt, von denen 
je zwei vollkommen bestimmt sind, wenn die dritte angenommen wird. 
Jede dieser Geraden ist eine dreifache Tangente der Curve J, die wie 
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im allgemeinen Fall 12'** Ordnung, sechster Classe ist; sie beriihrt 
die C* in 18 Punkten, welche eine eigenthiimliche Lage haben: 

Wir wissen bereits, dass sie zu je sechs auf drei Kegelschnitten 
sich befinden, und die Ecken Steiner’scher Sechsecke sind. 

Betrachten wir aber genau das Sechseck 0 1 2345 fiir die Fun- 
damentalpunkte i,, i,, so bemerken wir, dass die ‘angentialpunkte 
0 1' 2’ 3° 4 5’ wieder dasselbe Sechseck bilden. Zuniichst leuchtet ein, 
dass sowohl 0, 2, 4, als 1, 3, 5 ein Tripel darstellen, also muss der 


a 


— -—-—-—.@! 


er Ne ee i oe 


Tangentialpunkt von 0 entweder 2, oder 4 sein (i); er sei 2. Dann 
ist nothwendigerweise 4 der Tangentialpunkt von 2, weil 0 es nicht 
ist, und einer der beiden 0, 4 es sein muss; aus demselben Grunde 
hat 4 den Tangentialpunkt 0. Weil ferner i,0, i,2 die C® in 1,3 
treffen, so ist 3 Tangentialpunkt von 1, ebenso 5 von 3, 1 von 5. 
Die Dreiecke 024, 135 sind demnach der C* zugleich ein- und um- 
schrieben, und die Beriihrungspunkte ihrer Seiten fallen in die Ecken 
selbst. Ganz in derselben Weise sind diese Dreiecke der Curve J 
ein- und umschrieben. 

Hat C* einen conjugirten Punkt 0, so reducirt sich die Classe 
und Ordnung von J auf 4, respective 6; @ wird ein Doppelpunkt 
von J, und diese Curve hat hier dieselben (imaginiiren) Tangenten 
wie C%, ihre drei anderen Doppelpunkte fallen je einer auf die har- 
monischen Polaren der (reellen) Wendepunkte i,, i,, i,. Die Gerade 
i, i, 7, ist fiir J eine dreifache Tangente. J beriihrt die C* in 6 Punkten 
0, 1, 2, 3, 4, 5, welche in einem Kegelschnitt liegen, und ein Steiner’- 
sches Sechseck fiir irgend ein Paar Wendepunkte, etwa i,, i, bilden; 
die Dreiecke 024, 135 sind der C* zugleich ein- und umschrieben, 
und ausser ihnen giebt es keine derartige Dreiecke. 

Eine interessante Anwendung kann man hiervon auf die beriihmt 
gewordene Cykloide H mit 3 Spitzen machen. Ibre Polarfigur in Bezug 
auf den durch die Spitzen gehenden Kreis (0) ist eine C*, welche den 
Mittelpunkt 6 dieses Kreises zum conjugirten Punkte, und hier die 
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Verbindungslinien des 6 mit den unendlich fernen Kreispunkten zu 
Tangenten hat, Die Wendepunkte 7,, i,, i, liegen auf der unendlich 
fernen Geraden, und sind die Pole der Riickkehrtangenten von H. 
Dieser C* entspricht also eine Ordnungscurve J fiir das System [i,, i,], 
welche 4'*" Classe 6'* Ordnung ist, die unendlich ferne Gerade zur 
dreifachen Tangente, den Punkt d zum conjugirten Punkt, und hier 
die niimlichen Tangenten wie die C* hat. Sei jetzt J’ die Polarfigur 
von J in Bezug auf den Kreis 0, so hat J’ den Punkt 0 zum drei- 
fachen Punkte; ist 4'°* Ordnung 6' Classe, hat die unendlich ferne 
Gerade zur ideellen Doppeltangente, welche sie in den Kreispunkten 
beriihrt, sonst noch drei leicht aufzufindende Doppeltangenten. Durch 
Polarisation der fiir J geltenden Construction bekommt man: 

Schneidet man irgend zwei Riickkehrtangenten der H mit einer 
anderen Tangente, und zieht von den Schnittpunkten aus an H die 
beiden noch méglichen Tangenten, so treffen sich diese auf J’, etwa 
in ¢. (Beniitzt man in gleicher Weise die drei Riickkehrtangenten, so 
sind die drei Punkte ¢ der J’, welche man erhilt, die Ecken eines 
gleichseitigen Dreiecks.) 

Von ¢ aus lasst sich an H noch eine Tangente ziehen, diese und 
die Tangente der J’ im Punkte ¢ sind durch die beiden ersten Tangenten 
harmonisch getrennt. Die Curve J’ 
ist endlich selbst eine Cykloide, fiir a4 
welche der Kreis (6) Grundkreis und s 
deren Wiilzungskreis 3 des Radius 
von (6) hat. Liisst man die H, was 
méglich ist, durch denselben ef 
wungskreis erzeugen, so erhalt man 
beide Curven H, J’ gleichzeitig of 
schrieben; nur muss dabei der be- 


hel 
[lr 
schreibende Punkt von J’ in 6 sich AW 





befinden, wenn der die H beschrei- 
bende Punkt a, auf dem Kreise (0) 
liegt. Erwihnenswerth sind die met- 
rischen Relationen: 

Der Radius des Grundkreises (0) 
sei = 3, der des rollenden Kreises (m) also = 2. Die Dreiecke abc, 
«By, welche der H und J’ zu gleicher Zeit ein- und umschrieben 
sind, haben ihre Seiten — 3; die Seite ab trifft die H noch in y, die 
J’ in w, so dass ax=by=1. Der Punkt 2 liegt auf dem mit 
dm —=1 um 0 beschriebenen Kreise, und der Bogen mz betrigt =, 
des Kreisumfanges. Beschreibt man itiber da, = 2 als Durchmesser 
einen Kreis, so schneidet dieser die J’ in den Berihrungspunkten 
einer Doppeltangente, welche von 0 den Abstand < hat; die beiden 
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andern Doppeltangenten der J’ beriihren sie in 4 Punkten, welche 
mit d in einer Hyperbel liegen, die von dem eben genannten Kreise 
in ihrem Scheitel osculirt wird. 

Zusatz. Von Interesse diirften nachstehende aus unseren allgemeinen 
Siitzen fliessenden Besonderheiten sein: 

Auf der C*, welche die Polarfigur von H ist, befinden sich die 
zur Gruppe 7,, i,, 4, connexen Tripel auf Kreisen, deren Mittelpunkt 
6 ist. Ein solcher Kreis hat zur Polarfigur einen mit ihm concentrischen 
Kreis, daher dieser mit H sechs gemeinschaftliche Tangenten besitzt, 
die zu je drei zwei gleichseitige Dreiecke bilden. Die Ecken dieser 
Dreiecke liegen auf J’, die Fusspunkte ihrer Hoéhen, die sich in 0 
schneiden, auf einer der J’ aihnlichen halb so grossen Cykloide J”. 
Man gelangt ferner zu dem synthetisch leicht zu beweisenden Satze: 

»Projicirt man die Ecken der einem Kreise K eingeschriebenen 
reguliren Dreiecke abe rechtwinklig auf einen Durchmesser 00’ dieses 
Kreises nach a,b’, c’; zieht dann aus diesen Punkten zu Oa, 0b, Ve 
respective Parallelen, so liefern diese ein Dreiseit, das einer Cykloide 
H mit 3 Spitzen umschrieben, einer Cykloide J’ mit einem dreifachen 
Punkte einbeschrieben ist. Die Hihenfusspunkte des Dreiseits liegen 
auf einer der J’ dhnlichen Curve J”. Die reciproke Curve von J” ist 
C3, Polarfigur von H; die Reciproke von J ist die Fusspunktcurve jener 
mit J bezeichneten zu |i,, i,] gehdrigen Ordnungslinie fiir C%.“ 


15, 

Lehrsatz. Projicirt man alle Involutionsgruppen n*" Grades 
eines gegebenen Systems aus einem Punkte a der C*, so bilden die pro- 
jicirenden Linien eine Strahleninvolution i” Grades. 

Wir betrachten niher die Involutionsgruppen dritten Grades im 
System [i,, 7,] d. i. die Inflexionstripel: @ gehért einem einzigen Tripel 
an, b sei ein zweiter Punkt desselben, dann kann man mittels a, } 
jedes beliebige Tripel bilden. Man wihle nimlich 0 beliebig als ersten 
Punkt eines Steiner’schen Sechsecks fiir die Fundamentalpunkte a, b; 
von den iibrigen Ecken 1, 2, 3, 4, 5 gehéren 2, 4 zu 0, wahrend 
1, 3, 5 ebenfalls ein Tripel bilden. MHierbei schneiden sich nach 
unseren Siitzen 03, 25, 14 in dem Punkte c, der mit a, b ein Tripel 
ausmacht. Lassen wir jetzt den Punkt 0 die C* durchlaufen, so andern 
sich die drei Strahlen a0, a2, a4 dergestalt, dass sie alle auf C* 
denkbaren Tripel projiciren. Dabei bleibt c ein fester Punkt, aus 
welchem 0 nach 3, 2 nach 5, 4 nach 1 auf die C® projicirt sind. 

Nach einem von uns in einem friiheren Beitrage mitgetheilten 
Satze begegnen die Strahlen b1, b3, b5 respective der a4, a0, a2 
auf einem gewissen Kegelschnitte K, und bestimmen dort drei Punkte 
P, d, r einer Involution des dritten Gerades: K geht, wie man so- 
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gleich sieht, durch die Bertihrungspunkte der 4 von ¢ aus an die C? 
gezogenen Tangenten und beriihrt ca, cb in a,b. Zu seiner Con- 
struction bedarf es der C* nicht, es geniigen hiezu die beiden Geraden 
a0, b3, welche sich in g auf K treffen. Dreht sich nimlich um c 
eine Gerade, welche ag in 2, bq in y trifft, so schneiden sich ay, bz 
auf K etwa in z Die Tangente des K in 2 findet sich so: Man be- 
stimme auf xy den Punkt c’, welcher von ¢ durch x, y harmonisch 
getrennt ist, dann wird cz die verlangte Tangente sein. Beniitzt 
man zur Bestimmung erstens der Tangenten in p, g den Punkt 7’, der 
von ¢ durch 1, 4 harmonisch getrennt ist, zwei- 
tens der Tangenten in g,7r den Punkt p’, der 
auf 03, von e durch 0,3 harmonisch getrennt 
ist, drittens der Tangenten r, p den Punkt q’ 
auf 25, der durch 2, 5 von ¢ harmonisch ge- 
trennt ist; so erhilt man ein Dreieck p' q' 7’, 
dessen Seiten g'r’, rp’, p'q’ den K in p, q, r 
beriihren, und dessen Ecken auf den conischen 
Polaren von c in Bezug auf C® liegen. Hieraus 
folgt, dass das Dreieck pqr einem Kegelschnitt 
umschrieben ist, welcher als Polarfigur der co- 
nischen Polare von ec fiir die Basis K sich 
darstellt. : 

Wir haben mithin den Beweis geliefert, dass p, g, r die Schnitt- 
punkte der Strahlen a0, a2, a4 mit einem durch a gehenden Kegel- 
schnitt K eine Punktinvolution 3° Grades auf diesem K bilden, und 
zu gleicher Zeit die entsprechende Involutionscurve nachgewiesen. 


16. 


Besitzt die C* einen Doppelpunkt 8, so sind auf ihr die Invo- 
lutionen von einem héheren als dem 2°" Grade nicht mehr reell, wohl 
aber dann, wenn 0 ein conjugirter Punkt ist. Projicirt man in letzterem 
Falle die Involution me" Grades aus 0, so entsteht um @ eine Strahlen- 
involution, welche die beiden imaginiren Doppelpunktstangenten zu 
nfachen Strahlen hat. Sind insbesondere diese Doppelpunktstangenten 
nach den unendlich fernen Kreispunkten gerichtet, so theilen die pro- 
jicirenden Strahlen einer jeden Involution den Winkelraum um 0 in 
2n gleiche Theile. Hiernach sieht man auch das Gesetz ihrer An- 
ordnung, falls die Doppelpunktstangenten eine andere als die ange- 
gebene Richtung haben. 





17. 

Zum Schlusse wollen wir die Frage erledigen, welches die Enve- 
loppe aller Verbindungslinien von je zwei Punkten einer und derselben 
Gruppe eines Involutionssystems n‘" Grades ist? 
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Legen wir eine willkiirliche Gruppe abcde... zu Grunde, so 

entstehen durch Combination eines ihrer Punkte a mit dén iibrigen 
- n—1 : 

(nach dem Satze 7a) —{— verschiedene Systeme |[a, b], [a,c], [a, d] 
u. s. w., und nur diese, welchen Anfangspunkt man auch statt a 
wihlen mag. 

Ist a’ bcd’... eine andere Gruppe, so liefert diese die nimlichen 
Systeme, oder die Verbindungslinie irgend zweier Punkte tragt ein 
Paar aus einem der genannten Systeme. Die fragliche Enveloppe be- 


: n—1 ‘ter ° 
steht somit aus —.—- Curven 6' Classe 12' Ordnung. 


~ 


Von a aus gehen demnach an die Enveloppe 3(n — 1) Tangenten, 

5 ? 

es sind dies erstens die Geraden ab, ac, ad,..., zweitens fiir jedes 
der oben angefiihrten Systeme 4 Verbindungslinien gepaarter Punkte, 


n—1 


im Ganzen n — 1+ 4 —,— = 3(n —1) Tangenten. 


Zugleich ist ersichtlich, dass die Doppelstrahlen der Involution 
nee Grades, welche aus a das gegebene System projicirt, eben die 


zuletzt bezeichneten 4 "= Tangenten der Enveloppe sind. 


Nachtrag. 
l. 
Eindeutige Transformation einer C* in sich. 


Herr Em. Weyr hat neuerdings bemerkt, dass in einem System 
gepaarter Punkte [a, b] (v. Nr. 4) die allgemeine nicht centrische Trans- 
formation der C®* in sich vorliegt: Weist man nimlich b) =a’ dem 
Punkte a zu, sodann jedem Punkte x denjenigen x’, der mit a und 
dem Schnittpunkte von xa’ mit C* in einer Geraden liegt, so erhilt 
man diese Transformation. Ausser ihr existirt nur noch die centrisch 
involutorische, bei welcher die sich entsprechenden Punkte auf den 
Strahlen eines Biischels liegen, dessen Centrum 0 auf C® beliebig ist. 

Wir haben unter Nr. 4 gezeigt, dass die nichtcentrische Trans- 
formation dann und nur dann involutorisch ist, wenn a, a@ den naim- 
lichen Tangentialpunkt haben; wir werden jetzt angeben, welchen 
Charakter die Transformation hat, bei welcher 3 Punkte a, b, ¢ 
einer bestimmten Geraden ihre entsprechenden a’, b’, c’ wieder auf einer 
Geraden haben. 

Zunichst ist klar, dass dies bei einer centrischen Transformation 
dann und nur dann eintritt, wenn das Centrum ein Wendepunkt ist. 
Was die nicht centrische Transformation angeht, so sei i ein Wende- 
punkt. Um den entsprechenden Punkt 7¢ zu finden, schneide man die 
Curve mit ia’, ib’, ic in a, B, y, die in einer Geraden liegen wer- 
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den; dann miissen aa, 6B, cy durch 7 gehen. Daraus folgt; dass 
auch # ein Wendepunkt ist, und liegen nunmehr die entsprechenden 
von irgend 3 in gerader Linie befindlichen Punkte wieder in einer 
Geraden, also: bei einer linearen Transformation der C3 in sich ent- 
spricht entweder ein Wendepunkt sich selbst, wobei er das Centrum 
der Transformation wird, oder zwei Wendepunkte entsprechen einan- 
der, und bei einer andern eindeutigen Transformation fallen die Punkte, 
welche den einer Geraden angehérigen entsprechen, nicht auf eine 
Gerade. 

Kin brauchbares Beispiel einer eindeutigen Transformation ist 
dieses: Auf C® seien drei feste Punkte a, b, ¢ und ein variabler d 
angenommen un’ es werde dem d der Gegenpunkt d@ von abcd z- 
gewiesen. Wenn hier abc zu den Grundpunkten eines Biischels von 
(urven C® gehéren, so hat man in der Ebene eine Cremona’sche 
Transformation, bei welcher, wie leicht zu sehen, einer Geraden eine 
Curve 10'* Ordnung entspricht die in a, b, c 5-fache Punkte, in den 
andern 6 Grundpunkten des Biischels Doppelpunkte hat. 


II. 


Zusammenhang zwischen den einer C* ein- und umbeschriebenen 
m-Ecken P,, und gewissen Steiner’schen Polygonen #2... 


Unter P,, ist ein m-Eck zu verstehen, in welchem jede Ecke a 
die niachstfolgende b zum Tangentialpunkte hat, das mit P,, in inniger 
Beziehung stehende 3, werden wir als ein Steiner’ sches Kernpolygon 
(von 2m Seiten und n-Ecken) erkennen, fiir welches eine Ecke a des 
P,, und sein 2'* Tangentialpunkt b’ Fundamentalpunkte sind. Wire 
beispielsweise das Dreieck abb’ ein P,, d. h. a der Tangentialpunkt 
von b’, so gewahrt man, dass bei Annahme von a, b’ als Fundamen- 
talpunkten und indem man die Ecke 0 in a legt ein $8, resultirt, 
dessen Ecken 0,3 in a, 1,2inb, 4,5 in b’ zusammenfallen. Hieraus 
folgt dann, dass abb’ ein J, ist, dessen Existenz und Lage auf C* wir 
(Nr. 14) nachgewiesen haben. Es ist selbstverstiindlich, dass ein P, 
keinen Wendepunkt zur Ecke haben kann. 

a) Lehrsatz. Wenn a’, b’ Fundamentalpunkte eines Steiner’- 
schen Polygons sind, so sind auch irgend 2 Punkte a, b, welche in 
a, b’ ihre Tangentialpunkte haben, Fundamentalpunkte. Hiebei ist aber 
die Seitenzahl beider Polygone nicht nothwendig die niimliche. 

Beweis, 0 1'2'3'...2n’ =O sei ein Polygon zu den Funda- 
mentalpunkten a’, b', dabei 0° so gewahlt, dass von diesem Punkte 
eine reelle Tangente an C* mdglich ist; diese berihre in 0. Bildet 
man nun mit Benutzung von a, b als Fundamentalpunkten die Reihe 
0,1,2,3,...,2m, so hat diese ihre Tangentialpunkte in 0',1’,2',3',...,2m’. 
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Daher fallt 2 entweder auf 0, oder 2n-ist der Beriihrungspunkt 0, 
einer andern von 0’ an C* gehenden Tangente. Im letzten Falle bilde 
man wie oben die Reihe 0, 1, 2,...2n,, dann wird 2n, entweder 
auf 0 oder 0, oder auf den Beriihrungspunkt 0, einer dritten von 0’ 
an die Curve gezogenen Tangente fallen. Trifft letzteres ein, so bilde 
man wieder 0, 1,2,...2m,, so wird 2”, entweder mit einem der 
Punkte 0, 0,,0, oder mit dem Beriihrungspunkte 0, der einzigen noch 
moglichen Tangente von 0’ an C® coincidiren. Die Reihe 0,1,2,...2m, 
hat jetzt nothwendig ihren Endpunkt 2m, in einem der 4 Punkte 
0, 0,, 0,, 0,, folglich resultirt stets ein geschlossenes Polygon. Die 
Umkehr dieses Satzes wurde Nr. 2b gegeben. 

b) Benutzt man zwei Punkte a,b, welche nicht Fundamental- 
punkte sind, wie zwei solche, und bildet die Reihe 0, 1, 2, ... in 
inf. wobei der Nullpunkt a ist, so ergeben sich (nach Nr. 5) unends 
lich viele unter einander verschiedene Systeme [0, 2}, [0,4], [0,6],...,[0, v], 
von denen das erste mit [a, b] identisch ist: [a, 6] = [0, 2]. Die 
Tangentialpunkte der Reihe 0, 2, 4,..., sind mit ungeraden Zahlen 
bezeichnete Punkte und zwar der Reihe nach 1, 5, 9, ..., 2v+1. 

‘ Weil nimlich die Gerade (0, »-+ 1) durch » 

A geht, so thut dies auch nach Nr. 2 die Ge- 

rade (v,2v-+ 1), folglich ist 2v-+ 1 Tan- 

gentialpunkt von v. Verfihrt man jetzt fiir 

die Tangentialpunkte von a, b die a’, b’ sein 

mégen, ebenso wie fiir a, b geschehen, so er- 

/ halt man eine Reihe 0’, 1’, 2’,..., »’, die aus 

den Tangentialpunkten der ersten Reihe be- 

steht, d. h. die Punkte 0, 2’ 4,..., »’ coincidiren mit 1a’, 5,9,.. 

..2v-+ 1. Weil nun die Geraden (0, 4) durck 5, (0, 8) durch 9, 

(0, 2v) durch 2v + 1 gehen, so hat man durch Projection der Punkte- 
paare 0,4; 0,8; 0,2»-+ 1 aus 9 auf die Curve: 


[O, 2'] = 0, 4], [O, «j= [0, 8], [0,, v'| = [0, 2+ 1}. 
Sind a’ b” die Tangentialpunkte von a’ b’, und liefern sie die Reihe 
0”, 1", 2”,..., ”", so bekommt man 

[0”, 2°] = [07 4] = [0, 23] u. s. w. 
Fiir a” b’” ergiebt sich: 
[0”, 2”| = [0", 4")= (9, 8) (0, 2") 
u, s. f. 


4 


Da aber 


[a, b] = (0, 2[, [a’, b'] = [0,7 2'], [a’, b'] = [0", 2’, 
so hat man: 


[a’, b’] = [0, 2°], [a”, b’] = [0, 25), [a’””, b”] = [0, 24] us. w. 
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Erstens: Wenn, wie vorausgesetzt, a, b nicht Fundamentalpunkte 
sind, so kénnen es nach unserm Satze auch a@) b@ nicht sein, und 
alle Systeme [a , b@] sind von einander verschieden. 

Zweitens: Sind dagegen a, b Fundamentalpunkte eines 2n-Seits, 
so sind es auch die Tangentialpunkte a™ b) von irgend einem Grade z. 
Fiir gewisse Werthe von 2, y wird sein 


[O, 27] = [0,2] und [0, »] = [0, 2n — 2], 
nimlich fiir diejenigen Werthe x, y, welche den Congruenzen 
2= = 2 (mod. 2n), 2¥ = — 2 (mod. 2n) 


geniigen. Ergiebt sich 2, als kleinster Werth, der irgend einer diame 
Congruenzen geniigt, so ist das System [a*—', b*-'] mit [a, b] iden- 
tisch, wihrend alle ihm voraufgehenden Systeme von Tangential- 
punktenpaaren unter sich und von [a,b] verschieden sind. Wegen 
der 2'" Congruenz verweisen wir auf Nr. 5, wo hervorgehoben wurde, 
dass 6 die Nummer 2n — 2 erhiilt, d. i. [a, b] = (0, 2n — 2]. 

Drittens: Aus dem Gesagten erhellt, dass wenn man von einem 
Punkte 0 der C* ausgehend seinen Tangentialpunkt 1 bestimmt, von 
diesem wieder, u. s. f., man eine unendliche Reihe bekommt, welche 
sich nie schliesst, wenn nicht 0, 1 Fundamentalpunkte eines Steiner’- 
schen Polygons sind. Wenn die Reihe sich schliesst, so miissen dem- 
nach 0, 1 Fundamentalpunkte sein. Wir zeigen jetzt, dass auch um- 
gekehrt, wenn 0, 1 Fundamentalpunkte sind, die Reihe der Tangential- 
punkte sich schliesst. 

c) Wenn 0b der Tangentialpunkt von a ist und a, b ein Steiner’- 
sches 2m-Seit (m ungerade) zulassen, und man bildet die Reihe 
a, b, b', b” ... in der jeder Punkt Tangentialpunkt des vorangehenden 
ist, so kommt man in ihr auf den Anfangspunkt a zuriick. 


Beweis. Da a,b’ mittels des Punktes b aus a, b abgeleitet sind, 
so ist : 


[a, b| =[a, 5}. 

Bildet man das Kernpolygon 2, fiir die Fundamentalpunkte a, b’ 
d. h. wihlt man a zum Nullpunkte, so erkennt man, dass dies eins 
der friiher betrachteten Polygone ist, in welchem auf jede paare Ecke 
eine unpaare fallt. Die » differenten Ecken, wo dies stattfindet, haben 
also die Higenschaft, dass ihre Tangentialpunkte in einer andern Ord- 
nung wieder die nimlichen Punkte sind. 

Die Reihe ab b’ b”... enthalt somit nur Eckpunkte des Kern- 
polygons, und es muss ein schon dagewesener Punkt wiederkehren. 
Wire der zuerst wiederkehrende Punkt einer der b, so wiirde er Tan- 
gentialpunkt fiir zwei verschiedene Ecken des Kernpolygons sein, was 
bei ungeradem  gemiiss Nr. 6 nicht angeht; daher kommt zuerst a 
wieder, Es entsteht ein Polygon P,,; die Anzahl m seiner Ecken muss 

3* 
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ein Vielfaches der Zahl 2 sein, welche angiebt, wie viel verschiedene 
Systeme sich unter den [a,b], [b, b’], [0b] finden. Diese Anzahl 
ist aber nach b) die kleinste Lésung der Congruenz 
2 = + 1 (mod. n). 

Aus der Construction von $:, erhellt, dass jede der m Ecken eine 
paare und unpaare Nummer hat, und zwar wird, wenn v eine gerade 
Zahl <2n bezeichnet, die Ecke v auch die unpaare Nummer 2n-+-3—v 
bekommen, Aber es kann dieselbe Ecke durch- jede positive oder 
negative Zahl bezeichnet werden, welche von v um ein Vielfaches von 
2mm verschieden ist, die zugehérige unpaare Nummer 4 hat nur der 
Bedingung v + 4 = 3 mod. 2n zu geniigen. Nach dieser Bemerkung 
ist es leicht, eine Formel fiir die Nummer des uw‘ Tangentialpunktes 
von a aufzustellen. 

Der erste Tangentialpunkt von a hat, wie man sieht, die paare 
Nummer + 2, mithin der 2", 2.2+1 oder 3— (2.241) di. 
2—2*. Die unpaare Nummer des 3'" ist 2(2 — 2?)+ 1, folglich 
seine paare Nummer: 3 — 2(2 — 2?) — 1 = 2 — 2? — 2°. Der ut 
hat somit die paare Nummer: 

aw nd 
3 
Ist m der kleinste Exponent, bei welchem (— 2)" — 1 durch 3 . n theil- 
bar ist, so hat die Reihe abb’'b” ... m Glieder, und dieser Exponent 
giebt die Eckenzahl von P,, an. Sie liegen alle in den Ecken von 2,. 

Ehe wir die etwas entwickelte Frage beantworten, unter welchen 
Umstiinden das sich ergebende P,, alle Ecken des $8:, hat, wollen wir 
von einem P,, ausgehen, und das zugehérige }S:, ermitteln. 

d) Seien abb’ drei aufeinanderfolgende Ecken von P,,; a, b’ sind, 
wie gezeigt wurde, Fundamentalpunkte eines [2,, unter dessen n-Ecken 


: hedge ; x eae _~2)™_4 
sich die simmtlichen des P,, befinden. Mithin muss ( 4 durch 


« 


x theilbar sein und m ist der kleinste Exponent, fiir den dies stattfindet. 


‘ 3 . = 2)" = : 
Folglich ist die Zahl x unter den Factoren von 3 3 und jeder 
Factor f dieser Zahl, zu welchem m als kleinster Exponent gehdrt, 
liefert ein $8:;, in welehem irgend ein P,, liegt. Jedoch lisst sich 
nicht entscheiden, welcher dieser Factoren (wenn es mehr als einen 
solchen giebt) fiir das eben vorliegende P,, zu nehmen ist. Immerhin 


kann man sagen, dass zu den Fundamentalpunkten a, b’ ein 


_(—2)""—-1 
3 
gehért, wenn man hinzufiigt, dass dieses Polygon auch aus einigen 
sich tiberdeckenden 2; bestehen kann. Es entsteht nun die Frage, 
ob, wenn man drei andere consecutive Ecken von P,, statt a b VU’, 


etwa «6 f’ nimmt, ein Kernpolygon von derselben Seitenzahl sich er- 
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giebt, oder nicht? Sei « der we Tangentialpunkt von a, denn haben 
wir nach der Entwicklung unter, b): 


[a, B] = [0, 2et), 

worunter 2+! die mit dieser Nummer versehene Ecke in dem zu a, b’ 
gehérigen Kernpolygon $e. zu verstehen ist. Weil 2+! relativ prim 
zu x ist, so folgt nach Nr. 9, dass 0, 2+! Fundamentalpunkte eines 
Pex sind, ein Gleiches gilt somit von a, 8; ebenso von a, #. Ferner 
sieht man, dass das zu a, B’ gehérige 2, keine andern Ecken hat, 
als das zu a, b’ gehorige Pox. 

e) Wenn kann ein aus einem gegebenen Y2, abgeleitetes P,, existiren? 
Wir heben die an sich bemerkenswerthen Fille hervor, wo ein P, 
nicht auftritt; wo das abgeleitete P,, weniger als » Ecken hat, 

Lehrsatz. Wenn n von der Form 6k +1 ist, so kommt unter 
den Ecken von Bo, ein Wendepunkt vor, und nur in diesem Falle. 

Beweis. Die n Ecken des $:, seien mit den Zahlen < 2n be- 
zeichnet, v sei eine gerade Zahl < n. Der Tangentialpunkt von v hat 
die unpaare Nummer 2v + 1, also die paare 

2n +3 — (2v + 1) = 2n — 2v+4+ 2; 
dies wird = v, wenn: 
y = ; (n+ 1). 
Im Falle » = 6k — 1 ist somit die Ecke 4% ein Wendepunkt. Setzen 
wir vy > ” voraus, so wird der Tangentialpunkt 2v + 1 — 2n sein, 
weil 2v + 1 > 2n, seine paare Nummer ist: 
2n +3 — (2v + 1 — 2n) = 4n — 2v + 2, 


und dies wird »v fiir: 
9 
vs (2m + 1). 


Im Falle n = 6k + 1 ist mithin die Ecke 2(4k + 1) ein Wendepunkt. 

Ist n nicht durch 3 theilbar, so kann das abgeleitete P,, nicht alle 
n Ecken von Yo, haben, oder m <n. 

f) Lehrsatz. Ist n =3*, so enthdlt P, alle Ecken des Boe, 
d. 4. m = 3¢, 

Beweis. 2 ist wie leicht zu zeigen, primitive Wurzel jeder Potenz 
von 3; folglich ist 2 . 3¢ der kleinste Werth von a, fiir den 2* — 1 durch 
3. 3° aufgeht. Und hieraus folgt, dass 3¢ der kleinste Exponent ist, 
fiir welchen (— 2)°*— 1 durch 3 . 3¢ theilbar wird. Es ist also m—=3*. 

g) Lehrsatz. Ist n = 3¢- p, und p=6k+1(k> 0), so enthalt 
Pon alle Ecken mindestens eines P.«, wihrend P,, keine dieser Ecken 
besitzt. 

Beweis. w, w seien die paaren Nummern einer Ecke w von Pz, 
und ihres Tangentialpunktes. Auf die Gerade (0, uw) fallt noch die 
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Ecke w + 1; alsdann liegt auf der Geraden (u-+ 1, w’) noch eine 
paare Ecke v, gemiiss Nr. 6b bestimmt durch 
yvoutli—w—l—=u—y. 

Da aber 


=3 — (24+ 1) = 2 — 2u (mod. 2n), 
so folgt, 


uw — w = 3u — 2(mod. 2n). 
Demnach enthilt « — w’ den Factor 3 nicht. Weil ferner die Punkte 
0, v aus dem Punkte w + 1 sich nach uw, w’ projiciren, so sind p, pw’ 
Fundamentalpunkte eines Steiner’schen Polygons, das mit dem zu 
0, gehdrigen einerlei Seitenzahl hat. Ware v durch p theilbar, wo 
dann p grésster Theiler von v, m wire, so miisste nach Nr. 9 dieses 
Polygon die Seitenzahl 2 . 3* haben. 
Setzen wir daher 


i os e— ew =3e—2=2p, 
so ergiebt sich 


u=—(p+)), 


wodurch w bestimmt ist, falls p= 6h — 1. 
Bei p = 64 + 1 setze man: 


du —2—4p; w= >= (2p+ 1). 


Unter allen Umstiinden lisst sich somit eine Ecke w auffinden, die 
mit ihrem Tangentialpunkte zu einem Steiner’schen Polygon von 
2. 3* gehért. Gleiches gilt dann fiir » und uw” dem Tangentialpunkte 
von mw’, weil diese Punkte die Projectionen von ww’, aus uw’ darstellen. 
Das zu wu, wu” gehdrige Kernpolygon [P23« liefert nach f) ein P,« mit der 
Anfangsecke mu, und dessen fernere Ecken simmtlich Ecken von $2, sind. 

Nun ist es nicht méglich, dass die eben bestimmte Ecke w von Po, 
dem aus [:, ableitbaren P,, angehért. Denn wire mw etwa der u'* 
Tangentialpunkt von a, oder 


= 


9 (—2*-1 
2 3 


so folgt: 
_. w =(— 2)et1, 
(was iibrigens auch aus der unter b) abgeleiteten Formel 


[u, #] = [0, 20+] 
hervorgeht). 


Unter dieser Voraussetzung kann w — w’ den Factor p nicht ent- 
halten. Wenn hiernach die nach der Formel 3u — 2—2p oder 
3u — 2 =— 4p bestimmte Ecke w nicht unter den Ecken von P,, vor- 
kommt, so kann unter diesen auch keine andere Ecke des von uw aus- 
gehenden P,« sein. Hier ist wieder 


mon. 
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Aus dem Vorstehenden ist zu ersehen, dass, wenn man von einem 
P,, ausgehend findet, dass in dem zugehérigen P2, m von 3*% ver- 
schieden ist, auch » > m sein muss; und dass nur, wenn » = 3%, alle 
Ecken beider Polygone zusammenfallen; d. h. dass dann immer m = 3+. 
Somit muss, damit dies tiberhaupt eintreten kénne, m = 3¢ sein. Man 
darf indess nicht schliessen, dass, wenn m = 3* angenommen wird, 
nun auch n = 3¢ resultiren miisse. Es bestehen z. B. die 19 Ecken 
eines $,, aus einem Wendepunkte und den Ecken zweier P,; wiirde 
man von einem dieser P, ausgehen, so finde man als zugehdriges Po, 
ein ‘$2.19, und nicht ein Poo. 

h) Lehrsatz. Ein Polygon P,«, welches die simmtlichen Ecken 
des zugehérigen Yos;« hat, besitzt die charakteristische Higenschaft, 
dass seine Ecken sich zu je 3 im 3¢—' Inflexionstripel gruppiren, von 
denen jedes aus den Tangentialpunkten eines andern besteht. 

Beweis. Um ein solches P,« zu erhalten, seien a, b Fundamen- 
talpunkte eines Steiner’schen Polygons von 2. 3¢ Seiten, und zwar 
b Tangentialpunkt von a, (berechtigt ist diese Annahme nach Nr. 13, h), 
b’ sei Tangentialpunkt von b, daher gehért zu a, b’ als Fundamental- 
punkten ein Kernpolygon ‘S2s«, und die Polygone P,«, P2;« haben 
die niimlichen 3¢-Ecken abb'b” u., s. f. 

Werden die Ecken des $Yos« durch Zahlen < 2. 3 bezeichnet, 
so dass also a die Nummern 0 und 3, b die 1 und 2, Db’ die 2n—-2 
und 5, 6” 2n—3 und 6 u. s. w. hat, so wird jede gerade Zahl 
v <2. 3 eine Ecke markiren, welche auch 2. 3* + 3 — v heisst. 

Weil 2 primitive Wurzel von 3¢ ist, so ergiebt sich wie oben. 
dass 3¢-' der kleinste Werth von x ist, der 


2* + 1 = 0 (mod. 3*) 
geniigt, niimlich es wird 


23°! — — 1 (mod. 3*). 


Heisst a, die Ecke, welche der 3¢—'te Tangentialpunkt von a ist, b 
1 ’ 5 ee | 
ihr Tangentialpunkt, so hat man nach ec): 


[a, , b,] = [a, 6). 


wihrend alle vorangehenden Systeme von Punkt und Tangentialpunkt 
von einander und von [a, b] verschieden sind. 

Demzufolge miissen sich entweder die Geraden aa,, bb,, oder 
aber ab,, a,b auf C® schneiden und es wird dieser Schnittpunkt eine 
Ecke von $f23¢ sein (Nr. 6). Die erstgenannten Geraden kénnen sich 
nicht auf C* schneiden, denn dann miisste ihr Schnittpunkt ein Wende- 
punkt sein, und ein solcher kommt unter den Ecken von $2.9¢ nicht 
vor (e). Mithin treffen ab,, a,b in einer Ecke etwa a, zusammen. 
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Nimmt man jetzt b, b, als Fundamentalpunkte an und wihlt a 

zum Nullpunkte, so fallt 1 in a; 2 in a,; 3 in a,; 4 ebenfalls in a,; 

5in a,; 6ina=0.; d.h. die Punkte 

@ @, @ reprisentiren die 6 Ecken 

eines Steiner’schen Sechsseits. Mit- 

hin ist a a, a, ein Inflexionstripel und 

es liegen die Tangentialpunkte von 

@ a, a auf den Seiten des Dreiecks 

@ a, @. Wenn daher b, die noch 

auf aa, liegende Ecke von }23« heisst, so muss b, Tangentialpunkt 
von @, sein. 

Wir sehen weiter, dass 

[a,, b.] = [a,, b,] = [a, 9}. 
Nach c) kénnen unter den Systemen, in welchen jede Ecke mit ihrem 
Tangentialpunkt gepaart auftritt, nur 2 vorkommen, welche identisch 
mit [a,b] sind; das eine enthalt den 3¢-' ten und (3*-'+-1)ten Tangential- 
punkt von a, das zweite den 2 . 3¢—"ten und (2 . 3*-!+-1)ten'l'angential- 
punkt von a. Der mit a, bezeichnete Punkt muss hiernach der 2.3*~' te 
Tangentialpunkt von a sein. 

Die Verkniipfung der 4 Systeme besteht darin, dass aa,a,, bb,b, 
Inflexionstripel, und dass alle 6 Punkte Ecken eines Steiner’- 
schen 6-Ecks, fiir welches die Fundamentalpunkte aa,, sind, und a, 
Nullpunkt. 

Geht man von der Gruppe aa,a, aus, nimmt von diesen die 
Tangentialpunkte, von dieser wieder u. s. f., so bildet man so lange 
immer neue Tripel, als nicht einer der aus a abgeleiteten Tangential- 
punkte in die urspriingliche Gruppe aa, a, fallt, von da ab aber, wo 
dies zum erstenmale geschieht, kehren die erhaltenen Tripel in der- 
selben Ordnung wieder. In der Reihe der consecutiven Tangential- 
punkte von a stellt sich zuerst a, der 3°"'te ein, folglich entstehen 
3¢—! verschiedene Tripel, auf welche simmtliche 3¢ Ecken von P,« ver- 
theilt sind. 

Es ist nicht ohne Interesse, die Zahlen < 2. 3* zu bestimmen, 
welche den Ecken a, b, a, b, zukommen. 

Die Formel, welche bis auf ein Vielfaches von 2 .3* die paare 
Nummer von a, giebt, ist nach Friiherem: 


ye—1 


_ 9% 


= 
-i ee 2 
3 3 


Ferner ist 
9Q3e—1 € 
ge + lag. 3, 
wo qg eine ganze Zahl, und wie leicht zu zeigen von der Form 


3k + 1 ist. 
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Steiner’sche Polygone auf C°, 


Somit ist 
2-14 1 =k, 3¢4 3e-1 
und folglich: 
g 2+! — 9 3x4 (mod. 2.34), 

Die paare Nummer von a, ist hiernach 2.3°"=a, u. 4.3¢1+1=—),. 
a, erhilt als Schnittpunkt der Geraden (a,4.3¢—! +1) mit Cdie Nummer 
4. 3¢-! a= 24, = ay. 

Als paare Nummern von b,, b, findet man sofort 
b =a, +2, b=—2a,4+2. 

i) Die Polygone P,«, welche dieselben Ecken wie das zugehérige 
Pen haben, besitzen in Folge hiervon alle Eigenschaften der in Nr. 2c 
und Nr. 6 behandelten Polygone, z. B. die, dass auf der Verbin- 
dungslinie zweier Ecken noch eine dritte liegt. Umgekehrt, wenn ein 
P,, vorliegt der Art, dass auf die Geraden, welche eine Ecke a mit 
allen andern verbinden, stets eine neue Hecke fallt, so muss m eine 
Potenz von 3 sein, und P,« gehért nothwendig in die Kategorie der 
speciellen P,«. Denn was fiir die durch a nach den Ecken gehenden 
Geraden gilt, muss auch fiir die vom Tangentialpunkte von a nach 
diesen Ecken gehenden Geraden stattfinden. Dann aber sind a, b 
Fundamentalpunkte eines Steiner’schen Polygons von 2m Seiten, 
dessen Ecken die doppelt geziihlten Ecken von P,, werden; und a ist 
mit dem Tangentialpunkte b’ von b Fundamentalpunkt eines Kern- 


polygons 2m, dessen m Ecken mit denen von P,, coincidiren, also 
Mm = 3«*), 


Prag, im December 1883 


*) In Ergiinzung der auf pag. 1 gegebenen Bemerkung sei hier noch auf 
eine neuere Mittheilung von Hrn. Schoute verwiesen, in welcher derselbe die 
Resultate des Hrn. Kiipper von seinem Standpunkte aus erliutert (Journal fiir 
reine und angewandte Mathematik, Bd. 95, pag. 317ff.). 

[Mai 1884]. D. Red. 





Ueber Multiplication bedingt convergenter Reihen. 
Von 


A. Voss in Dresden. 


Im XXI. Bande dieser Annalen hat Herr Pringsheim eine Reihe 
von Untersuchungen iiber die Anwendungen der Cauchy’schen Multi- 
plicationsregel auf bedingt convergente Reihen angestellt. Insbesondere 
wird p. 340 u. ff. ausfthrlicher der Fall erértert, wo die eine Reihe 
wu; in der Form: 


1 


22) 
1 
sat 2 (t; + ei41) 
0 


unbedingt convergirt, indem die nothwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen zur Anwendung der Cauchy’schen Regel ermittelt, und 
zugleich hinreichende Criterien von geniigend allgemeinem Charakter 
fiir das Erfiilltsein dieser Bedingungen aufgestellt werden. 


Es ist aber leicht, zu zeigen, dass auch der allgemeinere Fall, wo 
die Reihe: 


Pp 


A = >a 


0 
in der Form 


(49+ 4) + (4,443) + +> 
unbedingt convergirt, welcher den Ausgangspunkt bei Hrn. Prings- 
heim bildet, eine athnliche Behandlung gestattet. 
Die beiden Reihen 


_ 
rs wong * 


seien bedingt convergent, so dass, wenn man mit G eine endliche 
(positive) Zahl, mit 0 eine beliebig kleine bezeichnet, die Bedingungen 
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Multiplication bedingt convergenter Reihen. 
n 
eel<2 @, | > 
m-+-1 
Sa]<o, [Sale 
0 | im 1 
fiir ein geniigend grosses m und alle grésseren erfiillt sind; ferner 


mége die Reihe 
> | git Asi+1 
0 


convergiren. Nach der Cauchy’schen Regel werde nun die neue Reihe: 


C = Uj 
0 


m 


SSE 


gebildet, wo 


Um = > } a Dna . 
0 


Bezeichnet man mit C;,, A,, B, die Summen der Terme der ent- 
sprechenden Reihen bis zu den betreffenden Indices, so ist 


(1) Con —_ A,B, os {a (ban + Don—1 + nis + Dn+-t) 
a; (ban—1 + +++ On41) 


Gn—1(Dn41)} 
+ {by (dan + dana + + ++ + angs) 
b, (@an—1 ++ +++ Gut) 


hes ( Gn+1) } , 


Den ersten Theil des Ausdruckes rechts in (1) schreibe man in der 
Form: 


(@y + ay) (Dont + + ++ + Onys) + ag ben 
+ (Gy + dg) (Dan—s + - - + + Days) + a Dons 
+ (a, + ds) (Din—s +. =e -{- Dn+1) + a, Don—4 
y Tega ae ar 


Der Betrag der ersten Colonne ist selbst dann noch beliebig klein, 


wenn alle eingeklammerten Terme durch ihre Betrage ersetzt werden, 
da bei hinreichend grossem n die Betrige 


[Pane + + Duta, kZn—1 


es sind. Den zweiten Theil von (1) schreibe man in der Gestalt: 
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(by + 5, + +++ + Dat) (don + +++ + Gays) 
— dan (by +++ + das) 
— Gan—1(b, + - - + + Dy-1) 


— An+2 (by—1) . 


Auch hier ist der erste Theil von beliebig kleinem Betrage, und der 
zweite kann in der Form: 


— Gn (bo + b, i + Dn~1) + dandy 
7 (Gen—2 + @en—t) (b, + hil + by—-1) -- dan—2b, 
— (dons + Gan-s) (Dy + + + + + Dn-1) + ona, 


geschrieben werden. Da nun alle Summen |}, + - - +--+ b,-1| endlich 
sind, so ist wiederum der Betrag der ersten Colonne beliebig klein. 
Die nothwendige und hinreichende Bedingung fiir: 
lim | Con <a A, B,| = (0) 
ist daher: 
O = lim |ay ben + @Don—2 + - + + + Gon-2b, + dandg| 
oder, wenn man den hierdurch eingefiihrten Ausdruck mit v2, be- 
zeichnet : 
(2) lim |v2,/ = 0. 
Wird ferner: 
W2n = a; ban—1 + sz ban—s +--+ don—10, 
gesetzt, so folgt aus der nothwendigen Bedingung 
lim | ve,| = 0 
wegen 
Wen = U2n — Van, | We »| < | tte n | + |V2n| 
(3) lim |_| = 0 
und umgekehrt wird auch |we,| mit |v2,| und | we,| beliebig klein. 
Endlich aber ist 


Uant1 = (dy + a) (benti + Dan) — V2n — Wente 

+ (a, + as) (ban—1 ++ Den—z) 

4... 
Demnach ist auch die Bedingung lim | 2,4: | = 0 erfiillt, sobald die 
Bedingungen (2) und (3) gelten, da die erste Colonne hier wieder 
beliebig klein ist. Und so hat man den Satz: 

Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Anwend- 

barkeit der Cauchy’ schen Regel sind die Bedingungen (2) und (3). 
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Dieselben lassen sich, so lange keine weiteren Voraussetzungen 
eingefiihrt werden, weder auf einander zuriickfiihren noch durch andere 
weniger allgemeine ersetzen; sie sagen aus, dass in den beiden nach 
der Cauchy’ schen Regel formal gebildeten Producten der Reihen: 


> an > ben und Vanes > brett 


die Terme mit wachsendem Index gegen Null convergiren miissen. Ich 
erwihne noch einige specielle Folgerungen. 
1) Wird vorausgesetzt, dass auch die Reihe 


>, | ben + Dans | 
0 


convergut, so setze man 


tan —= 4; (bout + Dons) — (4 + 4p) Das + Vans 
+ a3(ben-s ++ Dan—s) — (@q - Gy) Dans 
he wns ahaha 


und aus dieser Zerlegung sieht man, dass nunmehr |tw:,| und |v2,—9| 
gleichzeitig beliebig klein werden. Daher ist die nur von den a und 


b mit geradem Index abhiingende Bedingung (2) nothwendig und hin- 
reichend. 


Obwohl nun |a,| mit |v.,| allein schon gegen Null convergirt, 
so kann man doch nicht umgekehrt das Criterium in der Form 


(4) lim | u%,| == 0 
aussprechen. Denn es ist: 

Uzn = Van + Von—2 + ay (Den—1 + Den—2) _ bens (a, + dy) 
++ as (bens + ben) ve Don—4 (Q + as) 
ene om tee 

so dass durch die Bedingung (4) hier nur ausgedriickt wird, dass 
lim | V2, + Vente | = 0. 


Da man insbesondere a; = 6; setzen kann, so folgt noch: 


Damit die Reihe A mit sich selbst nach der Cauchy’ schen Regel 
multiplicirbar sei, muss 


lim | @2n + @yGan—2 + +++ + dond)| = 0 
sein. Als einfaches Beispiel diene die Reihe: 


1 1 1 1 1 
ain Ti ea ia.* t weer" * 


welche in der vorausgesetzten Form convergirt, sobald die Betrige der 
¢ unter einer endlichen Grenze liegen und keiner der Nenner ver- 
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schwindet. Die soeben angegebene Bedingung ist hier zufolge bekannter 
Kigenschaften der harmonischen Reihe erfiillt.*) 


2) Wird dagegen vorausgesetzt, dass die Reihe B in der Form: 
by| +>) [ats + Ban | 


unbedingt convergirt, so hat man: 


Yen = Ay(Dan + Don—1) — Doni (ay + @,) + 2Wen 
+ a.(Dan—2 + Dons) — Don—s(@_ + as) 
se. oy 
In diesem Falle ist also die hinreichende und nothwendige Bedingung 
durch (4) gegeben. 
3) Man hat allgemein 


V2n + Wen = Un = iy (ben — Den-1) + (a + @;)ban—1 
+ ay (ben—2— bana) + (ay + 45) Dans 
a or oa ee. 


mithin wird wu, stets beliebig klein, wenn die Reihe 


> bx — dae-s| 


convergirt. Auch hier erhalt man als einzige Bedingung (2) oder (3). 
Diese Bemerkung, die insbesondere giiltig ist, wenn box, = bo, ist, 
fiihrt zu folgender Behauptung. 
Damit die convergente Reihe B sich in der Gestalt :**) 
by t S ,. @ b b b 
Set tsetse sTtset+st: 


nach der Cauchy’ schen Regel mit A multipliciren lasse, muss 
lim | by dan + BD, dan-2 + bydon-4 + ++ - | =O 
sein. 

4) Indem ich riicksichtlich der Ableitung von hinreichenden Be- 
dingungen der Convergenz auf die Pringsheim’sche Arbeit verweise, 
will ich imsAnschluss an die vorige Nr. nur den etwas allgemeineren 
Fall, wo die Reihe B so convergirt, dass die Reihe der 6 mit geradem 
Index (also auch die der b mit ungeradem) convergirt, anfiihren. 

Zerlegt man namlich: 

Ven = Ay ben + Ay ben—s -+ Gy bona + ple dies 
+ by don + by Gen-2 + b, Dona + ih ae 
in der hiermit angedeuteten Weise in zwei Theile 
22 = Von + Von 


*) Vgl. die Bemerkung von Hrn. Pringsheim iiber (log 2)*, a, a, O., 8. 358. 


**) Der Symmetrie wegen ist = by an Stelle von by gesetzt. 
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so dass im ersten die Indices der a <m sind, so folgt: 


Vin = Ay(Dan + Don—2 + Dona + + + +) 
+ (a, — y)(Den—2 + Dona + - + +) 
+ (a, — dt) (ban—4 +...) 


Dieser Theil wird beliebig klein, wenn 


(5) ; by |don — Gen+| 


convergirt. Dasselbe gilt dann auch fiir vz,. 
Nach demselben Verfahren findet man als ausreichende Bedingung 
fiir lim |ew2,|—=0 die der Convergenz der Reihe: 


a, — a3| + |as —a,|+--- 


Nun ist aber: 

2p—1 — Aongi = (Gox—1+ Gen—2) — (Gon Genz1) + (@2~— Geis), 
also 

| @gx—-1— Gonzi] < | dex—1+ Gox—2| + | 22+ Gonzi| + |a2%— Geral, 
womit gezeigt ist, dass unter den genannten Bedingungen die unter 


(5) ausgesprochene Bedingung ein hinreichendes Criterium der Con- 
vergenz liefert. 


Dresden, 8. December 1883. 











Ueber parallel geordnete Orthogonalsy$teme. 
Von 


A. Voss in Dresden. 


Bekanntlich hat das System der  Gleichungen: 


(1) >, din te = 2a, t—=m1,2,...,% 

in denen die a;, reell und gleich den a,; vorausgesetzt werden, die 
Eigenschaft, dass die zugehérige Gleichung n. Grades 

(2) |aiuze— A4| = 0 

m reelle Wurzeln besitzt, und dass die » Fortschreitungsrichtungen, 
welche durch die der Wurzel 4,, 1 =1,2,..., entsprechenden Ver- 
hiltnisse der 2; %, ...2,; bestimmt sind, auf einander senkrecht 
stehen, so dass: 


(3) eu Lim = 0, l 2 m. 

Es werde nun umgekehrt angenommen, dass die Bedingungen der 
Rechtwinkligkeit fiir die m aus (1) mit Hiilfe von (2) bestimmten 
Richtungen erfiillt, aber die a;, nur reell sind. Diese Richtungen 
kénnen dann nicht imaginir sein, weil aus 


Lea = Ex tine, Leg = & — ine 


> (& + n°) =0 
folgt, und zugleich kann die Determinante D der n? Gréssen x nicht 
verschwinden, da ihr Quadrat gleich dem Producte der n Gréssen 


> (x)? ist. Nunmehr folgt aber auch, dass 


Aik = Aki 


n( 


sein wird. Denn die 2 Bedingungen der Rechtwinkligkeit sind 


von der Form: 


> (Git — Ai) (Lit Lem — Lei Lim) = O 
iF 
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und hieraus folgt das zu erweisende, falls gezeigt ist, dass die se—5 


reihige Determinante der (%j; Zim — ti Zim) nicht verschwindet. Dies 
erkennt man aber sofort durch Multiplication dieser aus den Unter- 
determinanien zweiten Grades von D gebildeten Determinante mit der 
Determinante aus den adjungirten Unterdeterminanten n — 2'° Grades 
n(n — 1) 
von D; das Product beider ist gleich D ?  , verschwindet also nicht. 
Ks seien nun X,, X,,..., X,  reelle von einander unabhingige 
Functionen der Variabelen x, 7, ...%,, welche eine Abbildung des 
Raumes mit den rechtwinkligen Coordinaten x; auf den der X; ver- 
mitteln. Jeder Fortschreitungsrichtung dx im ersten entspricht eine 
bestimmte dX im zweiten. Das System der n Gleichungen 


aX; == Ada; 


driickt den Parallelismus entsprechender Richtungen aus. Man erhiilt 
also die Gleichungen: 


Xi, dx, + Xy. day + +++ + Kinda, = Adz,, 


(4) Xy dx, + Xda, +--+ + Xenda, = Adzx,, 
Xuida, + Xasdx, +--+ + Xan, —= Ada, 
in denen . 
aX x 
Ox, i 


gesetzt ist, und somit im allgemeinen » von jedem Punkt ausgehende 
Richtungen, denen bei der Abbildung parallele Richtungen entsprechen. 
Wie man sieht, werden aber die Verhiltnisse der da; nicht geiindert, 
wenn man X;; ersetzt durch X;;-+ Const., d. h. wenn man jede der 


Functionen X; ersetzt durch X; + : X.- 


Sollen die » Fortschreitungsrichtungen auf einander senkrecht 
stehen, so ist nach dem obigen erforderlich, dass 


Xix = Xii, 


d.h. die X; miissen partielle Differentialquotienten einer Function sein. 

Jene Richtungen bestimmen dann die Tangenten eines Curven- 
systems, welches durch ein System simultaner Differentialgleichungen 
definirt ist, und bei welchem durch jeden Punkt des Raumes der x 
m auf einander senkrechte Individuen hindurchgehen, Ein solches 
System werde als Orthogonalsystem bezeichnet. 

Jedem Orthogonalsysteme dieser Art entsprechen vermége der 
Gleichungen 


xX; = =e + ex; 


Mathematische Annalen. XXIV. 
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oo' andere Orthogonalsysteme, bei denen die Tangentenrichtungen in 
entsprechenden Punkten denen des ersten parallel sind. Solche Systeme 
modgen mit dem ersten parallel geordnete Orthogonalsysteme heissen. 
Alsdann gilt auch die Umkehrung: 

Fiir je zwei parallel geordnete Orthogonalsysteme in den Réumen 
X und x existirt eine Function », vermége der in entsprechenden Punkten 

X, = 2 
Ou; 
wird, mithin auch noch oo' andere. 

Denn durch den Parallelismus der Tangentenrichtungen wird tiber- 
haupt eine Beziehung beider Riume festgesetzt, welche sich zuniichst 
durch Gleichungen von der Form X; = Y;(a,...2%,) ausdriickt und 
aus dem obigen Satze folgt dann, dass die Y; partielle Differential- 
quotienten einer Function @ sind. 

Man hat damit zugleich einen geometrisch anschaulichen Beweis 
des bekannten Satzes: 

Sind die X; partielle Differentialquotienten einer Function » von 
%,...%,, 80 sind auch die 2; partielle Differentialquotienten der reci- 
proken Function ®. 

Die Curven eines Orthogonalsystems bilden im allgemeinen kein 
System orthogonaler Fliichen. Bilden sie ein solches aber im Raume 
der z, so gilt dasselbe fiir den der X. Hieraus geht hervor: 

Ist die Function g so beschaffen, dass zu derselben ein System von 
Orthogonalfliichen im Raume der x gehdrt, so geben die Gleichungen 

X; = cx, + 5 x 
die Abbildung dieses Systems auf ein einfach unendliches System parallel 
geordneter Orthogonalflachen.*) 

Und lassen umgekehrt zwei Systeme orthogonaler Fliichen sich so 
auf einander beziehen, dass in correspondirenden Punkten correspon- 
dirende Flichenelemente parallel sind, so hat jedes derselben den Charakter 
zu einer gewissen Function zu gehiren. 

Besonders einfach gestalten sich diese Verhiiltnisse in der Ebene. 
Setzt man: 

X= FR aa, r = = 5S, 
x, 0g Og 


2 7 ? or. 
Ox, 0x 


*) Dass tiberhaupt die Substitution 


4 Oo@ 
X, = cz, 
‘ i+ Ox; 


wieder ein System von Orthogonalflichen erzeugt, beweist auf ganz anderem 
Wege Herr Weingarten, Journal von Borchardt XC, 8. 28, welcher zuerst die 
fiir m erforderliche Bedingung aufgestellt hat. 
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so geben die Gleichungen: 

(6) dX, =rdx, + sdxz, = idx, 
dX, =sdz, + tdx, = idx, 

fiir die beiden Wurzeln 4, und A, die Gleichung 


6) #—iAp+D=—)0, 
Ag=r+t, D=rt—s 


und die Differentialgleichung des Orthogonalsystems wird 


da\2. da (r—t) 
(7) a) lad dx; 8 it 
Dies ist aber die allgemeine Form der Differentialgleichung eines ebenen 


i 


Orthogonalsystems. Und setzt man - — gleich einer gegebenen Func- 


tion von 2, und 2, und bestimmt aus dieser pariiellen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung die Function , so ergiebt sich: 

Jedem ebenen Orthogonalsysteme kinnen im allgemeinen auf unend- 
lich viela Arten parallel geordnete zugeordnet werden. 

Wahit man z. B. als Orthogonalsystem ein concentrisches Kreis- 
uud Strahlbiischel, so wird die Differentialgleichung 


fT—t ¢-¢ 
(ee 


Nach bekannten Methoden integrirt, liefert sie 
yF(Y 
gp=f(r)+rt (4) 


(wobei f und F' willkiirliche Functionen, r aber /a? + y* bedeutet) 
und damit siimmtliche zu dem urspriinglichen parallel geordnete Systeme. 
Ich werde jetzt zeigen, dass die Lésung der Gleichung (7) unter 
der Voraussetzung, dass zwischen Ag und D eine von den & unab- 
hingige Relation besteht, auf Quadraturen zuriickgefiihrt werden kann. 
Werden nimlich die Gleichungen der Curven des gesuchten Orthogonal- 
Systemes durch 
Q, = const., @, = const. 

den Wurzeln 4,, 4, entsprechend bezeichnet, so hat man die Be- 
dingungen : 
(8) Oe ' Oa’ win rue Oe” 

OF ein, SM, SED ey SO 

OO O01 Oe CO2 


OX, =A 1 Ox, ox, ae , Ox, 


und 


A , : 


4* 
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Die Integrabilitiitsbedingungen : 
ee Oa gO ae SE OR OO 


Cee Ces : 001002 = 00: 00s 2 00,002’ 


01, dx ex, 04, Ox Cu 
es Te +m Dede a es Des t Ay Dade 
multiplicire man mit 
Oxy Ot, , Ox, OX, 
de,’ Oe” Oe2’ 
und addire. Setzt man noch 


(Ger) + (oer) =e a = ( 


Ox, \2 Ox, \? 1 
(Je) + (3a) me Bye hy 
so ergiebt sich 
0 a hy 
Oe: (h, V H) = a) 
h 
2 (VD =+% + 


» 


oder 

0 

Ses log (h, YH) = — : 
(9) -) 7 

2 Jog (h, YH) = + — 

Oo e 9 
Hieraus folgt 

( Paee a ) 
a ,___1{ dAg VH dAqg VH 

ag Oe te ee ee 


mithin, falls Ag und H von einander unabhiingig sind, 


2 a 1 ° 1 
J tate log (hyhyH) => ddd Vi 


Besteht dagegen zwischen Ag und H eine von den x unabhingige 


Relation, so ist ; 


erhalt aus (9) 


7a das Differential einer Function Q und man 


h,VH =e-2y,, 
h, VH = et+2y,, 
wo y, Function von Q; allein ist. 
Bei geeigneter Wahl der Functionen 9; aber kann man setzen 
(12) hy 


so dass 


ede << cee 
VH’ = ee 
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dx,? + dx,? = Va (e- 2d,’ et 2de,”) 


wird. Nunmehr erhilt man, falls die den beiden Wurzeln 4,, 4, ent- 
sprechenden Werthe der Differentialquotienten oa durch & und &, 
bezeichnet werden : 

Oo nie & ae% |e 

Oa Vi, Vit &e ’ Vig Vi + Ee” 

C0, —1 0 —1 


a ~ ViVi tee’ O% ~ Thiet 


re Q2 
aaa ~ 2 & da, — dx, 
0; - fva e€ Vite? ’ 


2 2 
5 “2 §9da, — day 


Vi+ & 
Damit sind die Gleichungen der Curven des Orthogonalsystems 
gegeben. 
Ich erwihne noch den Fall Ag = const., Q = 0. Die Gleichung 


2 2 i 2 
dz, + dx? = Vi (de,? 4- de,”) 


zeigt, dass 
Q1 + 1. = f(%, +122) = (2) 
sein wird. Man erhilt die Function f(z), wenn man in g, + 7@, unter 
dem Integralzeichen die complexe Variabele 2 = x, +2, einfiihrt. 
Kinfacher ergeben sich indessen in diesem Falle die Curven 9;—const. 
folgendermassen, Aus der Gleichung 
Ag =2c 
erhilt man, falls man mit € die zu 2 conjugirte complexe Variabele 
ingige bezeichnet : ; 
a wal X, + iX, = ick + F(z) = i(X, — X, 2), 
wobei F(z) eine Function der complexen Variabelen ¢ sein wird. Be- 
zeichnet man mit F(£) die conjugirte Function, so ist 


dX,+idX,=—= icd§+ F'(e)dz, 
aX, — idX, = — icdz + F'(€)d§. 
Aus der Bedingung 


dX,:dX, = daz, : dx, 

ergiebt sich nun: 
_ sted + F(a) d 
—tede+ F’(g)d 





A. Voss. Parallel geordnete Orthogonalsysteme. 


F’(§) (d€)? = — F'(z) (dz)?, 
+ iV F’ (2) dz =p F’ (§ dé. 


Setzt man 


JVF@ae=P+Qi, [YF Oa—P- di, 
so ergeben sich die Gleichungen der gesuchten Curvenschaaren 


0; = const. 
aus der Relation: 


+ i(P + Qt) = (P — Qt) + const. 
also: 
o, = P+ Q= const., 
0, = P— QY = const. 
In dem noch specielleren Falle ¢ = 0 wird 
Z=X, — X,t = — iF (2) = G(z2) 
und man hat den folgenden Satz: 
Sind zwei ebene Bereiche Z, 2 conform aber ungleichstimmig dhnlich 
auf einander durch Z = G(z2) abgebildet, so kann man sie mit Hiilfe 
der Integralfunction 


Z -| VG' (2) dz 


stets conform so auf das Bereich Z abbilden, dass den Parallelen zu 
den Coordinatenaxen des letzteren zwei parallel geordnete Orthogonal- 
systeme in Z und 2 entsprechen. 


Dresden, im December 1883. 
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die Flachen vierter Ordnung mit dreifachem Pankte. 
Von 


Kart Roun in Leipzig. 
(Mit 2 lithograph. Tafeln). 


Einleitung. 


Die Flachen dritter Ordnung haben bereits eine vielfache Behand- 
lung erfahren und sind unter verschiedenen Gesichtspunkten betrachtet 
worden, sei es, dass man von der geometrischen Erzeugungsweise aus- 
ging, sei es, dass man ihre Gleichung in eine Normalform — eine 
Summe von fiinf Cuben gleich Null — brachte, oder sei es, dass man 
die Specialisirungen betrachtete, welchen man die allgemeine Fliichen- 
gleichung unterwerfen kann. In dem letzteren Sinne istals erste umfassende 
Arbeit die von Schlafli*) in den Philosophical Transactions zu nennen, 
worin er alle bei einer Fliche dritter Ordnung tiberhaupt méglichen 
Singularitiiten bestimmt, und die verschiedenen Flichen, welche so 
entstehen, aufzaiblt. In demselben Sinne sind auch schon bei Flachen 
4, Ordnung einige Untersuchungen angestellt worden, jedoch be- 
schriinken sich dieselben auf Flichen mit Doppelcurven und auf F lichen 
mit zehn oder mehr Knotenpunkten; aber auch hier sind die Unter- 
suchungen noch ganz mangelhaft, so dass man nicht einmal die Glei- 
chungen der verschiedenen Flichen mit 13, 12, 11 oder 10 gewodhn- 
lichen Knotenpunkten kennt. Nur die Gleichungen und verschiedene 
Kigenschaften der Fliichen 4. Ord. mit 16, 15 oder 14 gewoéhnlichen 
Knotenpunkten sind bekannt. Man findet solche Untersuchungen bei 
Kummer**) und Cayley,***) sowie was die Flichen mit 16 Knoten- 
punkten betrifft bei mir. +) 

In dieser Abhandlung soll nun dasselbe Ziel fiir die Flichen 4. Ord, 
mit dreifachem Punkte erstrebt werden, welches sich Schlafli bei 


*) Schlafli, Phil, Trans. of the R. Soc. of London, 1863, v, CLIII, p. 193. 
**) Kummer, Ueber die algebraischen Strahlensysteme, Berl. Abhandl, 
1866, p. 1; ferner: Flichen 4. Ord., welche von einer Schaar von Flichen 2, Gr. 
eingehiilit werden, Berl. Monatsber. 1872, p. 474. 
*#*) Cayley, First, second and third memoir on quartics, Proc. of the Lond. 
Math. Soc, III 19. 198, 234. 
+) Die verschiedenen Gestalten der Kummer’schen Fliche, Math. Annal. 
Bd, XVIII, p. 99. Andere Citate finden sich weiterhin im Texte. 
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den Flachen 3. Ord. a. a. O. gesteckt hat. Es handelt sich also eines- 
theils um die Specialisirungen des dreifachen Punktes, andertheils um 
die Singularitiiten, welche noch ausserdem auftreten kénnen. Zugleich 
mit der Erledigung dieser Fragen werden auch die gestaltlichen Ver- 
hiltnisse*) der auftretenden Flichen ins Auge gefasst; besonders wird 
immer auf die Projection der singuliiren Punkte und ihrer Umgebung aus 
einem beliebigen Raumpunkte Riicksicht genommen. Ausserdem sind 
noch einige Untersuchungen tiber hierher gehérige Flichen eingestreut, 
welche ein besonderes Interesse bieten; ich erwihne z. B. die Special- 
fille des Symmetroids. Es mag hier nebenbei darauf aufmerksam ge- 
macht werden, dass ein Theil der nachfolgenden Betrachtungen sich 
direct auf Flichen n'* Ordnung mit (n —1)-fachem Punkte iibertragen 
lassen. Insbesondere kann man die ganzen Resultate, welche Schlafli 
fiir die speciellen Flaichen 3. Ord. (Flachen, welche irgend welche 
Singularititen aufweisen) gegeben hat, ausserst einfach mit der hier 
angewendeten Methode gewinnen, wenn man von der Flache 3. Ord. 
mit einem Knotenpunkte ausgeht. 

Die Abhandlung beginnt mit einigen allgemeinen Betrachtungen 
iiber unsere Flichen. Dann werden die Singularititen der Fliache, 
welche ausserhalb des dreifachen Punktes auftreten kénnen, untersucht 
unter der Voraussetzung, dass der dreifache Punkt cin allgemeiner ist. 
Hieran schliesst sich eine Beleuchtung der Realitiits- und der gestalt- 
lichen Verhiiltnisse dieser Flichen an. Weiterhin werden die Flichen 
behandelt, deren .dreifacher Punkt ein specieller ist, worauf die Unter- 
suchung zu Flichen tibergeht, deren dreifacher Punkt von einer singu- 
ldéren Geraden durchsetzt wird, um mit den Flichen mit einer drei- 
fachen Geraden zu schliessen. Ueberall sind die entsprechenden ge- 
staltlichen Untersuchungen beigetiigt. Das letzte Capitel endlich 
beschaftigt sich mit den Realititsverhiltnissen und den Specialisirungen 
der Steiner’schen Fliche. 


Einiges iiber die Curven auf der Flaiche, deren Ordnung die Zahl 5 
nicht tibersteigt. 

1) Man hat ganz allgemein fiir Flichen m. Ordnung mit einem 
(m — 1)-fachen Punkt die Bezeichnung Monoide eingefiihrt, und so 
werden wir auch unsere Flichen kurz als Monoide 4. Ord. bezeichnen. 
Ihre Gleichung lisst sich in der Form schreiben: 


f = (xy2); + 6(xy2), =u; + ou, =O, 


wo u, = 0 und wu, = 0 zwei Kegel von der dritten resp. vierten Ord- 


*) Vergl. meine Note in den Berichten der kénigl. Siichs. Gesell. der Wissen- 
schaften vom 28, Januar 1884, welche iiber die gestaltlichen Verhiltnisse einer Fliiche 
in der Umgebung eines x-fachen Punktes handelt. 
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nung mit dem gemeinsamen Scheitel 7 = y = ¢ = 0 bezeichnen; die 
Zahl der Constanten in dieser Gleichung ist 24. Der Kegel u, = 0 
stellt den Tangentialkegel im dreifachen Punkt der Fliche dar; der 
Kegel u, = 0 schneidet den letzteren in 12 Geraden, welche der Fliiche 
ganz angehoren, wir nennen sie die 12 Hauptgeraden unserer Fliche. 
Von diesen 12 Geraden kénnen 9 beliebig angenommen werden, die 
3 tibrigen liegen alsdann auf dem durch die ersteren bestimmten Kegel 
3. Ord. Zwei von diesen 3 Geraden kann man noch beliebig auf dem 
Kegel 3. Ord, wihlen, wahrend die letzte Gerade dadurch eindeutig 
bestimmt ist, da nach einem bekannten Satze von den 12 Schnitt- 
punkten einer Curve 3. Ord. mit einer Curve 4. Ord. einer durch die 
andern eilf mitbestimmt ist. Die Wahl der 12 Hauptgeraden unserer 
Flache absorbirt demnach von den 24 Constanten 20. Nimmt man 
nun noch 4 nicht in einer Ebene liegende Punkte an, durch welche 
unser Monoid hindurchgehen soll, so ist dasselbe vollkommen bestimmt; 


denn man kann sofort die Schnittcurven in den Ebenen durch je drei 
der vier Punkte angeben. 


2) Die 12 Hauptgeraden des Monoids bezeichnen wir mit 9, , Jo -++)912} 
sie bestimmen zu je zwei 66 Ebenen, deren jede die Klaiche noch in 
einem Kegelschnitte schneidet, sie seien Ki», Ki3,..., Ku. Diese 
Kegelschnitte schneiden sich alle in dem dreifachen Punkte der Fliche; 
ferner schneiden sich je zwei derselben, die keinen Index gemein 
haben noch in einem weiteren Punkte. 

3) Legt man durch 5 Hauptgeraden einen Kegel 2. Grades, so 
schneidet derselbe noch eine Curve 3. Ord. C, aus, welche einfach 
durch den dreifachen Punkt verliuft. Es giebt = ; ves = 792 
soleher C,, welche man durch 5 Indices zu bezeichnen hat. Nimmt 
man irgend zwei C, mit vollig verschiedenen Indices, so schneiden sie 
sich in 5 Punkten; man kann desshalb durch sie eine Flaiche 2. Grades 
legen, welche noch denjenigen K,,; aus dem Monoid ausschneidet, der 
mit ihnen keinen Index gemein hat. 

4) Je 4 Hauptgeraden bestimmen ein Biischel von Kegeln 2. Ord., 
welche aus dem Monoide ein System von Curven 4, Ord. mit Doppel- 
punkt ausschneiden. Die Doppelpunkte derselben liegen in dem drei- 
fachen Punkte des Monoids, und es schneiden sich diese Curven ausser- 
dem nirgends mehr, so dass sie das ganze Monoid einfach und liickenlos 
tiberdecken. Solcher Curvensysteme giebt es 495; sie sind durch 4 
Indices zu bezeichnen. Ebenso findet man 495 Systeme von Curven 
4. Ord. ohne Doppelpunkt, wenn man durch 8 Hauptgeraden ein 
Biischel von Kegeln 3. Ord. legt; sie sind charakterisirt durch 8 In- 
dices. Alle Curven irgend eines der letzteren Systeme beriihren sich 
im dreifachen Punkt, sonst aber treffen sie sich nirgends. Zu jedem 








58 K. Rosy, 


System von Curven 4. Ord. mit Doppelpunkt gesellt sich ein System 
von Curven 4. Ord. ohne Doppelpunkt, und zwar gehéren immer zwei 
solche Systeme zusammen, welche alle 12 Indices erschépfen. 

Jede Curve des einen Systems liegt mit jeder Curve des zuge- 
hérigen Systems auf einer Fliiche 2. Grades, sie schneiden sich ausser 
im dreifachen Punkt noch in 6 beweglichen Punkten; durch jeden 
Punkt unserer Fliche geht so eine einzige Curve aus jedem System. 
Die beiden Erzeugenden einer solchen Fliche 2. Grades durch den 
dreifachen Punkt liegen auf dem zugehérigen Kegel 3. Ord. 


5) Nimmt man 6 von den Hauptgeraden der Fliche zu einfachen 
und eine siebente zur Doppelkante eines Kegels 3. Ord., so schneidet 
derselbe eine Curve 4. Ord. zweiter Species aus, deren es 5544 giebt. 
Durch diese Curve kann man eine Fliiche 2. Gr. legen, welche natiir- 
lich die Doppelkante enthilt und noch eine der obigen Curven 3. Ord. 
ausschneidet; beide Curven treffen sich im dreifachen Punkte und noch 
in 6 weiteren Punkten. Man erhilt ferner eine Curve 5, Ord., wenn 
man 5 Hauptgeraden als einfache und 3 weitere als Doppelkanten 
eines Kegels 4. Ord. wihlt, und deren giebt es 27720; eine solche 
Curve hat die drei Doppelkanten zu dreifachen Secanten. Endlich 
findet man doppelt unendlich viele Systeme von Curven 5. Ord., wenn 
man durch die oben gefundenen Raumeurven 3. Ordnung Fliachen 2. 
Grades legt; diese Curven haben einen Doppelpunkt. 
6) Ein Monoid 4. Ord. kann auch gerade Linien besitzen, welche 
den dreifachen Punkt nicht enthalten; dann muss die Ebene durch 
diesen Punkt und die Gerade noch drei Hauptgeraden ausschneiden. 
Das Monoid besitzt also so viele weitere Geraden, als es Ebenen giebt, 
welche drei von den Hauptgeraden enthalten. Die Frage nach der 
Maximalzahl] dieser Geraden ist also fiquivalent mit der Frage: Wie 
oft kénnen die 12 Hauptgeraden, d. h. die 12 Schnittgeraden eines 
Kegels 3. Ord. und eines Kegels 4. Ord. zu drei in einer Ebene liegen? 
An Stelle der Kegel kann man auch zwei Curven 3. und 4. Ordnung 
nehmen und untersuchen, wie oft die 12 Schnittpunkte zu drei auf 
einer Geraden liegen kénnen. Zu einer Curve 3. Ord. gehdrt aber ein 
ganz bestimmtes elliptisches Integral «, welches eindeutig auf der Curve 
ausgebreitet werden kann.*) Bezeichnen wir die Perioden dieses Inte- 
grals mit und io’ und die Parameter der 12 Schnittpunkte mit 
12 

ly, Gy). ++, Ayo, 80 besteht die Relation >a = 0 (mod. a + ia’). 
1 

Sollen nun drei Schnittpunkte auf einer Geraden liegen, so muss die 


*) Harnack. Ueber die Verwerthung der elliptischen Functionen fiir die 
Geometrie der Curven 3. Gr., Math. Annal. Bd. 1X, p, 1. 
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Summe ihrer Parameter congruent Null sein mod. Perioden. Wahlen 
wir also die 12 Punkte: 


> 


i co’ a+ia’ 
ay ie % F — = % 


Poet ae FHF, wage, 
n-—S. me = nee ee, Se 
so liegen 19 Mal drei auf einer Geraden, und das ist ersichtlich das 
Maximum. Wir haben so das Resultat gewonnen: Schneidet die Curve 
4. Ord. u, = (yz), = 0 die Curve 3. Ord. u, = (ayz), = 0 im thren 
drei reellen Wendepunkten sowie in den Beriihrungspunkten der Tangenten 
aus diesen Wendepunkten, so besitet das Monoid u, + ou, = 0 noch 

19 reelle Geraden, welche nicht durch den dreifachen Punkt gehen. 

7. Die Gruppirung dieser Geraden, die wir durch drei Zahlen 
bezeichnen miissen, ist die folgende. Durch die Gerade 1, 5, 9 gehen 
drei sechstactische*) Ebenen; eine dieser drei Ebenen enthilt die Ge- 
raden 2, 3,4; 6, 7,8; 10,11, 12, durch welche keine weitere sechs- 
tactische Ebene geht. Die beiden andern Ebenen durch die Gerade 
1,5,9 schneiden die Geradentripel 2, 7,12; 3, 8, 10; 4, 6,11 resp. 
2,8, 11; 3,6,12; 4,7, 10 aus, und durch jede Gerade eines Tripels 
geht noch je eine weitere sechstactische Ebene hindurch. Jede der 
drei sechstactischen Ebenen des ersten Tripels schneidet jede Ebene 
des zweiten Tripels in einer Geraden, welche ebenfalls auf der Fiche 
liegt: es sind dies die 9 Geraden: 1, 6, 10; 1, 7, 11; 1, 8, 12; 5, 2, 10; 
5, 3,11; 5,4, 12; 9, 2,6; 9,3,7; 9,4, 10. Es giebt also im Ganzen 
9 sechstactische Ebenen, Ausserdem giebt es 9 fiinftactische Ebenen, 
welche aus der Fliiche je einen Kegelschnitt und zwei Geraden aus- 
schneiden. Durch jede der zuletzt erwihnten 9 Geraden geht eine solche 
Ebene und durch jede Gerade des Tripels: 2, 3, 4; 6, 7,8; 10, 11, 12 
gehen drei. Bekanntlich schneiden sich bei der Curve 3. Ord. die 
drei Geraden 2, 3, 4; 6, 7, 8; 10, 11, 12 in einem und demselben Punkte, 
folglich muss dieses auch mit den beztiglichen Geraden auf der Flache 
geschehen; und es schneiden sich also die 9 fiinmftactischen Ebenen in 
demselben Punkte der Fliiche. Die Gleichung dieser Fliche kann, wie 
man leicht zeigt, auf die Form gebracht werden: 


(w+y+2) + exyz + 6(a—y) (y—s) (e—2) (@+y+2) =0. 
Es braucht kaum hinzugefiigt zu werden, dass die Zahlen der zu 
Anfang angegebenen Curven sich andern, wenn das Monoid Geraden 


; *) Ebenen, welche eine Fliche sechs Mal beriihren; bei der Fliche 4, Ord. 
sind das Ebenen, welche 4 Geraden ausschneiden. 
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oder Kegelschnitte oder Raumcurven 3. Ord. besitzt, welche nicht 
durch den dreifachen Punkt gehen; jedoch unterlasse ich es hier diese 
Aenderungen, die sehr einfacher Natur sind, anzugeben. 


Die Singularitéiten des Monoids, welche ausserhalb des dreifachen 
Punktes liegen. 


8. Die Betrachtungen, welche in diesem Capitel angestellt wer- 
den, werde ich in einer solchen Form geben, dass sie sich zum 
gréssten Theil direct auf Monoide ». Ordnung iibertragen lassen. Zu- 
vorderst ist es klar, dass die Verbindungslinie eines Knotenpunktes 
der Flaiche mit dem dreifachen Punkte auf der Fliache selbst liegen, 
d. h. eine der 12 Hauptgeraden sein muss. Aber weiter ergiebt sich 
sofort, dass auf einer solchen Geraden nur dann ein Knotenpunkt 
liegen kann, aber auch liegen muss, wenn eine der iibrigen 11 Ge- 
raden mit ihr zusammenfillt. Zur bequemen analytischen Behandlung 
machen wir den dreifachen Punkt zum Eckpunkt = y = O und eine 
der 12 Hauptgeraden zur Kante z=0, yO des Coordinatentetraeders. 

Die Gleichung der Fliche erhalt dann die Gestalt: 


f = wus + u, = w(ayz), + (xyz), = 0 
wobei (xyz); = 0 und (wyz), = 0 fiir den Werth «x = y = 0. 
Sollen nun’ zwei der 12 Hauptgeraden mit der Kante z=0, y=0 


zasammenfallen, so miissen sich die beiden Kegel u,—0O, u,=—0 
daselbst beriihren, was durch die Gleichung: 


OUs . OU, OU, OM 

os °° Gy g@e#@°. ey’ 
gebildet mit den Werthen 

£=U0,y=0, 2=—2, 
ausgedriickt wird. Die Coordinaten eines Knotenpunktes miissen aber 
den vier Gleichungen geniigen: 


Cx Ox 


0 Ou ou of ou Ou 
Ewe op 2h. 4. 2% on of — Deiat 


= Ww = 
Ox 02 o Fe 02 
a OUs OU, oF —() 

d + io 0, 2 oa, oo. 


ey ey 
Ein Punkt z= 0, y= 0, w= gz befriedigt zunichst nur die beiden 
letzten Gleichungen; da jedoch fir «—0, y= 0 die beiden ersten 
Gleichungen identisch werden und sich abgesehen von dem Factor 2’, 
auf eine lineare Gleichung zwischen w und ¢ reduciren, so wird @ 
dadurch eindeutig bestimmt. Man erkennt also aus diesen Gleichungen, 
dass das Monoid einen Knotenpunkt besitzt, sobald sich die Kegel 
us = 0, u,— 0 berihren; man erkennt aus denselben aber auch das 


@~f asa ealUetlC A .lUrelC eS ll el eC 
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Umgekehrte, dass sich die Kegel beriihren, wenn das Monoid einen 
Knotenpunkt besitzt. 

9. Es soll nun bewiesen werden, dass das Monoid einen biplanaren 
Knotenpunkt B, von der Ordnung «*) besitet, wenn die Kegel u, =0, 
u, = 0 eine Beriihrung von der Ordnung (x — 1) eingehen, d. h. wenn 
sie x consecutive Kauten gemein haben. Wir benutzen zu diesem Be- 
weise wieder die obige Gleichungsform, und miissen zeigen, dass von 
den 36 Tangentialebenen durch eine beliebige Gerade ! an unsere 
Fliche x mit der Ebene durch / und B, zusammenfallen. Nehmen 
wir also als Gerade 1 die Gerade y=0, w=O, so ist zu zeigen, 
dass x von den 36 Schnittpunkten: 

of of 
f=0, 5, =0, 77 =0 
in den Knotenpunkt B, hineinfallen. 

Die Curve: 

a OU, 


OU; or 
= —— =) =.= 
oy Ww oy + oy ’ ow Us 0, 


lasst sich durch die beiden Potenzreihen darstellen: 
sm ay + Of + cp +--:, Ome + ent bP 4+ rF ++: 


indem wir bei diesen Entwicklungen dem ¢ den constanten Werth 1 
beilegen. Die erste dieser beiden Reihen ergiebt sich unmittelbar 


aus u, =, die letzte folgt dann aus: w = — at : Me, wenn man 
hierin fiir x jene Potenzreihe substituirt und ¢=1 annimmt; das 
constante Glied erhilt dann den schon oben bestimmten Werth og. 
Setzen wir nun in die linke Seite der Gleichung des Monoids fiir z 
und w ihre Potenzreihen ein, so verschwindet wu, identisch und es 
bleibt nur u,, gebildet mit «—ay-+ by?+.---, iibrig, so dass 
man erhalt: «,— Ay+By?+.---+ Ky*+Ly*t'+.--. Wenn aber 
der Kegel u, = 0 den Kegel u, = 0 lings der Kante x —0, y=0 
von der Ordnung k beriihrt, so miissen in dem Ausdruck fiir u, die k — 1 
ersten Glieder wegfallen, so dass u, = Ky* + Ly*t'-+.-- wird. 
Somit ist gezeigt, dass durch Einfiihrung der Potenzreihen von x und 
w in f dieses tibergeht in: f= Ky* + Lu*+.-.-, wodurch der 
verlangte Beweis gefiihrt ist. 

10. Es eriibrigt uns nur noch das singulire Ebenenpaar des 
Knotenpunktes anzugeben. Zu diesem Zwecke nehmen wir an, dass 
die gemeinschaftliche Tangentialebene der beiden Kegel lings der 
Kante x =0, y=O mit der Ebene «=O zusammenfillt. Dann 


*) Es ist dieses ein Knotenpunkt, der die Classe der Fliche um x Ein- 
heiten erniedrigt. Vergl. wegen des Folgenden meine Arbeit iiber biplanare 
Knotenpunkte, Math. Ann. Bd. XXII, p. 124. 
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kommen zu den Bedingungsgleichungen (002), = 0 und (002), =0 
noch die neuen (3 )= = 0 und (Fe) = 0, wo die Klammern aus- 


driicken sollen, dass auch hierin x =—0, y=O zu setzen ist. Die 
Gleichung des Tangentialskegels im Knotenpunkte: «=—0, y=0, 
w= oe wird alsdann: 


a2 (#2) + 2 (Ff) +22y(,25,) + Qae (,56) +2: 10 (2) — 


er beriihrt die Ebene «=O lings der Kante x =0, y=0O. Ein 
Osculiren der beiden Kegel u, —0, u, =O lings der Kanie « = 0, 
y = 0 driickt sich durch die Gleichung aus: 


(33) (2)— (SE) GE) =o, 
Ks ist aber (77) = (4 “) +(@ “) oe (2"); ( ); 


es verschwindet also vermége der neuen Bedingungsgleichung der 
Coefficient von y’ und der Tangentialkegel zerfillt in das Ebenenpaar: 


r=, a(2F)+4 ay (oF) +2 22 2(20) + 2w(S) = 0. 


Die Ebene « = 0 beriihrt das Monoid lings dex Geraden x = 0, 
y = 0 und schneidet aus demselben noch einen Kegelschnitt aus, der 
durch den dreifachen und den Knotenpunkt hindurchgeht; die andere 
singulire Ebene schneidet eine Curve 4. Ord. mit dreifachem Punkte 
aus. Geht der biplanare Knotenpunkt in einen B, iiber, so beriihrt 
der Kegelschnitt in der Ebene = 0, und ebenso ein Ast der Curve 
mit dreifachem Punkt, die singuliire Gerade. Diese Verhiiltnisse bleiben 
im Allgemeinen auch noch fiir einen B,, B,,..., B,, bestehen. 

11. Im Anschluss an das Vorhergehende ist noch zweierlei zu 
erwihnen. LErstens erkennt man, dass die beiden singuliren Ebenen 
nicht zusammenfallen kénnen, wenn nicht das Monoid eine Doppel- 
gerade durch den dreifachen Punkt erhalten soll, ein Fall der erst in 
einem spiteren Capitel seine Erledigung findet. Das Monoid kann 
also keinen uniplanaren Knotenpunkt besitzen, der nicht auf einer Doppel- 
geraden liegt. Zweitens ist einer Specialisirung der biplanaren Knoten- 
punkte zu gedenken, welche entsteht, wenn sich die Kegel u, = 0, 
u, = 0 lings einer Wendekante osculiren. Die singulire Ebene x =0 
schneidet dann die dreifach gezihlte Gerade x —0, y =O und eine 
weitere Gerade aus, welche den Knotenpunkt nicht passirt. Geht der 
B, in einen B, tiber, indem sich die Kegel u, = 0, uw, =O hyper- 
osculiren, so schneidet die Ebene «=O in der dreifachen Geraden 
x=, y=O und einer Geraden, welche den Knotenpunkt passirt. 
Geht man endlich zu einem B, iiber, so schneidet die Ebene « = 0 
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das Monoid wiederum in der dreifachen Geraden und ausserdem in der 
singuliren Geraden, d. h. der Schnittlinie der beiden singuliiren Ebenen. 
Dieselbe bildet auch einen Theil der Schnittcurve in der andern singu- 
liren Ebene, welche noch aus einer Curve 3, Ordnung mit Doppel- 
punkt besteht. 

12. Es diirfte nicht iiberfliissig sein noch einen einfachen geo- 
metrischen Beweis fiir den Satz zu erbringen, dass das Monoid einen 
B,, besitzt, sobald von den 12 Hauptgeraden desselben x zusammen- 
riicken. Riicken zunichst zwei von den 12 Hauptgeraden zusammen, 
so besitzt das Monoid nur noch 11 von einander getrennt liegende 
Geraden und lings einer dieser Geraden eine constante Tangentialebenc. 
Legt man durch diese Gerade eine beliebige Ebene, so schneidet diese 
noch eine Curve 3. Ord. aus, welche einen Knotenpunkt im dreifachen 
Punkt der Fliche besitzt und folglich jene Gerade noch eimmal schneidet. 
Dieser Schnittpunkt muss ersichtlich ein Knotenpunkt unserer Fliche 
sein, da es in ihm zwei Tangentialebenen giebt, niimlich die con- 
stante Tangentialebene lings der Geraden und die soeben gezogene 
Ebene. Nehmen wir fiir den Augenblick ein Monoid mit 12 getrennt 
liegenden Hauptgeraden g,, g., - ++) Jj. an, so giebt es durch jede 
Gerade G, welche den dreifachen Punkt enthilt, noch 12 Tangential- 
ebenen an das Monoid, niimlich die Ebenen durch die Geraden 
91> Joy +++) Gyo» Lassen wir nun x» Geraden g,, go, ..., gx einander 
immer niher riicken, bis sie schliesslich zusammenfallen und alsdann 
x consecutive Kanten des Beriihrungskegels im dreifachen Punkte 
bilden, so failen auch x von jenen 12 Tangentialebenen zusammen 
in eine einzige Ebene durch G und den hierbei entstehenden Knoten- 
punkt. Derselbe absorbirt demgemiiss x Tangentialebenen durch G 
und ist somit ein biplanarer Knotenpunkt b,, der die Classe des 
Monoids um x Einheiten erniedrigt. 

13. Nachdem wir nun gezeigt haben, von welcher Art die Singu- 
laritiiten sind, die ein Monoid mit einem allgemeinen dreifachen Punkt 
noch besitzen kann, ist es leicht anzugeben in welcher Combination 
diese Singularitiiten auftreten kénnen. Da die 12 Schnittgeraden eines 
Kegels 3. Ord. mit einem Kegel 4. Ord. von gleichem Scheitel, oder, 
was dasselbe ist, die 12 Schnittpunkte einer Curve 3. Ord. mit einer 
Curve 4, Ord. in beliebiger Weise zusammenriicken kéunen, wenn 
man nur die beiden Kegel resp. Curven geeignet wihlt, so erhalt man 
sofort folgendes Resultat. Theilt man die Zahl 12 ganz beliebig in 
Summanden, so giebt es dieser Eintheilung gemdss immer Monoide 
4. Ord., welche jedem Summanden 2 entsprechend einen gewdhnlichen 
Knotenpunkt und jedem Summanden 3, 4,5,... entsprechend einen 
biplanaren Knotenpunkt B,, B,, B,, ... besitzen. So ergiebt z. B. 
die Zerlegung 12 = 5+ 3-+2-+ 1+ 1 Monoide, welche noch einen 
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gewohnlichen und zwei biplanare Knotenpunkte B, und B, besitzen. 
Hiermit beschliessen wir dieses Capitel und wollen zunichst einige 
hierher gehérige Monoide wirklich aufstellen. 


Das Monoid mit 6 gewéhnlichen Knotenpunkten. Zwei Arten desselben. 


14. Beriihrt eine Curve 4. Ord. u,—0O eine Curve 3. Ord. u,=0 
in sechs Punkten, und bezeichnen wir die Werthe des auf der Curve 
3. Ord. ausgebreiteten elliptischen Integrals in diesen 6 Stellen mit 


@,, @,.-., a, so besteht zwischen den Parametern dieser 6 Punkte 
die Relation 


6 
2 > a; = 0 (mod. @ u. ia’). 
1 


In diesen Punkten beriihren die dreifach unendlich vielen Curven 
u, + lu, = 90, wo l ein in @, y, g linearer Ausdruck ist. Aus jener 
Relation folgt aber weiter: 

6 


J P ° ry 
>Ia ==> (mod. @ u. ia’), 


1 


? » ’ 


— ee 2s : (0) ry o+ia’ 
wenn man mit — einen der vier Werthe — + , O be- 


zeichnet, ‘Tritt der letzte Fall ein, d. h. ist 


6 


>! a; = 0 (mod. @ u. ia’), 


so liegen die 6 Punkte a,, a,,..., a, auf einem Kegelschnitt; derselbe 
gehért, doppelt gezihlt, mit zu den dreifach unendlich vielen, sechs 
Mal beriihrenden Curven 4. Ord. Dieses Resultat auf das Monoid iiber- 
tragen liisst sich so aussprechen. Unter den dreifach unendlich vielen 
Ebenen des Raumes giebt es im letztgenannten Falle eine einzige, 
welche das Monoid lings eines Kegelschnitts beriihrt; auf diesem Kegel- 
schnitt liegen die 6 Knotenpunkte des Monoids, 

Wir haben also zwei wesentlich verschiedene Arten von Monoiden 
mit 6 Knoten zu unterscheiden, niimlich eine, deren Knotenpunkte beliebig 
im Raume gelegen sind, und eine andere, deren Knotenpunkte auf einem 
Kegelschnitte liegen. Die Mannichfaltigkeiten beider Arten sind gleich 
gross. 


Erste Art; Monoide mit 6 beliebig gelegenen Knoten- 
punkten. 
15. Diese Flichen sind offenbar véllig bestimmt, wenn der drei- 
fache Punkt und die 6 Knotenpunkte vorgegebene Punkte sein sollen; 
denn ersterer liefert 10 und die letzteren je 4 Bedingungsgleichungen, 
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wodurch sich die 24 Constanten der Fliichengleichung geradezu be- 
stimmen. Es wire nun allerdings méglich, dass die so definirte Fliche 
keine wirkliche Fliche 4. Ord. wire, sondern in Flachen niederer 
Ordnung zerfiele, wie das z. B. in der That bei Flaichen 4. Ord. mit 
8 vorgegebenen Knotenpunkten (wenn diese keine specielle Lage be- 
sitzen) der Fall ist. Man tiberzeugt sich jedoch im vorliegenden Falle 
leicht, dass es im Allgemeinen keine zerfallene Fliche giebt, welche 
die vorgeschriebenen Singularitiiten besitzt, und dass in Folge dessen 
eine wirkliche Fliche 4. Ord. existirt, welche 6 beliebig gewiihlte Punkte 
als Doppelpunkte und einen weiteren beliebigen Punkt als drei- 
fachen Punkt aufweist. 

16. Um die Gleichung einer solchen Fliche wirklich aufzustellen, 
bezeichnen wir den dreifachen Punkt mit * und die Doppelpunkte der 
Reihe nach mit 1, 2, 3, 4,5,6. Sei ferner K =O der Kegel durch 
1, 2,3, 4,5 mit dem Scheitel +; F’—0 irgend eine Fliche 2, Grades 
durch die 7 Punkte +, 1, 2,3, 4,5, 6; H—O die Ebene durch die drei 
Punkte +, 4,5; sei endlich V — 0 die Fliche 3. Ord, mit den 4 Knoten- 
punkten +, 1, 2,3, welche durch die drei Punkte 4, 5,6 einfach hin- 
durchgeht. Dann ist: 


K-.-F—eE-V=0 


eine Fliche 4. Ord. mit einem dreifachen Punkt in *, welche in den 
Punkten 1, 2,3,4,5 Knoten besitzt und durch den Punkt 6 einfach 
hindurchgeht. Diese Gleichung besitzt noch 3 willkiirliche Constanten, 
von denen die eine die Constante @ ist, wihrend die beiden andern 
noch in F’ enthalten sind; sie stellt somit die allgemeinste Fliche dar, 
welche die angefiihrten Kigenschaften besitzt. Soll nun der Punkt 6 
ebenfalls ein Kuotenpunkt dieser Fliche werden, so miissen die Ab- 
leitungen der obigen Gleichung, genommen nach 2, y, ¢ und w, ver- 
schwinden, wenn man darin die Coordinaten des Punktes 6 einsetzt. 


Da aber F und VY alsdann verschwinden, so reduciren sich diese Ab- 
leitungen auf: 


co ~ of - = wil, x. = ~ 98 - oe nf 


Ox dx “08 ’ 

oy y dw ow 

und zwar gebildet mit den Coordindten des Punktes 6. Hierfiir kénnen 
wir schreiben: 


- OF ov oF ov 
K.—-—oE-7 =—0, K-5-—eE- 0, 


oF 00 _@F av _ aF .aV _ aF , av K 


da * 0a dy dy o# ° 8 dw‘ ow °° K? 
wo sich diese Ausdriicke immer auf den Punkt 6 beziehen. Diese 
Gleichungen sagen aber aus, dass / —( im Punkte 6 dieselbe Tan- 
gentialebene besitzen soll, wie die Fliicche V =O, dadurch ist aber 
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F gerade bestimmt; zugleich ergiebt sich durch die letzte Gleichung 
eine Bestimmung von g. Wir erhalten somit die Gleichung der ge- 
suchten Fliche, sie hingt nur noch von den Coordinaten ihrer singu- 
laren Punkte ab. 


17. Nehmen wir nun als singulire Punkte die 7 Punkte: 


* = (0, 0, 0, 1), 1 = (1, 0, 0, 0), 2= (0, 1, 0, 0), 3 = (0, 0, 1, 0), 


4—(2, 5, 4, 5) 5 = GF FF) 6-40, 


so finden wir: 
| x y g 
E=|Bpy ya af); 
By ya’ of 
|yzw 2wxr wey xryzZ 
1 1 
B y 9 
,- 
Die Tangentialebene der Fliche V=—0O im Punkte 6 = (1, 1, 1, 1) 
wird ersichtlich: 


x z 
1 1 
? 


Ww | 


| @ 
le’ By’ 
Die Fliche 2. Grades F' = 0 ist aber dadurch bestimmt, dass sie durch 
die 7 singuliren Punkte geht und im Punkte 6 = (1, 1, 1, 1) die voran- 
stehende Tangentialebene besitzt. Es ergiebt sich demgemiiss als Werth 
von F' die sechsgliedrige Determinante: 


“Ly zw Le yw LW yz 
1 1 ee 1 1 1 
F-| vd ap Bo ay By ad 
| yo « Bp’ pa ay By awd 
ly+d «+B B+9 aty By «+d 
y+ wth x48 Wty Bty wd 
In der That geht die Fliche / = 0 durch alle singuliren Punkte hin- 
durch, und es bleibt nur noch zu beweisen, dass sie im Punkte 6 die 
vorgeschriebene Tangentialebene besitzt, oder dass: 


eee Se a 
oF oF, aF , aF _ 


0a * dy ° 08 ‘bw || | B 4 J 
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ist, wenn man in diesen Ableitungen 7 = y = ¢ = w = 1 setzt. Nun 
findet man durch eine einfache Rechnung, dass die Ableitungen von 
F im Punkte (1,1,1, 1) identisch werden der Reihe nach mit den 


dreigliedrigen Determinanten dieser Matrix, abgesehen von einem con- 
stanten Factor x, wo: 


























, | — 8) (8-2), (@— 9) (6 — 8)|_ 
(a — 8’) (8 7’), (@ —y'/) (6-8) 


Hiermit ist der geforderte Beweis erbracht, und es eriibrigt in der 
Gleichung des Monoids nur noch die Bestimmung von eg. Nach den 
obigen Untersuchungen ist aber: 


oF Vv 
e=K- = :E.&, 
wenn man hierln «=y=—2—=—w=1 setzt; also kommt fiir @ der 
Werth: 





By ya ap 
By ye wp 
Verstehen wir also unter K, F, E, V und @ die soeben aufgestellten 
Ausdrticke, so stellt die Gleichung: 

K-.-F—eE-V=0 


eine Vache 4. Ord. mit dem dreifachen Punkt (0,0, 0,1) und den 6 
Doppelpunkten (1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (1, 1, 1, 1), 
Po es ta 
a’ Bp’ y’ @/? a’ gp’ yy’? 38 

18. Diese Flache hat einige interessante Eigenschaften. Sie ent- 
halt offenbar 6 Raumcurven 3. Ord., die durch den dreifachen Punkt 
und je 5 Knotenpunkte verlaufen; ferner besitzt sie nach Friiherem 
6 Geraden durch den dreifachen Punkt und je einen Knotenpunkt und 
lings dieser Geraden constante Tangentialebenen. Jede solche Ebene 
schneidet noch einen Kegelschnitt aus, der von einer jener Raumcurven 
3. Ord. in drei Punkten getroffen wird, und zwar von derjenigen 
Curve, welche den in der Ebene gelegenen Knotenpunkt nicht ent- 
hilt. Durch die Raumecurve 3, Ord. und den sie drei Mal schneiden- 
den Kegelschnitt kann man aber eine Fliiche 2. Grades legen, die das 
Monoid noch in einer weiteren Curve 3. Ord. schneidet. Diese Curve 
ist jedoch mit der ersteren Raumcurve 3: Ord. identisch, da sie durch 


5* 
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den dreifachen Punkt und dieselben 5 Knotenpunkte hindurchgehen 
muss. Es beriihrt also die Flaiche 2. Grades unsere Fliiche 4. Ord. 
lings einer Raumcurve 3. Ord. und schneidet noch einen Kegelschnitt 
aus. Nun treffen die Geraden der einen Erzeugung die Raumcurve 
3. Ord. zwei Mal und den Kegelschnitt ein Mal, d. h. sie beriihren 
das Monoid zwei Mal und schneiden es ausserdem noch in einem 
Punkte. Das ist aber unméglich, und es folgt daraus, dass die ge- 
nannte Fliche 2. Grades ein Kegel sein muss. Wir gewinnen also 
den Satz: Ein Monoid mit 6 beliebig gelegenen Knoten enthdlt 6 Raum- 
curven 3. Ord., die Tangentialebenen in den Punkten einer solchen Curve 
schneiden sich alle in einem festen Punkte der Curve, wmhiillen also 
emen Kegel 2. Ordnung. Diese Eigenschaft findet sich schon beim 
Monoid mit nur 5 gewdhnlichen Knotenpunkten, jedoch hier nur 
ein Mal. 

19) Das Monoid mit 6 Knotenpunkten besitet noch die weitere be- 
merkenswerthe Eigenschaft, dass die Tangentenkegel 6. Ord. aus den 
Knotenpunkten zerfallen in zwei Kegel 4. Ord. mit je einer Doppel- 
kante durch den dreifachen Punkt des Monoids. Bekanntlich geht die 
erste Polarfliiche, gebildet fiir einen beliebigen Punkt, durch jeden 
Doppelpunkt der zu Grunde gelegten Fliche einfach hindurch und 
besitzt in jedem dreifachen Punkt einen Doppelpunkt. Jeder Tangenten- 
kegel 12. Ord. an unser Monoid besitzt demnach 6 Doppelkanten 
durch die Doppelpunkte und eine sechsfache Kante durch den drei- 
fachen Punkt desselben. Der Tangentenkegel 6 Ord. aus einem Knoten- 
punkt besitzt in Folge dessen nur noch fiinf Doppelkanten und eine 
vierfache Kante. Die zuletzt genannte Reduction tritt ein, weil ein 
solcher Tangentenkegel das gegebene Monoid lings einer der sechs 
Geraden durch den dreifachen Punkt beriihrt. Legt man durch die 
5 Doppelkanten und eine beliebige weitere Kante des Tangentenkegels 
6. Ord. einen Kegel 3. Ord., welcher die vierfache Kante zur Doppel- 
kante hat, so hat derselbe mit jenem Kegel 6. Ord. 4-2+42-5+4+1—19 
Kanten gemein, d. h. der Kegel 3. Ord. bildet einen Theil des Kegels 
6. Ord., womit der obige Satz bewiesen ist. 

20) Es giebt aber noch eine andere Flache 4. Ord., welche eben- 
falls die Eigenschaft besitzt, dass ihre Tangentenkegel aus den Knoten- 
punkten in zwei Kegel 3. Ord. zerfallen, niimlich das Symmetroid*). 
Es soll nun gezeigt werden, dass das Monoid 4. Ord. mit 6 beliebig 
gelegenen Knotenpunkten nichts Anderes ist, als ein specieller Fall des 
Symmetroids. Zu diesem Zwecke werde ich kurz Einiges iiber das 
Symmetroid, wie es sich bei Cayley an den citirten Stellen findet, 
vorausschicken. 


*) Cayley, A Memoir on Quartic Surfaces, Proc. of the Lond. Math. Soc. 
III, p. 19—69; Second Memoir on Quartic Surfaces, ebendaselbst p. 200. 
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Sind vier Flachen 2. Grades gegeben: 


a. i 
> > Aix Xj Ly, = 0, > Bindi tn = 0, 


1 1 


, Cin Bi Ly =O, > Aix Xj Ly == (), 


so bestimmen dieselben ein Flaichengebiisch: 


4 4 
>> (@Qix ot Bb;, + Y Cix + Odix) LUX, = 0, 
1 1 


in welchem a, B, y, 0 beliebige Parameter bedeuten. In diesem Flichen- 
gebiisch giebt es doppelt unendlich viele Kegel; der Ort ihrer Scheitel 
wird von der Jacobi’ schen oder Kernfliche 4. Grades der 4 Flichen 
2. Grades gebildet. Die Bedingungsgleichung fiir die Kegel des Ge- 
biisches ist: 


CO + Bd yes) CA, + Bb y+ ++, Hay, + Bb +-- | 
way, + Bby+--- | 
Cy BD e+ yy Borg +++, &M3,+ Bbs.+--, | 

@ Ay + Bb» +--- |= 0 

Clg Bb +++, &Ay,-+ Bboy+ +++, @ay,-+ Bbg,+->>, | : 
@A43-+ Bb ,+--- | 

Ag+ BD yee) HAgy+ Bbyy+ +++, Magy Bbg,+--- 


@As,+ Bby+--- 


Fasst man hierin «, B, y, 6 als Coordinaten eines Raumpunktes 
auf, so stellt diese symmetrische Determinante eine Fliche 4. Ord. 
mit 10 Knotenpunkten*) dar, welche eindeutig auf die Kernfliche 
bezogen ist, und welche Cayley als Symmetroid bezeichnet. Ein 
solehes Symmetroid hat die Higenschaft, dass die Tangentenkegel 
6. Ord. aus den Knotenpunkten in zwei Kegel 3. Ord.**) zerfallen. 

21) Aus dem Symmetroid lassen sich aber eine Reihe anderer 
Flichen ableiten, und wir werden in dieser Abhandlung noch ver- 
schiedene dieser Flichen anzufiihren Gelegenheit haben. Zunichst er- 
kennt man, dass das Symmetroid in eine Flache mit dreifachem Punkt 
und 6 Knotenpunkten itibergeht, sobald man eine der zu Grund ge- 
legten Fliichen 2. Grades, etwa die erste, durch eine doppelt ziihlende 
Ebene ersetzt, d. h. sobald man in der Determinante A die a,, durch 
aa, ersetzt. Die so entstehende Flache: 


*) Cayley, a. a. O. p. 28. 
**) Cayley, a. a. O. p. 200, 
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|aa, +Bb,+--, aa, a,+Bb,+---, awa; a,+8b,,+-:,, | 
| aa, a,+6b,,+--- 
| @a, 2+ Bby+---, “a,” +Bb.+---, awa, a,+Bb,+--- 
| aa, O,+Bby+--- 
| @a, A;+Bb +--+, wa, a,+Bb.,+---, wa? + Bb +-- 
| wa, a,+Bby+--- 
@A, A+ Bby+--+, a6, a,+Bby+-+-, wa, ay+Bbyy+---, | 
aa? +Bby+-:- 
besitzt in der That den dreifachen Punkt: a: 8B: y:d=1:0:0:0, 
da fiir dieses Werthsystem nicht nur die Determinante selbst, sondern 
auch alle ihre zweigliedrigen Unterdeterminanten verschwinden. Einen 
gewohnlichen Knotenpunkt besitzt die Fliche in denjenigen Punkten 


a, B, y, 9, fiir welche alle dreigliedrigen Unterdeterminanten ver- 
schwinden, d. h. fiir welche: 


D> >) (aaide + din + 7 ein + dix) tx = 0 


ein Ebenenpaar darstellt. Dann muss aber 


D> D>, Bbix + Pex + 8dix) ity = 0 
einen Kegel darstellen, dessen Scheitel in der Ebene La;x; = 0 liegt. 
Solcher Kegel giebt es sechs, da die Scheitel aller Kegel, welche durch 
8 feste Punkte gehen, auf einer Raumcurve 6. Ord. liegen. 

Es ist noch zu zeigen, dass die obige Determinante auch das all- 
gemeinste Monoid mit 6 Knotenpunkten darstellt. Dasselbe besitzt 
bei vorgegebenem dreifachen Punkte noch 34 — 10 —6=— 18 Con- 
stanten. In jener Determinante treten zwar noch 34 Constanten auf, 
sie lassen sich jedoch ebenfalls auf 18 reduciren, wenn wir die Deter- 
minante mit einer viergliedrigen Determinante von constanten Ele- 
menten multipliciren, wodurch wir 16 Constanten beseitigen kénnen. 
Die Zahl der Constanten des Monoids stimmt also mit der Zahl der 
unabhangigen Constanten jener Determinante iiberein. 

22) Bevor ich mich zu der zweiten Art von Monoiden mit 6 
Knotenpunkten wende, will ich noch kurz einige specielle Fille der 
vorliegenden Fliche erwahnen. Es kénnen die Verbindungslinien des 
dreifachen Punktes mit den 6 Knotenpunkten auf einem Kegel 2. Grades 
liegen, dann zerfallt das Monoid in diesen Kegel und eine beliebige 
Flache 2. Ord. durch die 7 singuliren Punkte. 

23) Eine andere Specialisirung tritt ein, wenn 4 von den 6 Knoten- 
punkten in einer Ebene liegen. Diese Ebene schneidet alsdann das 
Monoid in zwei Kegelschnitten; die Tangentialebenen in den Punkten 
dieser Kegelschnitte schneiden sich in je einem Punkt; diese beiden 
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Punkte liegen auf den Verbindungslinien des dreifachen Punktes mit 
dem fiinften resp. sechsten Knotenpunkt. 

24) Liegen von den 6 Knoten drei in einer Geraden, so liegt 
diese Gerade auf dem Monoid und besitzt eine constante Tangential- 
ebene. Durch den dreifachen Punkt und je zwei der drei Knoten- 
punkte, die nicht auf der Geraden liegen, geht ein Kegelschnitt des 
Monoids; die Tangentialebenen in den Punkten desselben gehen durch 
einen festen Punkt auf der Geraden. Der Tangentialkegel 6. Ord, aus 
einem Knotenpunkt auf der Geraden besteht hier aus zwei Kegeln 
3. Ord. mit je einer Doppelkante durch den dreifachen Punkt, welche 
sich lings jener Geraden beriihren. Bei vorgegebenen Singularititen 
giebt es noch einfach unendlich viele solcher Flichen. 

25) Liegen von den 6 Knotenpunkten 5 in einer Ebene, so miissen 
sie die Durchschnittspunkte eines Kegelschnittes und zweier Geraden 
bilden. Diese beiden Geraden besitzen constante Tangentialebenen; 
die Tangentialebenen in den Punkten des Kegelschnitts umhiillen wie 
vorher einen Kegel 2. Ord. Der Tangentenkegel 6. Ord. aus dem- 
jenigen Knotenpunkte, durch welchen beide Geraden gehen, zerfiallt 
in zwei Kegel 3. Ord. mit je einer Doppelkante durch den dreifachen 
Punkt, welche sich lings der beiden Geraden beriihren. Die Be- 
riihrungsturve eines solchen Kegels 3. Ord. ist eine ebene Curve 
3. Ord. mit Doppelpunkt. Fiir die Tangentenkegel aus den itibrigen 
Knotenpunkten gilt Aehnliches wie im vorhergehenden Falle. Bei vor- 
gegebenen Singularititen giebt es noch doppelt unendlich viele solcher 
Flichen, 

26) Liegen endlich alle 6 Knotenpunkte in einer Ebene, so dass 
sie die Schnittpunkte von 4 geraden Linien bilden, so sind alle 6 
Knotenpunkte von gleicher Beschaffenheit. Die vier Geraden haben 
wiederum constante Tangentialebenen. Durch jeden Knotenpunkt als 
Scheitel gehen zwei Tangentenkegel 3. Ord, deren jeder in einer 
ebenen Curve 3, Ord. beriihrt; dieselben besitzen je einen Doppelpunkt 
im dreifachen Punkt der Fliche und gehen noch durch denjenigen 
Knotenpunkt hindurch, der mit dem Scheitel des zugehérigen Kegels 
nicht auf einer Geraden der Filiiche liegt. Es giebt bei vorgegebenen 
Singularitaéten noch vierfach unendlich viele solcher Flichen, so dass 
man die constanten Tangentialebenen in jenen vier Geraden noch be- 
liebig fixiren kann. Die Gleichung einer solchen Fliche ist: 


vye(x+y+2) + w[aye(yte)+pex(e+a)+yry(e+y)+orye|=0. 


Zweite Art. Monoide mit 6 Knotenpunkten auf einem 
Kegelschnitt. 
27) Sie werden durch die Gleichung: 
K?—oE-F=0 
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dargestellt, wobei K —0O einen Kegel 2. Ord, F =O einen Kegel 
3. Ord. von gleichem Scheitel und E = 0 die Ebene der Knotenpunkte 
bedeutet. Der Tangentenkegel 6. Ord. aus einem Knotenpunkt zer- 
fallt hier in eine Ebene und einen Kegel 5. Ord., der die 5 iibrigen 
Knotenpunkte enthalt und eine vierfache Kante durch den dreifachen 
Punkt des Monoids schickt. Sind die singuliren Punkte vorgegeben, 
so existiren ersichtlich noch vierfach unendlich viele solche Flachen. 

Es giebt im Ganzen 21-fach unendlich viele Monoide mit 6 Knoten- 
punkten. Sie bestehen aus zwei ganz verschiedenen Arten, niamlich 
aus solchen Monoiden, welche als specieller Fall des Symmetroids an- 
zusehen sind, und aus solchen, deren 6 Knotenpunkte auf einem 
Kegelschnitte liegen. Beide Arten enthalten je 21-fach unendlich 
viele Monoide; der Uebergang von Monoiden der einen Art zu solchen 
der andern Art kann nur durch einen doppelt zu zahlenden Kegel 
2. Ord. geschehen. 

Als Specialfall ist das Monoid zu erwiahnen, dessen Beriihrungs- 
kegelschnitt mit den 6 Knotenpunkten in ein Geradenpaar mit je drei 
Knoten zerfallt. Eine solche Fliche kann noch 6 gerade Linien be- 
sitzen, durch jeden Knotenpunkt eine, wie das iiberhaupt bei allen 
Monoiden mit 6 Knoten eintreten kann. 


Einige Monoide mit biplanaren Knotenpunkten. 


28) Wir haben bereits im ersten Capitel erwihnt, dass die 12 
Hauptgeraden des Monoids als Schnittgeraden zweier Kegel u, = 0, 
u, = 0 gewisse Bedingungen erfiillen miissen; besonders ist die zw6lfte 
Gerade durch die elf iibrigen mitbestimmt, und zwar durch eine lineare 
Gleichung. Genau dasselbe findet statt, wenn die Kegel sich beriihren, 
osculiren, u. s. w., so dass von den Hauptgeraden 2, 3, u. s. w. ge- 
legentlich zusammenriicken; nur muss alsdann die gegenseitige Lage 
der consecutiven Geraden bekannt sein; mit anderen Worten: man 
muss nicht nur die Lage der Geraden, sondern auch die Werthe der 
ersten, zweiten, u. s. w. gemeinsamen Differentialquotienten von 4, 
und u, fir diese Gerade kennen. Mit Hilfe der elliptischen Functionen 
kann man die diesbeziiglichen Fragen auch noch lésen, wenn es tiber- 
haupt keine einfache Schnittgerade von u,—0O und u, =O mehr 
giebt, d. h. wenn sich die Kegel, wo sie sich treffen, mindestens be- 
riihren. Allerdings ist die Gleichung zwischen den Coordinaten dieser 
Geraden nicht mehr so beschaffen, dass sie eine eindeutige Bestimmung 
einer Geraden durch die iibrigen vermittelt, vielmehr wird diese Be- 
stimmung vieldeutig. Aus dem Gesagten erhellt, dass es eine ziemlich 
verwickelte Aufgabe sein wird, die allgemeine Gleichung eines Monoids 
mit vorgegebenen singuliren Punkten (gewdhnliche Knotenpunkte, 
Punkte B,, B,, ...) aufzustellen. Wir werden desshalb hier nicht 
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auf diese allgemeine Frage eingehen, sondern nur einige ganz specielle 
hierher gehérige Flichen anfiihren. 

29) Das Monoid wu,-+g'=0, wo g einen linearen Aus- 
druck in w, y, 2 bezeichnet, besitzt drei biplanare Knotenpunkte B, 
in gerader Linie und lings dieser Geraden die constante Tangential- 
ebene w= 0, welche die Fliche hyperosculirt lings der ganzen 
Geraden. Ist g =O speciell die Ebene, welche die 3 reellen Wende- 
kanten des Kegels u, == 0 enthilt, so giebt es durch jeden Knoten- 
punkt noch eine reelle Gerade und diese 3 Geraden liegen in einer 
Ebene. Der Tangentenkegel aus einem der Knotenpunkte zerfallt 
hier in die beiden singuliren Ebenen und einen Kegel 4, Ord. mit 
dreifacher Kante. 

Ein Monoid mit zwei biplanaren Knotenpunkten B, erhilt man 
z. B. aus wu, + 9,279.20, wenn man fiir g, =0, g, =0 zwei 
Wendetangentialebenen des Kegels u, = 0 einsetzt. 

30) Monoide mit einem biplanaren Knotenpunkte B,, giebt es 
drei verschiedene Arten. Die Gleichung wu, + ou, =O stellt eine 
solche Flaiche dar, wenn die beiden Kegel u, = 0 und u, = 0 zwolf 
consecutive Kanten gemein haben. Es liegen aber auf einem Kegel 
3. Ord. us = noch 12 reelle Kanten, in denen ein Kegel 4. Ord, 
eine derartige Beriihrung eingehen kann, so dass der Kegel 3. Ord. 
noch ganz beliebig gewahlt werden kann. Ebenso stellt wu,-++ @u,.2?—0 
ein Monoid mit einem B,, dar, wenn u,—0O einen Kegel 2. Ord. 
bedeutet, der mit u, = 0 sechs consecutive Kanten gemeinsam hat; es 
giebt auf u,=—0 noch 7 reelle Kanten, in denen eine solche Be- 
rihrung stattfinden kann. Endlich ist auch wu, + g!=0O ein Mo- 
noid mit einem B,,, wenn g=O eine der drei.reellen Wendetangential- 
ebenen bedeutet. Das erstgenannte Monoid mit einem B,, erhilt man 
als einen Specialfall des Monoids erster Art mit 6 conischen Knoten, 
indem man diese Knotenpunkte continuirlich verschiebt, bis sie ein- 
ander unendlich nahe geriickt sind; diese Fliche besitzt demnach die 
daselbst angegebenen Nigenschaften, sie ist also insbesondere ein 
specielles Symmetroid. Das Monoid wu, + @u.? =O mit einem B,, 


ist ein specieller Fall des Monoids mit 6 conischen Knoten auf einem 
Kegelschnitte. 


Die Gestalten der Monoide mit einem allgemeinen dreifachen Punkte. 


31) In den beiden niichsten Capiteln soll eine vollstindige Scheidung 
aller Monoide 4. Ord. mit einem allgemeinen dreifachen Punkt, soweit 
dieselben gestaltlich verschieden sind, durchgeftihrt werden, und wir 
wollen deshalb in diesem Capitel das zu einer solchen Scheidung 
nothwendige Material zu gewinnen suchen. Vorher ist es jedoch er- 
forderlich, eine Definition fiir gestaltlich gleiche Flichen zu geben. 
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Diese Definition kann noch in verschiedener Weise aufgestellt 
werden. In der Functionentheorie betrachtet man zwei Fliachen als 
gestaltlich gleich, wenn sie durch stetige Deformationen in einander 
iibergefiihrt werden kénnen, ganz einerlei ob die Uebergangsfliichen 
sich durch algebraische Gleichungen darstellen lassen oder nicht. Eine 
solche Definition kénnte man auch hier beibehalten, jedoch scheint 
dieselbe bei der Frage nach den Gestalten der durch eine algebraische 
Gleichung dargestellten Flichen nicht zweckmissig zu sein. Wir 
werden aus diesem Grunde die folgende Festsetzung*) treffen. Zwei | 
Fliichen sind gestaltlich gleich, wenn sie durch stetige Aenderung der 
Constanten ihrer Gleichungen in einander iibergefiihrt werden kinnen, 
sodass wiihrend der ganzen Ueberfiihrung niemals eine Singularitat der 
Fliiche verschwindet oder eine neue entsteht; wir wollen diese Aenderung 
kurz als stetige algebraische Aenderung bezeichnen. 

32) Betrachten wir nun die vierfach unendlich vielen Monoide, 
welche die nimlichen Hauptgeraden besitzen. Wir greifen irgend zwei 
aus diesen Monoiden heraus, sie schneiden sich ausser in den 12 
Geraden noch in einer ebenen Curve 4. Ord. Jeder Strahl durch den 
dreifachen Punkt weist einem reellen Punkt der einen Fliche einen 
reellen Punkt der andern Fliche zu, einer ebenen Curve der einen 
Fliche entspricht eine ebene Curve der andern Flache. Die beiden 
Monoide sind demnach perspectivisch auf einander bezogen; der ge- 
meinsame dreifache Punkt ist das Centrum und die Ebene der ge- 
meinsamen Curve 4. Ord. die Ebene der Perspective. Die Perspective 
ist véllig bestimmt, wenn ein Paar entsprechende Punkte gegeben 
sind; dadurch wird das der Perspective eigenthiimliche Doppelver- 
hiltniss bestimmt. Ist das Doppelverhiiltniss gleich + 1, so sind die 
beiden auf einander bezogenen Monoide identisch, ist es dagegen 
gleich — 1, so sind die Monoide perspectivische Spiegelbilder von 
einander. Jede Perspective mit positivem Doppelverhiltniss kann 
stetig in eine solche mit dem Doppelverhiltniss + 1, jede Perspective 
mit negativem Doppelverhiltniss aber in eine solche mit dem Doppel- 
verhiltniss — 1 iibergefiihrt werden (die Grenzen 0 und oo darf das vi 
Doppelverhiltniss nicht iiberschreiten, da dann die Perspective keine v 
Bedeutung mehr hat). Bei positivem Doppelverhiltniss der Perspective i 
kénnen also die Monoide stetig in einander iibergefiihrt werden; bei g 
negativem Doppelverhiltniss lisst sich jedes Monoid in das perspec- b 
tivische Spiegelbild des andern iiberfiihren. Die perspectivische Spie- a 
gelung lisst sich aber folgendermassen in eine gewohnliche Spiegelung d 
verwandeln. Man nimmt als Ebene der Perspective die unendlich it 
ferne Ebene, dann liegen je zwei entsprechende Punkte gleich weit e 
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*) Vergl. Klein, Math. Annalen: Flichen dritter Ordnung, Bd. VI, p. 560. 
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vom Centrum der Perspective ab; die Verbindungslinien entsprechender 
Punkte zweier sich entsprechender Monoide werden alle in dem ge- 
meinsamen dreifachen Punkte halbirt. Dreht man eines dieser beiden 
Monoide um 180 Grad um irgend eine Axe durch den dreifachen 
Punkt, so wird dasselbe ein Spiegelbild des andern im gewdhnlichen 
Sinne; die spiegelnde Ebene geht durch den dreifachen Punkt und 
steht auf der Drehaxe senkrecht. Das Resultat fassen wir in den 
Satz zusammen: Alle Monoide 4. Ord., welche die gleichen Haupt- 
geraden besitzen, zerfallen in zwei Gruppen. Die Monoide jeder Gruppe 
kinnen durch stetige algebraische Aenderung in einander iibergefiihrt 
werden, sie sind gestaltlich gleich; die eine Gruppe besteht aus den 
Spiegelbildern der andern Gruppe. 

33) Bei der gestaltlichen Discussion der Monoidé kommt es also 
lediglich auf die Lage der 12 Hauptgeraden an, da alle Monoide mit 
gemeinsamen Hauptgeraden entweder direct oder nach vorgenommener 
Spiegelung gestaltlich gleich sind. Ist nun irgend eine Gruppirung 
der Hauptgeraden gegeben, wobei auch mehrere Geraden zusammen- 
fallen kénnen, so iindere man die Lage derselben stetig auf dem 
Kegel 3. Ord. so, dass sie immer durch einen Kegel 4. Ord. aus- 
geschnitten werden kénnen. Wird bei dieser stetigen Lagendinderung 
darauf gesehen, dass Geraden, welche urspriinglich zusammenfielen, 
dieses auch auf ihrer ganzen Wanderung thun, und dass niemals zwei 
Geraden zusammenriicken, welche urspriinglich getrennt lagen, so sind 
die zugehérigen Monoide von gleicher Gestalt, abgesehen von einer 
etwaigen Spiegelung. Denn der stetigen Aenderung der 12 Haupt- 
geraden entspricht eine stetige Aenderung der Monoide; dabei bleiben 
die vorhandenen Singularitiiten (Doppelpunkte, B,, B,, ...) erhalten, 
und es treten weder neue Singularitiiten auf, noch tritt eine Erhéhung 
der bereits vorhandenen ein, da getrennte Geraden immer getrennt 
bleiben. Nach der Definition sind alsdann alle so aus einander ab- 
geleiteten Monoide gleich hinsichtlich ihrer Gestalt. 

34) Nach dem Vorstehenden sind wir im Stande zu erkennen, 
wann zwei Monoide mit gleichem Tangentialkegel im dreifachen Punkt 
von gleicher und wann sie von verschiedener Gestalt sind. Es er- 
librigt uns noch solche Monoide hinsichtlich ihrer Gestalt zu ver- 
gleichen, welche im dreifachen Punkte verschiedene Tangentialkegel 
hesitzen. Dazu sei bemerkt, dass ein Kegel 3. Ord. nur eine einzige 
absolute Invariante besitzt, und dass alle Kegel von gleicher Invariante 
durch eine reelle lineare Transformation mit positiver Determinante 
in einander tibergefiihrt werden kénnen. Ein Kegel 3. Ord. kann nun 
eintheilig oder sweitheilig sein; alle eintheiligen Kegel kénnen durch 
stetige algebraische Aenderung in einander iibergeftihrt werden; Gleiches 
gilt fiir die zweitheiligen Kegel 3. Ord. Nun nehmen wir einen Kegel 
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3. Ord. mit 12 Geraden an, welche durch einen Kegel 4. Ord. aus- 
geschnitten werden und theilweise zusammenfallen kénnen. Ver- 
wandelt man diesen Kegel durch stetige Aenderung in einen neuen 
Kegel 3. Ord., so kénnen zugleich die 12 Geraden stetig in 12 Geraden 
des neuen Kegels von gleicher Gruppirung iibergefiihrt werden. Und 
zwar kann man dies immer erreichen, ohne dass inzwischen einmal 
zwei getrennte Geraden zusammenfallen oder zwei sich urspriinglich 
deckende Geraden auseinander riicken; denn von den 12 Geraden wird 
nur verlangt, dass sie sich stetig indern, im Uebrigen sind diese 
Aenderungen beliebig, nur die zwélfte Gerade ist durch die andern 
elf mitbestimmt. 

Fiir die weiteren Betrachtungen geniigt es also, Monoide 4. Ord. 
mit eintheiligem und solche mit zweitheiligem Tangentialkegel im drei- 
fachen Punkt zu unterscheiden; dagegen sind weitere Unterscheidungen 
iiberfliissig. Wir wollen sie dementsprechend kurz als eintheilige und 
zweitheilige Monvide bezeichnen. Um alle von einander verschie- 
denen Gestalten zu erhalten, geniigt es, wie wir soeben gesehen haben, 
fiir die eintheiligen sowie fiir die zweitheiligen Monoide einen ganz 
bestimmten Tangentialkegel im dreifachen Punkte anzunehmen. 

35) Die Frage nach allen gestaltlich verschiedenen zweitheiligen 
Monoiden deckt sich mit der Frage nach allen Gruppen von 12 Haupt- 
geraden auf einem zweitheiligen Kegel 3. Ord., welche nicht in der 
oben angegebenen Weise stetig ineinander iibergefiihrt werden kénnen; 
ganz analog ist es bei den eintheiligen Monoiden. Zur bequemeren 
Beantwortung dieser letzteren Frage mag hier noch Folgendes stehen. 
Wir gehen von einem ganz bestimmten zweitheiligen Kegel 3. Ord. 
aus, das zugehdrige elliptische Integral bezeichnen wir mit w und 
seine Perioden mit @ und iw. Dann kénnen wir auf dem paaren 
sowie auf dem unpaaren Kegelmantel eine positive und eine negative 
Bewegungsrichtung unterscheidex, je nachdem die Parameter der er- 
zeugenden Geraden bei der Bewegung zu- oder abnimmt. Sind nun 
auf dem paaren Mantel 4 Geraden gelegen, von denen auch mehrere 
zusammenfallen kénnen, und ist die Summe ihrer Parameter congruent 
Null modulo Perioden, so kann man es durch eine stetige Verschiebung 
der Geraden, bei welcher die Parametersumme bestindig congruent 
Null bleibt und die Reihenfolge der Geraden nicht geandert wird, er- 
reichen, dass die 4 Geraden einander beliebig nahe riicken und dass 
eine beliebige unter ihnen zur ersten Geraden wird, d. h. den kleinsten 
Parameter erhilt, Zu diesem Ende bewegt man diejenige Gerade, 
welche zur ersten werden soll, auf dem Kegelmantel in _positiver 
Richtung bis in die unmittelbare Nahe der zweiten, dann bewegt 
sich gleichzeitig eine Gerade, etwa die letzte, in negativer Richtung, 
also gegen die vorletzte hin, da die Summe der Parameter constant 
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bleiben soll. Jetzt bewegt man die erste Gerade sammt der zweiten 
bis in die Nahe der dritten, hierauf die drei Geraden bis in die Nahe 
der vierten u. s. w.; indessen bewegt sich die letzte Gerade bis in 
die Nihe der vorletzten, beide bis in die Nahe der drittletzten u. s. w., 
bis schliesslich alle 4 Geraden sich an einer und derselben Stelle des 
paaren Kegelmantels zusammendringen. Die Stelle, wo ein solches 
Zusammendringen der 4 Geraden stattfindet, muss ersichtlich eine 


A o ia’ 7 . 
der Kanten m Zz +-y sein, wenn m eine der Zahlen 1,2,...,4 


bedeutet. Kin ganz analoges Resultat lisst sich fiir den unpaaren 
Mantel eines Kegels 3. Ord. gewinnen, ganz abgesehen davon, ob 
derselbe einem eintheiligen oder zweitheiligen Kegel angehort. 


Monoide ohne Knotenpunkte; «, — 0 ein allgemeiner Kegel 3. Ordnung. 


36. Wir haben bereits im vorigen Capitel die Monoide in ein- 
theilige und zweitheilige*) geschiedeny je nachdem der Tangentialkegel 
im dreifachen Punkt ein- oder zweitheilig ist. Zuniichst werden wir 
nun die zweitheiligen Monoide einer gestaltlichen Untersuchung unter- 
werfen, auf die eintheiligen Monoide wird sich dieselbe alsdann leicht 
iibertragen lassen. Liegen von den 12 Hauptgeraden des Monoids 
24 auf dem paaren Mantel 2u auf dem unpaaren Mantel und sind 
2y conjugirt imaginar, wobei auch eine oder zwei Zahlen gleich Null 
sein kénnen, so kann man unbeschadet der Allgemeinheit annehmen, 
dass die Summe der Parameter der 24 Geraden des paaren Mantels 
fiir sich und ebenso der 2u Geraden des unpaaren Mantels fiir sich 
congruent Null ist. Denn man kann den allgemeinen Fall durch 
stetige Verschiebung der Geraden immer auf jenen Fall zuriickfiihren, 
so dass bei dieser Verschiebung getrennte Geraden stets getrennt 
bleiben und die Summe aller 12 Parameter bestindig congruent Null 
ist; eine derartige Operation hat aber, wie wir in Nr. 33 gesehen 
haben, keinen Einfluss auf die Gestalt des Monoids. 

37) Hier handelt es sich um Monoide ohne Knotenpunkte, d. h. 
um Monoide, deren Hauptgeraden simmtlich von einander getrennt 
liegen. Nach Nr. 36 und Nr. 35 kann man aber jedes Monoid in 
ein gestaltlich gleiches verwandeln, dessen reelle Hauptgeraden sich 
theilweise an einer Kante des paaren und theilweise an einer Kante 
des unpaaren Mantels zusammendringen; und zwar ist es auf dem 


P t 
paaren Mantel eine der Kanten: m 7s +. > und auf dem unpaaren 


eme der Kanten: ne, (m= 1,2,...,24; m=l,2,...,2p). Da 








*) Es soll hiermit durchaus nicht gesagt sein, dass ein solches Monoid aus 
zwei getrennten Theilen besteht. 
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aber im vorliegenden Falle die 24 Geraden des paaren Mantels alle 
von einander getrennt sind, so kann man dieselben, je nachdem man 
die eine oder die andere von ihnen zur ersten Geraden macht, an 


jeder der 24 Stellen m Te ss anhiiufen, also etwa an der Stelle 
ia’ 


3+ Hbenso lassen sich die Geraden des unpaaren Mantels immer 


an der Stelle 0 anhiufen. Daraus folgt aber unmittelbar, dass alle 
zweitheiligen Monoide ohne Knotenpunkte gestaltlich gleich sind, wenn 
sie in den Zahlen 24, 2u und 2» iibereinstimmen, dass sie aber ge- 
staltlich verschieden sind, wenn dieses nicht der Fall ist. Denn im 
ersteren Kalle kann man zunichst die imaginaéren Geraden der Monoide 
zur Deckung bringen und dann auch die reellen Geraden. 

Nur wenn alle Geraden imaginar sind, lisst sich dieses nicht mehr 
erreichen, vielmehr giebt es in diesem Falle noch zwei verschiedene Arten 
von Monoiden. Die Parameter von conjugirt imaginaren Geraden sind 
nimlich selbst conjugirt imaginé; bezeichnen wir sie mit a, + ib,, 


6 
*x=1,2,..., 6, so ist > 2a, = 0 (mod. wm). Je nachdem nun 
1 


6 6 
> 2a, = 0(mod. 2@) oder Pa 2a, =o(mod. 2), erhalt man ge- 
1 


staltlich verschiedene Monoide: denn der eine Fall kann nicht stetig 
in den andern iibergefiihrt werden, da dieses eine Aenderung einer 


© @ 
der Gréssen a, um .¥ erfordert. 


38) Ueber diese Monoide mit 12 imaginiiren Hauptgeraden soll 
sofort noch Einiges gesagt werden. Lisst man die 12 imaginiren 
Geraden paarweise zusammenriicken, so erhalt man ein Monoid mit 
6 imaginiren Knotenpunkten; und zwar liegen die Knotenpunkte im 


Falle > 2a, = (mod. 2) beliebig und das Monoid ist erster Art, 
im entgegengesetzten Falle liegen sie auf einem Kegelschnitt und 
das Monoid ist zweiter Art. 

Bei den Monoiden mit drei Paar conjugirt imaginiren Knoten- 
punkten, welche auf einem Kegelschnitte liegen, beriihrt die Ebene 
des Kegelschnitts das Monoid lings desselben. Zieht man also in 
dieser Ebene eine Gerade, welche den Kegelschnitt nicht trifft, und 
legt durch diese Gerade zwei Ebenen, welche jener benachbart sind 
aber zu verschiedenen Seiten liegen, so wird die eine Ebene das Monoid 
in zwei in einander liegenden Ovalen (Giirteleurve), die andere aber 
dasselbe gar nicht schneiden. Es giebt also bei dieser Art von Mo- 
noiden Ebenen, welche dasselbe tiberhaupt nicht treffen. Mit Hilfe 
der Gesetze der Continuitit lisst sich dann zeigen, dass die Monoide 
ohne Knotenpunkte mit 12 imaginiren Geraden in 2 Classen mit 
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folgenden Eigenschaften zerfallen. Die Monoide der einen Classe, fiir 


6 
welche p> 2a, = @(mod. 2@) ist, werden von jeder Ebene in einer 
1 


reellen Curve geschnitten, wihrend bei den Monoiden der andern 
6 


Classe, fiir welche 2 2a,=0(mod.2@) ist, Ebenen existiren, welche 


1 
dasselbe nicht in reellen Curven schneiden. Wir werden alsbald noch 
einmal darauf zuriickkommen. 

39) Nachdem so das néthige Material zur gestaltlichen Discussion 
der zweitheiligen Monoide gewonnen ist, ist es ein Leichtes auch die 
eintheiligen Monoide in dieser Richtung zu behandeln. Das elliptische 
Integral eines eintheiligen Kegels 3. Ord. besitzt die Perioden*) @ und 
LD die reellen Integralwerthe bilden die Parameter der Er- 
zeugenden des reellen Mantels; conjugirt imaginire Integralwerthe ge- 
héren conjugirt imaginiiren Geraden zu. Die Fille, wo die 12 Haupt- 
geraden des Monoids alle reell sind, oder wo sie theilweise reell und 
theilweise imaginir sind, erledigen sich genau wie beim zweitheiligen 
Monoid, nur dass hier bloss ein reeller Mantel des Tangentialkegels 
existirt. Der Fall, wo die 12 Hauptgeraden paarweise conjugirt ima- 
ginir sind, liefert bei den eintheiligen Monoiden nur noch eine einzige 
Flachenart, da die Bedingungen 


6 6 
> 2a, =O0(mod.2@) und > 2 a,x = (mod, 2 @) 
1 A 


. . “« . mo . 
nicht mehr von einander verschieden sind. Denn indert man a, + ib, 


. ? to’ , : . a—ia 
um die Periode ot und a, — ib, und die Periode > Was 


man ja immer darf, so sind die so gebildeten neuen Werthe wieder 
conjugirt imaginir, aber ihre Summe hat sich nur um @ geindert, 
so dass jene Bedingungsgleichungen in einander iibergehen. 

40) Wir haben in Nr. 32 gesehen, dass alle Monoide, welche die 
12 Hauptgeraden gemeinsam haben, in zwei Gruppen zerfallen; die 
Monoide jeder Gruppe sind unter sich gestaltlich gleich, die eine 
Gruppe besteht aus den Spiegelbildern der andern Gruppe. Es soll 
nun bewiesen werden, dass die Monoide ohne Knotenpunkte mit ihren 
Spiegelbildern von gleicher Gestalt sind. Geht man niimlich von 
einem beliebigen Monoid ohne Knotenpunkte aus, so kann man 
dasselbe stetig so aindern, dass der Tangentialkegel im dreifachen 
Punkt durch passende Spiegelung in sich selbst tibergeht. Ferner 
kann man es durch weitere stetige Aenderung im friheren Sinne 


_— 








*) Harnack, Math, Annalen Bd. IX, p. 18. 
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offenbar dahin bringen, dass die 12 Hauptgeraden symmetrisch zur 
spiegelnden Ebene liegen, und endlich kann man es erreichen, dass 
das Monoid selbst symmetrisch zu dieser Ebene liegt. Wenn aber ein 
Monoid in sich selbst gespiegelt werden kann, so ist jedes daraus 
durch Continuitit abgeleitete Monoid mit seinem Spiegelbild von 
gleicher Gestalt und somit unsere Behauptung erwiesen. Daraus folgt 
denn weiter, dass alle Monoide ohne Knotenpunkte, welche in ihren 
Hauptgeraden iibereinstimmen, von gleicher Gestalt sind; und allgemeiner, 
dass alle Monoide ohne Knotenpunkte, welche in der Zahl ihrer reellen 
Geraden und deren Vertheilung auf den paaren und unpaaren 
Mantel des Kegels 3. Ord. iibereinstimmen, von gleicher Gestalt sind. 

41) Man erhialt gemiiss diesen Auseinandersetzungen 36 ver- 
schiedene Monoide mit allgemeinem dreifachen Punkt und ohne Knoten- 
punkte; davon sind 29 gweitheilig und 7 eintheilig. Die sieben ein- 
theiligen Monoide sind dadurch charakterisirt, dass von den 12 Haupt- 
geraden resp. 12, 10, 8, 6, 4, 2, 0 Geraden reell sind. Bei den 
zweitheiligen Monoiden kommt es noch darauf an, wie viele von den 
reellen Geraden auf dem paaren und wie viele auf dem unpaaren 
Mantel des Kegels 3. Ord. liegen. Je nachdem 12, 10, 8, 6, 4 oder 
2 Geraden reell sind und jenachdem sie sich auf den paaren und den 
unpaaren Kegelmantel vertheilen, erhilt man 27 verschieden gestaltete 
Monoide. Dazu kommen noch zwei verschiedene zweitheilige Monoide 
ohne reelle Geraden, und hiermit sind alle Méglichkeiten erschépft. 

42) Versuchen wir es jetzt, uns ein klares Bild von den einzelnen 
hier aufgezihlten Monoiden zu entwerfen. Wir beginnen mit den beiden 
zweitheiligen Monoiden ohne reelle Geraden, ein einfacher Process wird 
uns dann aus diesen Flichen alle tibrigen abzuleiten gestatten. 

Die Osculationsebenen des Tangentialkegels im dreifachen Punkt 
bilden ein Dreiflach oder eine kérperliche Ecke, die durch eine reelle 
lineare Transformation mit positiver Determinante in eine gleich- 
winklige Ecke verwandelt werden kann. Die Gerade, in der sich die 
Winkel halbirenden Ebenen dieser Ecke schneiden, wollen wir dann 
als die Axe der Ecke bezeichnen, sie kann zugleich als die Axe des 
Kegels 3. Ord. aufgefasst werden; jede Ebene senkrecht zur Axe 
schneidet den Kegel in einer Curve 3. Ord. von der in Figur 1 ver- 
zeichneten Gestalt. Denken wir uns die Axe vertical gestellt und 
legen wir durch dieselbe verschiedene Ebenen. Jede solche Ebene 
schneidet ein zu dem Tangentialkegel 3. Ord. gehériges Monoid m 
einer Curve 4. Ord. mit dreifachem Punkte, deren drei Tangenten in 
diesem Punkte jenem Kegel angehéren, Die Curven 4. Ord. kénnen 
aber hier zwei wesentlich verschiedene Gestalten besitzen, sowie sié 
in Figur 2 und 3 angegeben sind. Es wird nicht iiberfliissig sein a 
bemerken, dass die einzelnen Curventheile auch durch’s Unendliche 
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gehen kénnen, wie in den Figuren 5a und 6a; jedoch ist das un- 
endlich Ferne, da es durch Projection in’s Endliche gertickt werden 
kann, hierbei nicht von Belang. Das Charakteristische der beiden 
Curven besteht ersichtlich darin, dass die Curve 3 von jeder Geraden 
in reellen Punkten getroffen wird, wiihrend dieses bei den Curven 
2 und 5a oder 6a nicht der Fall ist. Die Curve 3 verliuft desshalb 
stets durch’s Unendliche, die Curve 2 oder 5a oder 6a kann dagegen 
stets in’s Endliche gebracht werden; wir bezeichnen in Folge dessen 
jene Curven 4. Ord. kurz als unendliche und diese als endliche 
Curven. 

Lassen wir nun eine Ebene um die verticale Axe sich drehen, so 
wird die Schnittcurve in dieser Ebene sich stetig aindern, indem die 
Tangenten a, b und c auf dem Tangentialkegel fortriicken. Die 
Tangenten a und b Jiegen auf dem paaren, die Tangente ¢ auf dem 
unpaaren Kegelmantel, so dass nach einer Drehung der Ebene um 
180 Grad die Tangente a in b und b in a, die Tangente ¢ aber in 
sich tibergeht. 

43) Wir haben es hier mit Monoiden ohne reelle Geraden zu 
thun, ist also die Schnittcurve einer Ebene durch die Axe eine endliche 
Curve 4. Ord., so bleibt sie bei der Drehung der Ebene um die Axe 
stets eine endliche Curve. Denn die endliche und unendliche Curve 
4 Ord. mit dreifachem Punkt kénnen nur dadurch in einander iiber- 
gehen, dass sie in eine Curve 3. Ord. mit Doppelpunkt und eine 
Gerade durch diesen degeneriren, Ebenso wird die Schnittcurve in 
jeder Ebene durch die Axe eine wnendliche sein, wenn sie es in irgend 
eimer solchen Ebene ist. Auf diese Weise ergeben sich zwei wesentlich 
verschiedene Monoide ohne reelle Geraden; das eine wird von jeder 
Ebene durch die verticale Axe in einer endlichen, das andere in einer 
unendlichen Curve 4. Ord. geschnitten. Zur Unterscheidung sprechen 
wir von einem endlichen und einem unendlichen*) Monoid ohne 
reelle Geraden; es deckt sich diese Unterscheidang offenbar mit der- 
jenigen in Nr. 38. 

Bedenkt man, dass das endliche Monoid von jeder Ebene durch 
die Axe in einer Curve, wie sie Figur 2 zeigt, geschnitten wird, so 
erkennt man, dass dasselbe aus zwei getrennten Flichentheilen be- 
steht, welche nur in dem dreifachen Punkt aneinander stossen. Der 
eine Theil hat eine tropfenfirmige Gestalt, der andere eine trichter - 
formige; beide Theile kénnen natiirlich noch Ausbuchtungen besitzen. 








*) In der Topologie der Flichen spricht man von unpaaren und paaren 
Flichen; die letzteren theilt man weiter in Flichen ein, auf denen sich unpaare 
Curven ziehen lassen, und in solche, bei denen dies nicht der Fall ist, was ich 
hier durch endlich und wnendlich bezeichnet habe. Vergl. Klein, Math. Annal. 
Bd. VI, p. 577 f. 
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Aus Figur 3 erkennt man, dass auch das wnendliche Monoid aus zwei 
Theilen besteht, niimlich aus einem endlichen tropfenfirmigen und 
aus einem unendlichen Flichentheil, dessen ungefihre Form man 
durch Rotation der Curve in Figur 3 um die Axe erhiilt. 

Aus dem endlichen zweitheiligen Monoid erhalt man das eintheilige 
Monoid ohne reelle Geraden, wenn man den tropfenférmigen Theil 
sich véllig zusammenziehen und dann die trichterférmige Vertiefung 
nach dem dreifachen Punkt der Fliche etwas von diesem zuriickweichen 
lisst; jede Ebene durch die Axe schneidet eine Curve aus, wie sie 
Figur 4 zeigt. Durch eine analoge Operation kann man dieses ein- 
theilige Monoid auch aus dem wnendlichen zweitheiligen Monoid er- 
halten. Das eintheilige Monoid ohne reelle Geraden ist demnach stets 
endlich und besteht aus einem einzigen Fliichentheil. 

44) Wir verlassen jetzt die Monoide ohne reelle Geraden und 
wenden uns den Monoiden mit reellen Geraden zu und zwar zunichst 
den zgweitheiligen Filiichen dieser Art. Wiederum lassen wir eine Ebene 
sich um die schon oben definirte Axe drehen und untersuchen die 
Schnittcurve dieser Ebene mit der Fliche. So oft die Ebene bei ihrer 
Drehung eine Gerade des Monoids passirt, zerfiallt die Schnittcurve 
A, Ord. in diese Gerade und eine Curve 3. Ord., welche als Ueber- 
gangsstadium der endlichen Curve in die unendliche — und umgekehrt — 
aufzufassen ist. Die Gerade, welche sich von der Schnittcurve ab- 
trennt, fallt mit einer der drei Tangenten a, b oder c zusammen, und 
der diese Tangente beriihrende Ast der Curve 4. Ord. kehrt beim 
Durchgang durch die Uebergangscurve seine Kriimmungsrichtung um. 
Man kann desshalb eine Ebene durch die Axe immer so legen, dass 
die beiden Aeste, welche die Tangente a resp. ) beriihren, der Axe 
ihre concave Seite zukehren. Geht man von einer solchen Ebene aus, 
so hat die Schnittcurve die in Figur 2 resp. 3 verzeichnete Gestalt. 
Wir wollen nun die Aenderungen untersuchen, die diese Curve er- 
fahrt, wenn man die Ebene der Curve um die verticale Axe dreht, 
so dass sie die Geraden des Monoids der Reihe nach passirt. Die 
Geraden des Monoids kénnen nun auf dem paaren oder auf dem un- 
paaren Mantel des Tangentialkegels liegen, und wir miissen dem- 
entsprechend zwei verschiedene Fille unterscheiden. 

45) Angenommen es liegen zwei Geraden auf dem paaren Mantel; 
wir gehen alsdann von der Figur 2 aus oder der Bequemlichkeit halber 
von der Figur 5a, in welcher die Schleife bereits durch’s Unendliche 
gezogen ist. Das Monoid, dem diese Curve angehért, mag aus irgend 
einem Material, etwa Gyps, hergestellt sein; desshalb ist der Schnitt, 
soweit er durch den Gyps geht, schraffirt, um so die Vorstellung zu 
erleichtern. Dreht man die Ebene um die verticale Axe, so geht die 
Schnittcurve 5a continuirlich in 58, und dann in 5y iiber, um bei 
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weiterer Drehung abermals die Phase 58 und dann 5a zu durchlaufen. 
Hiermit ist der Cyklus aller Phasen, welche sich bei einer continuir- 
lichen Drehung um 180 Grad ergeben, geschlossen. Das Ergebniss 
lisst sich kurz zusammenfassen. Der trichterférmige Theil B und der 
tropfenartige Theil A, welche bei dem endlichen Monoid ohne reelle 
Geraden existiren, hangen hier an der Stelle C zusammen, wiahrend 
sie vorher getrennt waren. Aus dem endlichen Monoid ohne reelle Ge- 
raden erhdlt man das Monoid mit zwei reellen Hauptgeraden auf dem 
paaren Kegelmantel, wenn man den trichterférmigen und den tropfen- 
formigen Flichentheil an einer Stelle durchs Unendliche hindurch su- 
sammenwachsen lisst. Zu ganz derselben Fliche muss man gelangen 
und gelangt man, wenn man bei dem unendlichen Monoid ohne reelle 
Geraden die beiden Flichentheile an einer Stelle zusammenwachsen 
lisst. Denn alle Monoide mit nur zwei reellen Geraden auf dem 
paaren Kegelmantel sind gestaltlich gleich. 

46. Angenommen, es liegen zwei Geraden auf dem unpaaren 
Mantel, und gehen wir auch hier von der Figur 2 aus, die wir be- 
quemer in der Gestalt 6a voraussetzen. Eine Drehung der Ebene um 
die verticale Axe liefert hier der Reihe nach die Phasen 6a, 68, 6y, 
68, 6a, womit hier der Cyklus geschlossen ist. Es hiingt hier der 
trichterférmige Theil B — der allerdings hier kaum mehr seinen Namen 
verdient —- mit sich selbst zusammen. Mit anderen Worten: Aus 
dem endlichen Monoid ohne reelle Geraden entsteht das Monoid mit 
zwei reellen Hauptgeraden auf dem unpaaren Kegelmantel, wenn 
man den trichterformigen Theil durchs Unendliche hindurch mit sich 
selbst an einer Stelle C zusammenwachsen lisst. Dieselbe Fliche wiirde 
man auch erhalten, wenn man von dem wnendlichen Monoid ohne 
reelle Geraden ausginge und den unendlichen Flichentheil an einer 
Stelle mit sich selbst zusammenwachsen liesse. 

47, Angenommen endlich es liegen 2x Geraden auf dem paaren 
und 24 Geraden aut dem wnpaaren Mantel des Kegels 3. Ord., so 
erhilt man die Gestalt eines zugehdrigen Monoids auf folgende Weise: 
Man gehe von dem endlichen Monoid ohne reelle Geraden aus, lasse 
den tropfenformigen Theil an x Stellen mit dem ringférmigen Theil 
und diesen leteteren an A Stellen mit sich selbst durchs Unendliche zu- 
sammenwachsen, so erhilt man ein Bild von der Gestalt unserer Fliche. 
Dass das Gesagte seine Richtigkeit hat, tiberlegt sich der Leser leicht 
selbst, ich unterlasse es hier diese so einfachen Betrachtungen aus- 
zufiihren. 

Das Gesagte bezog sich immer auf zweitheilige Monoide und kann 
mit ganz geringen Modificationen auf eintheilige Monoide tibertragen 
werden; es ist iiberfliissig hier darauf einzugehen. 
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Monoide mit Knotenpunkten; u, — 0 ist ein allgemeiner Kegel 
3. Ordnung. i 


48. Im weiteren Verlauf dieser Abhandlung wird sich zeigen, 
dass man alle Monoide mit beliebigen Singularititen, sei es, dass die- 
selben vom dreifachen Punkt getrennt auftreten, sei es, dass dieser 
sich selbst complicirt, aus den Monoiden ohne Knotenpunkte durch 
gewisse einfache Operationen ableiten kann. Um diese Operationen 
leicht ausfiihren zu kénnen, ist es néthig naher auf die Topologie der 
Monoide ohne Knotenpunkte einzugehen; dieselbe wird zugleich dazu 
dienen, die Gestalt dieser Monoide noch deutlicher hervortreten zu 
lassen. Ich kniipfe meine Betrachtungen an die Topologie der Ring- 
flichen an, wie sie in der Lehre vom Zusammenhang der F lichen 
benutzt werden. Eine solche Ringfliiche mit mehreren Oeffnungen 
stellt Figur 7 dar, sie besitzt die vier fiusseren Oeffnungen A, B, C, D. 
Auf derselben ziehen wir die Curven 1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8, welche ein 
geschlossenes System bilden und die Eigenschaft haben, dass jede Curve 
ihre beiden Nachbarcurven in nur eimem Punkte schneidet; ein der- 
artiges Curvensystem wollen wir als eine Kette von Curven bezeichnen. 
Jeder dieser Curven entspricht eine Oeffnung der Ringfliiche, und zwar 
entsprechen den Curven 1, 3, 5, 7 die vier fiusseren Oeffnungen und den 
Curven 2, 4, 6, 8 vier innere Oeffnungen der Ringfliche; ein solches 
zusammenhingendes System von Oeffnungen bezeichnen wir analog als 
eine Kette von Oeffnungen. Zieht man eine der Curven und somit eine 
der Oeffnungen zusammen, so entsteht ein Knotenpunkt. 

Betrachten wir jetzt irgend eines unserer Monoide, um ein be- 
stimmtes Bild vor Augen zu haben etwa das Monoid mit 8 Haupt- 
geraden auf dem paaren Mantel und 4 Hauptgeraden auf dem unpaaren 
Mantel des Tangentialkegels 3. Ord., so finden wir da ganz analoge 
Verhiltnisse. Eine beliebige Ebene schneidet den Tangentialkegel in 
einer Curve 3. Ord., vergl. Figur 8, und die 12 Hauptgeraden des 
Monoids in den 12 Punkten A, B,C,...,M. Zieht man in dieser 
Ebene die Curven 1, 2, 3,..., 12, welche sich in den Punkten A, B, C,... 
beriihren, und macht man dieselben zu Leitcurven von 12 Kegeln, 
deren gemeinschaftlicher Scheitel im dreifachen Punkt des Monoids 
liegt, so schneiden diese Kegel das Monoid in zwélf Curven von 
folgenden Kigenschaften: Jede Curve ist fiir sich geschlossen und 
passirt den dreifachen Punkt des Monoids nicht; zwei benachbarte 
Curven schneiden sich nur in einem einzigen Punkt, derselbe liegt 
auf einer Hauptgeraden und bestimmt sich durch die gemeinsame 
Tangente der beztiglichen Leiteurven. Wir erhalten also hier Ketten 
aneinanderhiingender Curven ganz ebenso wie oben bei der Ringfliche; 
so bilden die Curven 1, 2,...,8 eine Kette und ebenso die Curven 
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9, 10, 11, 12. Jeder Curve entspricht eine Durchbrechung oder Oeffnung 
des Monoids, wir erhalten also auch swei Ketten von Ocffnungen. 
Durch Zusammenziehen solcher Oeffnungen entstehen aus den Monoiden 


en, ohne Knotenpunkte die Monoide mit Knotenpunkten. 
jie- 49. In einem friiheren Capitel hatten wir gefunden, dass ein 
ser Monoid einen Knotenpunkt bekommt, sobald zwei von seinen 12 Haupt- 
rch geraden zusammenriicken. Dasselbe folgern wir aus den Betrachtungen 
en der vorigen Nummer, da durch das Zusammenriicken zweier Geraden 
der eine der dort construirten geschlossenen Curven sich zusammenzieht 
azu und so ein Knotenpunkt entsteht ganz analog dem Vorgang bei der 
zu Ringfliche. Wir haben an der citirten Stelle weiter gesehen, dass 
ng- durch Zusammenriicken von 3, 4,5, ..., 12 Geraden ein biplanarer 
wi Knotenpunkt von der Ordnung 3, 4, 5, ..., 12 entsteht. Wie ein 
ven solecher Knotenpunkt sich gestaltlich wirklich entwickelt, kénnen wir 
~~ jetzt leicht verfolgen. In voriger Nummer haben wir eine Reihe von 
ein Curven auf dem Monoid construirt, die aneinander hingen und von 
rve denen jede zwei auf einanderfolgende Hauptgeraden der Fliche ein Mal 
ler- schneidet. Riicken also x Geraden zusammen, so ziehen sich (x — 1) 
en. Curven der Kette zusammen und es ziehen sich demgemiiss (x — 1) 
war kettenartig aneinanderhiingende Oeffnungen des Monoids zusammen; 
den auf diese Weise entsteht der biplanare Knotenpunkt x. Die gleiche 
hes Entstehungsweise hat bei allen biplanaren Knotenpunkten von der Ord- 
als nung x auf einer ganz beliebigen Fliche*) statt, wie man ohne Weiteres 
sine daraus schliessen kann, dass die Projection der Umgebung eines 
biplanaren Knotenpunktes durch eine Curve mit Spitze oder Selbst- 
be- beriihrungspunkt von der Ordnung x dargestellt wird. Da uns nun 
apt- die Gestalten der Monoide ohne Knotenpunkte alle bekannt sind, so 
sren kénnen wir unmittelbar die Gestalten aller Monoide mit Knoten- 
loge punkten erschliessen, indem wir nur die geeigneten Oeffnungen zusam- 
1 in menziehen; eine Beschreibung dieser Gestalten kann desshalb unter- 
des bleiben. 
eser 50. Dagegen bleibt auch hier noch die Frage zu erledigen, welche 
1 he Monoide sind gestaltlich gleich, d. h. welche Monoide kénnen alge- 
reln, braisch stetig in einander tibergefiihrt werden. Sicherlich erfordern 
ois zwei gestaltlich gleiche Monoide die Uebereinstimmung sowohl der 
von Anzahl der Hauptgeraden auf dem paaren als auch der der Haupt- 
and geraden auf dem unpaaren Mantel des Kegels 3. Ord. Wir bezeichnen 
arte erstere Zahl wie friiher mit 2A letztere mit 2u, wo 24+ 2u< 12 
liegt ist, und zerlegen diese Zahlen in beliebiger Weise in Summanden. 
same Jedem Summanden x entspricht ein Kuotenpunkt von der Ordnung «; 
etten *) Dieser Gedanke ist nicht neu, er findet sich bereits bei Rodenberg in 
che; der Beschreibung seiner Modelle von Flichen 3. Ordn. vor, (Verlag von L, Brill, 
Darmstadt). ; 
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die Reihenfolge der Summanden soll dabei genau nach der Reihen- 
folge der beziiglichen Geraden auf dem paaren resp. unpaaren Kegel- 
mantel geordnet werden. Bei zwei gestaltlich gleichen Monoiden miissen 
dann offenbar auch die Summanden sowie ihre Reihenfolge iiberein- 
stimmen, da dieselbe durch stetige Aenderung des Monoids nicht 
geindert werden kann. 

Sind die soeben genannten Bedingungen nothwendig, so sind sie 
doch nicht hinreichend und es bleibt uns noch zu untersuchen, inwie- 
fern zwei Monoide, welche in den genannten Stiicken iibereinstimmen, 
sich gestaltlich unterscheiden kénnen, Gehen wir von zwei bestimm- 
ten Zahlen 24 und 2y aus, und nehmen wir auch ihre Summanden 
und deren cyklische Reihenfolge als gegeben an; machen wir endlich 
in jedem Cyklus einen bestimmten Summanden zum ersten. Dann 
kann man jedes hierzu gehérige Monoid nach den Auseinandersetzungen 
der Nr. 36 und Nr. 35 durch stetige algebraische Aenderung in ein 
neues verwandeln, dessen Hauptgeraden, soweit sie auf dem paaren 
Mantel liegen, alle in der Niihe der Kante m > — —, und soweit 
sie auf dem unpaaren Mantel liegen, alle in der Nahe der Kante 
n % sich befinden, wihrend die dem ersten Summanden entsprechende 
Gerade den kleinsten Parameter erhilt. Dabei bedeutet m eine Zahl 
aus der Reihe 0,1, 2, ..., 24 —1 und m eine Zahl aus der Reihe 
GES... 901. 

Stimmen fiir zwei Monoide auch noch die Zahlen m und n iiberein, 
so sind sie sicher gestaltlich gleich, stimmen sie nicht tiberein und 
kénnen sie auch nicht in Uebereinstimmung gebracht werden, so sind 
sie gestaltlich verschieden. 

51. Aus einem Monoide mit den Zahlen m und v kann, wie man 
leicht erkennt, durch stetige Aenderung ein Monoid mit den Zahlen 
m-+- p und n + p abgeleitet werden, worin p irgend eine ganze Zahl 
bedeutet. Ferner kann aus einem Monoid mit reellen und imaginiren 
Hauptgeraden mit den Zahlen m und » ein Monoid mit den Zahlen 
m-+ 2p und n+ 2q abgeleitet werden, wobei p und q beliebige 
ganze Zahlen sind. Daraus folgt: 

Monoide mit Knotenpunkten, welche in den Zahlen 24 und 2u, 
deren Summanden und der Reihenfolge dieser Summanden iiberein- 
stimmen, lassen sich auf zwei Gestalten reduciren, falls nicht alle 
Hauptgeraden reell sind. Es sind nimlich alle Monoide gestaltlich 
gleich, fiir welche m und n gleichzeitig gerade oder gleichzeitig un- 
gerade sind, ebenso alle Monoide, fiir welche dieses nicht der Fall ist. 

Besitzt das Monoid nur reelle Geraden, so sind noch folgende 
Falle zu unterscheiden. Ist: 24 = 12, 2u = 0, so giebt es noch vier 
verschiedene Monoide, nimlich: m = 1, 5, 9, regp. 2, 6, 10, resp. 3, 7, 











11 

2u = 
Mon 
1, 2, 
Glei 
es W 


7, 8 


24 = 
vers 
gera 


Keg 
nun 
erfo 
eine 


Mon 


fach 
Pun 
Unc 
Der 
Do; 
keha 
dass 
geh 
wer 


dur 
Keg 


Bik 
Pu 
bei 
fac 


nal 
kor 


unt 





mn- 
el- 


en 


in- 


sht 











Flichen vierter Ordnung mit dreifachem Punkte. 87 


11, resp. 4, 8, 12; in gleicher Weise erledigt sich der Fall 24 = 0, 
2u = 12. Ist 24 —10, 24 = 2, so giebt es nur zwei verschiedene 
Monoide, namlich: m = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,9, 10 und » = 1, 2, 1, 2, 
1, 2, 1, 2,1,2 resp. m= 1,2, ..., 10undn = 2, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 1. 
Gleiches gilt fir 22 —2, 2u—10, Ist 24 —8, 2u=—4, so giebt 
es wiederum vier verschiedene Monoide, nimlich: m = 1, 2, 3, 4,5, 6, 
7, 8 und vm = 1, 4, 3, 2, 1,4, 3,2 resp. n = 4, 3, 2, 1, 4, 3, 2,1, resp. 
n= 3, 2, 1, 4, 3, 2,1,4, resp. n —2, 1, 4, 3, 2, 1, 4,3; ebenso fir 
24—=4, 2u=—8. Ist endlich 24 —6, 24 —6, so giebt es nur zwei 
verschiedene Monoide, nimlich m und n» beide gerade oder beide un- 
gerade, resp. m gerade, m ungerade oder umgekehrt. 

Der Beweis ergiebt sich sofort, sobald man bedenkt, dass ein 
Kegel 3. Ord, dreifach symmetrisch gemacht werden kann. Es kénnte 
nun eine vollstindige Aufzihlung aller Monoide mit Knotenpunkten 
erfolgen; jedoch ist die Zahl derselben zu gross und es wird durch 
eine soleche Aufzihlung nichts weiter erreicht. 


Monoide, fiir welche u, = 0 singulire Kanten besitzt; «, = 0 enthialt 
die singuliren Kanten nicht. 

52. Es sollen in diesem Capitel einige Specialisirungen des drei- 
fachen Punktes, die Classenerniedrigung eines solchen dreifachen 
Punktes, sowie das gestaltliche Aussehen derselben betrachtet werden. 
Und zwar werden die folgenden Fille hier ihre Erledigung finden: 
Der Tangentialkegel im dreifachen Punkte besitzt eine, zwei, drei 
Doppelkanten, oder eine dreifache Kante, oder er besitzt eine Riick- 
kehrkante oder eine Selbstberiihrungskante. Dabei wird angenommen, 
dass der Kegel u, == 0 durch keine der singuliren Kanten hindurch- 
geht; die tibrigen Fille werden im nichsten Capitel niher betrachtet 
werden. 

Wir erdrtern hier zuniichst die Frage nach der Classenerniedrigung 
durch den dreifachen Punkt in den aufgeziihlten Fiillen. Besitzt der 
Kegel eine Doppelkante, so schreiben wir ihn in der Form: 

Us = xyz + Av>+ 3Ba?y+ 3Crcy + Dy = 0. 
Bilden wir nun die erste Polarfliche eines Punktes P und ebenso eines 
Punktes Q in Bezug auf das Monoid, und schneidet die Schnittcurve 
beider Polarfliichen dasselbe in x Punkten, welche mit dem drei- 
fachen Punkt x ==0, y=0, 2=0 zusammenfallen, so ist die ge- 
nannte Classenerniedrigung gleich x. Unbeschadet der Allgemeinheit 
kénnen wir die beiden Polarflichen: 
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wahlen, welche sich in einer Curve mit vierfachem Punkte schneiden. 


Die Tangenten der vier Aeste in diesem Punkte sind os =0, = 
von denen drei eine ganz allgemeine Lage zum Kegel u, = 0 haben, 
und nur die vierte fallt mit der Richtung der Doppelkante zusammen. 
Jeder der ersten drei Aeste schneidet unsere Fliche in 3, der vierte 
aber in 4 zusammenfallenden Punkten; das erstere ist selbstverstiind- 
lich und das letztere erkennt man, wenn man die Potenzreihen des 
vierten Astes: s = az?+b2+.---, y=az?+ 625+ .--- aufstellt 
und in f(x, y, 2) substituirt, wo dann 2‘ als niedrigste Potenz von z 
erscheint: Die Reduction der Classe betrigt demnach: 


3+3+3+4=—13. 
Ganz analog gestalten sich die Verhiltnisse, wenn der Kegel u,—=0, 
zwei oder drei getrennte Doppelkanten besitzt. Dann werden von den 


vier Aesten ef =(, fi = (0 zwei resp. drei mit den Doppelkanten 


zusammenfallen und die Classenerniedrigung 14 resp. 15 sein. 
53. Eine besondere Behandlung erfordern die iibrigen Fille. Be- 
sitzt der Tangentialkegel eine Riickkehrkante, so hat er die Gleichung: 


u, = 22° + Av+ 3Ba*?y+ 3Czy’ + Dy’, 
zugleich wird: 

of Yen + 3Ax* + 6 Bay + 30y 4+ 
und 

of 


‘ ‘ 71), ‘ ° ou 
By 3 Ba? + 6Cay + 3Dy+ Oy . 


Von den vier Aesten der Curve of = (), ie = () haben zwei eine 


allgemeine Lage gegen den Kegel u, = 0, wihrend die beiden iibrigen 
die Riickkehrkante tangiren. Die Reihenentwicklungen der letzteren 
5 3 
beiden werden « = be?+ cz°+---, y= +az*+ B22?+---, die 
selben sind also mit einander verzweigt. Diese Reihen in f(xyz) ein- 
gesetzt ergeben als niedrigste Potenz von z die vierte, so dass die 
gesammte Classenerniedrigung sich auf 3+ 3+4-+4= 14 beliuft. 
54. Zerfallt der Kegel 3. Ord. in eine Ebene und einen sie be- 
riihrenden Kegel 2. Ord., so wird seine Gleichung: 


U, = «a(x? + Ay? + 2Bay + 2Cxz) 


ot —40ne + 32° + 4Bry + Ay + *, 


also: 


und 


of _<« . OU, 
= 2Azy + 2B2? + = 
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Daraus folgt, dass drei Aeste der Curve ge == (), $e = 0 die Be- 
rihrungskante « — 0, y = 0 tangiren; ihre Reihenentwicklungen wer- 
5 4 5 


den a= ebe*>+c22+.-., yeas? + &Be*+..., sie sind also 
mit einander verzweigt. Diese Entwicklungen in f(z, y, ) eingesetzt 
liefern 2 als niedrigste Potenz, so dass die Gesammterniedrigung der 
Classe des Monoids 3 + 4+ 4-+ 4 = 15 betrigt. 

55. Zerfallt der Tangentialkegel in drei sich in einer Geraden 
schneidende Ebenen, so wird seine Gleichung: 


Uy = zy (x + ey) 











und also: 
of OU, of Uy 
me 2uy + ey’ + dx’ Oy = x + 2oxy + oy . 


Alle vier Aeste der Curve oe = (Q, sf = 0 beriihren die Gerade 


a ==0, y=O, und ihre Entwicklungen sind von der Form: 
3 3 


e=tas*+be+.-., y= tae? + per+--., 






















resp. 
3 3 
a= + a,2* + de? ++, y=+a,2* + p,22+---, 
d. h. sie sind zwei Mal zu zwei miteinander verzweigt. Diese Reihen 
in die Gleichung des Monoids eingesetzt ergeben 2‘ als niedrigste 
Potenz, und folglich wird die Classenreduction gleich 16. 

56. Worin bestehen nun die gestaltlichen Aenderungen der 
Monoide, welche durch die aufgezihlten Specialisirungen des Tangen- 
tialkegels im dreifachen Punkt hervorgerufen werden? Beachten wir 
zuerst die Kinwirkungen einer Doppelkante des Tangentialkegels und 
zwar einer isolirten Doppelkante, Diese F lichen bilden den Uebergang 
von den zweitheiligen zu den eintheiligen Monoiden; man erhilt sie . 
aus den zweitheiligen Monoiden, mit einem tropfenférmigen Flichen- 
theil, indem man diesen immer kleiner werden und schliesslich véllig 
verschwinden lisst, ein Vorgang den man sich leicht vorstellt. 

Auch bei den Monoiden, deren Tangentialkegel 3. Ord. eine Doppel- 
kante mit reellen Tangentialebenen besitzt, ist der Vorgang ein dusserst 
einfacher. Als Ausgangsfliche wihlen wir das zweitheilige endliche 
Monoid, welches natiirlich keine reellen Geraden besitzen kann. 
Dasselbe besteht aus einem tropfenférmigen und einem trichterformigen 
Flachentheil, siehe Nr. 43; jeder Querschnitt durch die dort construirte 
Axe*) hat die Gestalt der Figur 2. Erhalt der Tangentialkegel eine 


paaren Kegelmantels nehmen, das Gesagte behilt auch dann seine Giiltigkeit, 
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reelle Doppelkante, so giebt es einen einzigen Querschnitt von der 
Form 9, wihrend alle iibrigen die Form 2 beibehalten. Der Effect, 
den das Auftreten einer Doppelkante beim Tangentialkegel 3. Ord. an 
der Gestalt des Monoides hervorbringt, ist also eine vollstiindige Ein- 
schniirung des trichterférmigen Theiles an der der Doppelkante ent- 
sprechenden Stelle, indem sich daselbst eine Schleife des bez. Querschnitts 
zusammenzieht. Dadurch wird zugleich ein Aneinanderdriingen des 
tropfenformigen und des trichterférmigen Flichentheiles an jener Stelle 
bedingt, wie dieses die Figur 9 erkennen lisst. Aus dem endlichen 
zweitheiligen Monoid kann man ganz ebenso Monoide ableiten, deren 
Tangentialkegel 3. Ord. zwei oder drei Doppelkanten besitzt, indem man 
den trichterférmigen Theil an zwei resp. drei Stellen in der angegebenen 
Weise zusammenschniirt. Liisst man zwei solche Einschrinkungen 
zusammenriicken, so erhilt man das endliche Monoid, dessen Tangen- 
tialkegel 3. Ord. eine Selbstberiihrungskante aufweist. 

Die Uebergiinge, welche wir bei den endlichen zweitheiligen 
Monoid geschildert haben, lassen sich mit Leichtigkeit auf ein be- 
liebiges zweitheiliges Monoid iibertragen. Auch hier sind solche Ein- 
schniirungen vorzunehmen, indem man jedes Mal eine Schleife des 
bez. Querschnitts zusammenzieht. Sind zwei oder drei Einschniirungen 
zu machen, so kénnen sie auf demselben Theil oder auf verschiedenen 
Theilen des paaren Kegelmantels liegen, je nachdem man von einer 
Einschniirung zur andern eine gerade oder eine ungerade Anzahl von 
Geraden des Monoids zu passiren hat. 

Das Monoid, dessen Tangentialkegel eine Riickkehrkante besitzt, 
leitet man am bequemsten aus dem Monoid ab, dessen Tangentialkegel 
eine isolirte Doppelkante besitzt. Man braucht dann nur in irgend 
einem Querschnitt durch die Doppelkante die eine Schleife zusammen- 
zuziehen, eine Operation, die mit der vorher geschilderten Einschniirung 
vollig tibereinstimmt. 

57. Zuletzt bleiben uns noch die Monoide zu beschreiben, deren 
Tangentialkegel aus drei sich in einer Geraden schneidenden Ebenen 
besteht. Wir gehen auch hier von dem endlichen zweitheiligen Monoid 
aus, und leiten daraus ein Monoid ab, dessen Tangentialkegel 3. Ord. 
drei Doppelkanten besitzt, indem wir drei Einschniirungen machen. 
Lassen wir dann den tropfenférmigen Theil sich immer mehr zusam- 
menziehen bis er schliesslich verschwindet, so erhalten wir die gesuchte 
Gestalt. Jeder ebene Schnitt durch die dreifache Gerade des Tangen- 
tialkegels 3. Ord. hat die Gestalt von Figur 10a, der Punkt O ist ein 
dreifacher Punkt der Curve; nur die drei singuliren Ebenen schneiden 
in einem isolirten (vierfachen) Punkt, durch welchen vier imaginire 
Geraden verlaufen. Die Flache besteht demnach aus drei getrennten 
Theilen, welche sich auf die sechs von den singuliren Ebenen erzeugten 
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Winkelriume so vertheilen, dass abwechselnd ein Raum von einem 
Flaichentheil besetzt und einer leer ist. Sind von ‘den 3 singuliren 
Ebenen zwei conjugirt imaginir, so giebt es um die dreifache Gerade 
nur noch zwei Winkelriiume, von denen der eine leer, der andere aber 
von dem einzigen noch vorhandenen Flachentheil occupirt ist. 

Gehen wir nicht von dem endlichen zweitheiligen Monoid, sondern 
von einem zweitheiligen Monoid mit reellen Geraden aus und fiihren 
an diesem die angegebenen Operationen aus, so erhalten wir ein Monoid 
mit reellen Hauptgeraden, dessen Tangentialkegel 3. Ord. eine drei- 
fache Kante besitzt. Man kann diese Flichen auch aus den soeben 
erhaltenen Monoiden ohne reelle Geraden aber mit dreifacher Kante 
des Tangentialkegels ableiten, indem man die Flichentheile durchs 
Unendliche zusammenwachsen liisst. Halbiren wir niimlich zwei be- 
nachbarte Winkelriume und nehmen wir an, dass der neu gebildete 
riumliche Winkel eine singuliire Ebene mit vier reellen Hauptgeraden 
des Monoids einschliesst; lassen wir alsdann eine Ebene diesen Winkel- 
raum durchlaufen, so hat die Schnittcurve in der Ausgangsebene die 
Form 10a, geht dann allmihlig in 10b iiber und weiter in 10c, um 
dann durch die an a gespiegelten Bilder von 10b und 10a zuriick- 
zukehren. Mit andern Worten, die beiden Flichentheile, welche an 
die nimliche singuliire Ebene angrenzen, sind jetzt zwei Mal durchs 
Unendliche hindurch mit einander verwachsen, wihrend sie vorher, so 
lange die Hauptgeraden imaginiir waren, getrennt waren. Hiermit 
ist aber unsere Behauptung erwiesen, und es ist eine Kleinigkeit in 
jedem vorliegenden Falle die néthigen Aenderungen anzubringen. 

58. Wir wollen in diesem Capitel noch kurz einige Flichen be- 
handeln, deren Tangentialkegel im dreifachen Punkte in drei Ebenen 
serfallt, und welche ausserdem noch 6 Knotenpunkte aufweisen. Nun 
zerfallen aber alle Monoide mit 6 Knotenpunkten in zwei Arten, namlich 
in Monoide, deren Knotenpunkte in einer Ebene liegen, und in Monoide, 
welche als Specialfall des Symmetroids erscheinen, siehe Nr. 14ff. Wir 
miissen also auch hier beide Fille unterscheiden und betrachten zuerst 
das Monoid, dessen 6 Knotenpunkte auf einem Kegelschnitte liegen 
und dessen Tangentialkegel im dreifachen Punkt aus drei sich nicht 
in einer Geraden schneidenden Ebenen besteht. Seine Gleichung ist: 
WEY e + (a4, 2* + ayy? + ay, 2? + Zaye + 2a, 8% + 2a,,cy)?=0. 
Der Tangentenkegel 6. Ord. aus einem Knotenpunkt zerfillt in zwei 
Ebenen, niimlich die Ebene des Kegelschnitts und eine der drei singu- 
laren Ebenen, und in einen Kegel 4. Ord. mit dreifacher Kante. Der 
eine Mantel dieses Kegels beriihrt die beziigliche singulire Ebene, die 
beiden andern Mantel sind mit einander verzweigt und die Tangential- 
ebene in ihrer Riickkehrkante enthiilt die Schnittgerade der beiden noch 
iibrigen singuliren Ebenen. 
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Um das Monoid zu erhalten, dessen 6 Knotenpunkte nicht in 
einer Ebene liegen, dessen Tangentialkegel im dreifachen Punkt aber 
ebenfalls von drei sich nicht in einer Geraden schneidenden Ebenen 
gebildet wird, benutzt man seine Eigenschaft Symmetroid zu sein, 
vergl. Nr. 21. An der citirten Stelle ist das Symmetroid mit 10 
Knotenpunkten eindeutig auf die Kernfliche 4. Ordnung eines Gebiisches 
von Flichen 2. Grades bezogen. Ferner findet sich dort auseinander- 
gesetzt, dass das Symmetroid einen dreifachen Punkt erhalt und dass 
die Kernfliche in eine Fliche 3. Ord. tibergeht, wenn eine der vier 
Grundflichen des Gebiisches durch eine doppelt gezihlte Ebene ersetzt 
wird. Die Beriihrungspunkte aller Flichen des Gebiisches, welche 
diese Ebene beriihren, bilden eine der Kernfliche angehérige Curve 
3. Ord., und dieser Curve entspricht bei der eindeutigen Beziehung 
zwischen der Kernfliche und dem Symmetroid der dreifache Punkt 
dieser Flache. Soll also der Tangentialkegel im dreifachen Punkt aus 
3 Ebenen bestehen, so muss jene Curve 3. Ord. in 3 Geraden zer- 
fallen; dann kann man aber zu Grundflachen des Gebiisches drei 
Flichen 2. Grades wihlen, welche je zwei dieser drei Geraden ent- 
halten. Wir nehmen desshalb als Grundfliichen 2. Grades die vier 
Flachen: 

w? = (), sy + b,2w + b,yw + b,2w = 0, 

yz+ ¢cawteyw+ ozw=0, 

sx +d,2w+ dyw + d,zw=—0, 
so dass die gesuchte Fliche durch die Determinante dargestellt wird: 


| 0 B 8 Bb, +7 +d, | 
B 0 4 Bb,+ye+9d,\ _ 
0 y 0 Bb,+ y¢,+ 0d; | 


| | 
Bb,+7¢,+0d,, Bb,+ye,+4d,, Bb,+ye,+0d,, @ | 


Der dreifache Punkt dieser Fliche ist ersichtlich B—0, y=—0, 0=0 

und die drei singuliren Ebenen in diesem Punkte sind: B- y - 0d =0. 

Die Knotenpunkte in der Ebene 6 = 0 liegen auf den beiden Geraden: 
y?c, + yd(d, —c,) — 0?d, = 0, 

und ganz analog in den beiden andern singuliren Ebenen. 

Die friiher bei dem gewéhnlichen Monoid mit 6 Knotenpunkten 
gefundenen Kigenschaften erleiden hier einige Abiainderungen. Der 
Tangentenkegel 6. Ord. aus einem Knotenpunkt zerfallt naimlich hier 
in drei Theile; den ersten Theil bildet die singulire Ebene, in welcher 
der Knotenpunkt liegt; den zweiten Theil bildet ein Kegel 2. Ord. 
durch den dreifachen Punkt und die vier nicht in jener singuliren 
Ebene gelegenen Knotenpunkte, derselbe beriihrt die singulire Ebene 
lings der Geraden durch den dreifachen Punkt; den letzten Theil 
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macht ein Kegel 3. Ord. mit Riickkehrkante aus, der durch die 5 noch 
iibrigen Knotenpunkte einfach hindurchgeht, und dessen Riickkehr- 
kante den dreifachen Punkt passirt. Der Kegel 2. Ord. berthrt die 
Flache ersichtlich lings einer Geraden und lings einer Raumcurve 
3. Ord., welche 5 Knotenpunkte und den dreifachen Punkt passirt. 
Die Monoide mit 6 Knotenpunkten, deren Tangentialkegel im 
dreifachen Punkt aus drei sich in einer Geraden schneidenden Ebenen 
besteht, haben alle die Higenschaft, dass ihre Knotenpunkte auf einem 
Kegelschnitt liegen. Ihre Gleichung lisst sich desshalb schreiben: 


wa (a—ay) (—By) + e(a*-+y* +2")? = 0 


Monoide, fiir welche u, — 0 singulare Kanten besitzt; u, = 0 geht 
durch diese Kanten hindurch. 


59. Unterwirft man den Kegel u, = 0 des Monoids eu,-+ u,—0 
denselben Specialisirungen, wie im vorhergehenden Capitel, lisst man 
jedoch die daselbst stipulirte Bedingung fallen, indem man den Kegel 
u, =O durch die singuliren Kanten des Tangentialkegels hindurchlegt, 
so erhalt man eine Reihe neuer Singularitiiten, und ihre Untersuchung 
ist es, welche uns in diesem Capitel beschiftigen soll. 

Wir beginnen mit dem einfachsten Fall, in welchem der Kegel u,—=0O 
eine Doppelkante hat; dann kann der Kegel u, = 0 entweder einfach 
durch die Doppelkante hindurchgehen, oder liings derselben einen der 
beiden Miintel von u, =O beriihren, und zwar kann die Beritihrung 
von der ersten, zweiten, ..., zehnten Ordnung sein. Wir nehmen 
als Gleichung des Kegels 3. Ordnung: 


u, = a“ye+ Av+ 3Ba*?y + 3Crey? + Dy =0 
und als Gleichung des Kegels 4. Ordnung: 
uy =a (Ga Hy) +2" (La?-+2 Kayt Ly?) e( M+ ---)-+ (Qu +.) 0. 
Es sind: 


aw ye+3Axe?+ 6Bay4+ 3Cy4+ Gei4+ 2la24+2Ky2+-- 


0x 


or =a22+ 3B2?+ 6Cayt+ 3Dy4+ He + 2Kae+ 2Lye+-- 


oy 
hieraus ergeben sich vier verschiedene Reihenentwicklungen fiir die vier 
Aeste der Curve af o =, if 0. Drei von den Aesten dieser 
Curve sind dargestellt durch die Reihen: 

e=ae+tbe+t---, yoae+ Bae?+---, t—1,2,3; 
sie schneiden ersichtlich das Monoid f(xyz) = u, + u, = 0 in je drei 


zusammenfallenden Punkten x = y=—2z=—0. Der vierte Curvenast 
erhilt die Reihen : 
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w—betpost---, ym Btpyet---, 
wo b= — H, 6 = — G ist. 

Diese Reihen in f(xyz) eingesetzt liefern als niedrigste Potenz 25 
und als Coefficienten dieser Potenz: — GH; der durch sie darge- 
stellte Curvenast schneidet demnach das Monoid in finf consecutiven 
Punkten « = y= z= 0. Die Gesammtreduction der Classenzahl durch 
den dreifachen Punkt betrigt 3-3 -+ 5 — 14. 

Soll der Kegel «, 0 den einen Mantel von u, =O liings der Doppel- 
kante beriihren, so muss G oder H verschwinden. Sei etwa H = 0, 
so werden die Entwicklungen des vierten Curvenastes: 


a=c8+dzi+.---, y= P2+ye3+---, 

wo B=—G und c=2LG — 3DG*. Die niedrigste Potenz in 
f(ayz) nach Einsetzung dieser Reihen fiir 2 und y wird nun ¢® und 
der Coefficient dieser Potenz wird: G?(L—GJD); die Erniedrigung 
der Classe wird also 3-3 + 6 = 15. 

Geht der Kegel u, —0 mit dem einen Mantel von u, = 0 lings 
der Doppelkante eine Beriihrung zweiter Ordnung ein, so wird 
IL—GD=0. Die Reihen des vierten Astes werden wieder: 


a=ee+dzt*+--.-, y= P2PQ+ye24+.---, 
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wo B = — G und c = — LG; die niedrigste Potenz in f wird dann 
2’, und die Classenreduction wird 3-3 -+ 7 = 16. 
Es liisst sich nun allgemein beweisen: Hat der Kegel u, = 0 eine 


Doppelkante, und geht der Kegel uy =O mit dem einen Mantel jenes 
Kegels liings derselben eine Beriihrung x'** Ordnung ein, so veducirt 
der dreifache Punkt des Monoids ou,+ u,—O0 seine Classe um 
3-3+x«+5=—14+% FEinheiten; dabei kann x die Werthe 1,2,.., 10 
annehmen. Um diese Behauptung zu beweisen, gehen wir von dem 
Monoid aus, bei welchem der Kegel u,—0O die Doppelkante von u,—0 
einfach passirt. Diese Doppelkante gehért dem Monoid einfach als 
Gerade an, und lings der Geraden besitzt dasselbe eine constante 
Tangentialebene. Eine beliebige Ebene durch diese Gerade schneidet 
das Monoid in der Geraden und in einer Curve 3. Ord. mit Doppel- 
punkt, deren einer Ast die Gerade beriihrt. Die zwei Ebenen durch die 
Gerade, welche den Kegel u, =O beriihren, schneiden ausser der 
Geraden noch eine Curve 3. Ord. mit Spitze aus, deren Tangente mit 
der Geraden zusammenfillt. Die Ebene, welche den Kegel u, —0 
beriihrt, beriihrt das Monoid lings der Geraden und schneidet noch 
einen Kegelschnitt aus, der die Gerade in zwei getrennten Punkten 
schneidet. Legt man durch den dreifachen Punkt des Monoids eine 
beliebige Gerade g, so giebt es durch diese Gerade noch 10 Tangen- 
tialebenen an die Flache, deren Beriihrungspunkte nicht in den drei- 
fachen Punkt fallen; es sind dieses die Ebenen durch die 10 Hauptgeraden 
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der Fliche, welche nicht mit der Doppelkante von u, = 0 zusammen- 
fallen. Liisst man also x von diesen 10 Geraden des Monoids in die 
Doppelkante hineinriicken, so giebt es nur noch (10 — x) Tangential- 
ebenen durch die Gerade g, mithin hat die Classe um weitere x Kin- 
heiten abgenommen. Diese Reduction wird aber durch den dreifachen 
Punkt bewirkt, da die Ebene durch g und die Doppelkante aus dem 
Monoid eine Curve ausschneidet, welche ausserhalb des dreifachen 
Punktes keinen Doppelpunkt mehr besitzt; hiermit ist aber die obige 
Behauptung erwiesen. 

Ganz dieselben Setiuiimngen lassen sich anstellen, wenn der 
Tangentialkegel 3. Ord. zwei oder drei Doppelkanten aufweist, nur 
kann die Beriihrung dieses Kegels mit einem Kegel 4. Ord. lings 
seiner singuliiren- Kanten nicht mehr von so hoher Ordnung wie 
vorher sein. 

60. Wir gehen jetzt weiter zu den Monoiden iiber, bei welchen 
der Kegel u, 0 ein Riickkehrkante besitzt und der Kegel u, = 0 
dieselbe in beliebiger Richtung durchsetzt. Die Gleichung des Tan- 
gentialkegels ist dann: 

u, = 22? + A+ 3Bory+ 3Crzy + Dy =0, 
die des Kegels 4. Ord. ist wieder: 


u,—= 23 (Ga+Hy)+2* (Ix?+-2 Kay+ Ly*)+2 (Ma +---)+ (Qat+---)=0. 
Hieraus folgt: 


$f 22¢4+3As*4 6Bay+30y4+Ga342lae4+2Kye+ ---, 


of _ 3 Bat + 6Cry +3Dy4+ He +2Kxe? +2 Lys -- 
Die Curve 24 — ‘ ft _© besteht wieder aus vier Aesten, von 
Ox oy 


denen zwei durch die Reihen x=a,2+);2?+-+-, y=aje+hi22+--- 
dargestellt werden, das Monoid also in drei consecutiven Punkten 
t= y=—2z=0 schneiden. Die beiden tibrigen Aeste sind mit einan- 
der verzweigt und ihre Reihen sind: 
5 
a=bee+ez*+---, y=ta 
wobei 


b= HO—GD 2 
, 2D ’ 


In f(xyz) eingesetzt liefern sie als niedrigste Potenz z” mit dem Coef- 


ficienten : = H; die Classenerniedrigung wird also 3 + 3 + 9 = 15. 


Beriihrt der Kegel wu, = 0 den Kegel u, = 0 lings der Riickkehr- 
kante, so wird H =. Wihrend die beiden zuerst genannten Aeste 
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ungeandert bleiben, erhalten die beiden letzteren die neuen Entwick- 
lungen: 


a=b2+oqe8+---, y= Bet+ye+---, i=1,2, 
wo b= — + und 3D#? + B(2L—3CG) —-KG+ : BG?=0. Die 


niedrigste Potenz in f nach Substitution der Werthe von x und y 


wird jetzt z° und ihr Coefficient — < 


der Classe auf 3+3-+5-+5= 16 beliuft. 

61. Bei den Monoiden, deren Tangentialkegel 3. Ord. eine Selbst- 
beriihrungskante besitzt, kann man ganz analoge Betrachtungen an- 
stellen. Durchsetzt der Kegel u,—0 den Kegel u, = 0 lings dieser 
Kante in beliebiger Richtung, so kann man setzen: 


u, = x(a? + Ay? + 2Bary + 2Czz), 


wihrend u, = 0 seine friihere Gleichungsform beibehilt. Alsdann wird: 


, 80 dass sich die Verminderung 


of 40x24 32% + 4Bay + Ay? + Ge? + 2I xe? + 2Kye* +--., 


of 2B2? + 2Acy4+ A+ 2Kr224+2Ly22+--.. 
Ein Ast der Curve of = 0, of a= 0 wird 
Ox oy 


e=ae+tbe+---, yeas+ B22+---; 


die drei tibrigen Aeste sind mit einander verzweigt; ihre Reihen werden 


5 4 5 
a= etbe?+..., y=eas’+ &Be°+.-.., 
. . ‘ - . ; 2C 2 
wobei ¢ eine dritte EKinheitswurzel und a? = bh , b= — 2 


Durch Einsetzung der Werthe von z und y in f ergiebt sich als niedrigstes 
Glied: < «Hai, so dass die Gesammtreduction der Classe 3+ 13 == 16 
wird. 

Tangirt der Kegel u, = 0 den Kegel u, = 0 lings seiner Selbst- 


beriihrungskante, wird also H —U, so indern sich die drei letzten 
Reihenentwicklungen und an ihre Stelle treten die folgenden: 


a=be2+ei+---, y= P2+y24+.-.-., 


wo 


_ G oe b0K+UB. 
i ey an ee “ee 
und 
5 3 
2=ber?+ez*+---, y=+tas*+ per+.--., 
wo 


pate o.. .. S4—008 
b= — . und a? = — —— 
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Der durch die ersten beiden Reihen dargestellte Curvenast schneidet 
das Monoid ersichtlich in 5 consecutiven Punkten « = y =2z=—0; 
die beiden letzten Reihenpaare stellen zwei verzweigte Aeste dar, 
welche mit dem Monoid 16 consecutive Punkte « = y = zg = 0 gemein 
haben. Die Classenreduction wird demnach in diesem Falle 18. 

Geht der Kegel u, 0 mit dem zerfallenen Kegel u, = 0 lings 
der Selbstberiihrungskante eine Beriihrung von hdéherer als der ersten 
Ordnung ein, etwa eine Beriihrung von der Ordnung x, (wo x = 1, 2, 
3, 4, 5, 6, 7), so ist die Classenreduction (17 + x). Der Beweis kann 
ganz ebenso gefiihrt werden wie vorher beim Tangentialkegel mit 
Doppelkante, wenn der Kegel u, = 0 eine hoéhere Beriihrung mit dem- 
selben eingeht. 

62. Es handelt sich nun noch um Monoide, deren Tangential- 
kegel aus drei sich in einer Geraden schneidenden Ebenen besteht, 
dessen Gleichung also die Form hat: u, = «y(# + ey) =0. Durech- 
setzt der Kegel wu, 0 die dreifache Kante von wu, = 0 in beliebiger 
Richtung, so kénnen wir seine friihere Gleichungsform benutzen, und 
es wird: 


i =2ry+ ov + G24 2l#x 4+ 2Key+--., 
of =2+ 2ery+ H2+ 2Kee+ 2L2y4+---. 
Rte vier Masts der Cerve ef = 0, fe 0 erhalten die Reihen: 
3 Ld 
em +ae + be2+---, y= tae’ + de +---, ¢=1,2 


3 3 
tata thet tes, yaa + Bette, k+3,4; 
wobei 2aa + oa?+G=0 und a?+ 2eac+ H=O0. In f (xyz) 


eingesetzt liefern sie als niedrigste Potenz (a?«+ oac?+Ga+Ha)z” , 
so dass die Classenerniedrigung 18 betrigt. 
Beriihrt u, =O eine der drei singuliiren Ebenen etwa a2 = 0, 
4. h. wird H = 0, so bekommen wir die neuen Entwicklungen: 
3 


a= +az*+bet+---, ye tas? t+ pet---, i—,2, 


ve | oo 


: G 
wo a? = und a=— 20a 
x 30 Q ° 
5 3 
t= bet+teer*+-.-, ye tas’ t+ pe+t.--, k=3,4, 
P G Bs 
wo a? <= — — und bd = — — ist. 
Q Q 


Mathematische Annalen. XXIV.} 
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Daraus erschliessen wir als Gesammtreduction der Classe die Zahl 
9+ 10 = 19. 

Auch hier lisst sich, wie in den vorhergehenden Fillen zeigen, 
dass sich die Classe um 20 resp. 21 erniedrigt, wenn die Beriihrung 
des Kegels u, = 0 mit der singuliren Ebene « = 0 von der zweiten 
resp. dritten Ordnung ist. 

63. Wir wollen es nun versuchen die geometrische Gestalt der 
in diesem Capitel aufgestellten Monoide mit dreifachem Punkte aus 
den Monoiden des vorigen Capitels abzuleiten, und werden finden, dass 
auch die neuen Gestalten aus der friiheren durch Zusammenziehen 
geeigneter Oeffnungen der Fliiche abgeleitet werden kénnen. 

Den Anfang machen wir mit den Monoiden, deren Tangential- 
kegel 3. Ord. eine reelle Doppelkante besitzt. Geht der Kegel u, = 0 
nicht durch diese Doppelkante hindurch, so hat das zugehérige Monoid 
die in Nr. 56 angegebene Gestalt. Um die Gestalt dieser Flache 
genauer zu verfolgen, denken wir uns dieselbe aus dem dreifachen 
Punkt auf eine Ebene projicirt, genau so wie in Nr. 48. Dem drei 
fachen Punkt entspricht dabei die Curve 3. Ord. mit Doppelpunkt, 
vergl. Fig. lla und 11b, den 12 Geraden die Punkte A, B, C, D,...; 
den punktirten Curven entsprechen geschlossene Curven des Monoids, 
die kettenformig an einander hiingen und folglich eben so viele Oeff- 
nungen des Monoids bedingen. Geht u, = 0 einfach durch die Doppel- 
kante hindurch, so erhiilt man noch zwei verschiedenartige dreifache 
Punkte, je nachdem man in lla die QOeffnung 1 oder in 11b die 
Oeffnung 1 zusammenzieht. Soll der Kegel wu, 0 einen Mantel des 
Tangentialkegels 3. Ord. lings der Doppelkante beriihren, so kann 
dieses ebenfalls noch auf zwei verschiedene Arten erreicht werden, je 
nachdem man die Oeffnung 2 in 11a oder in 11b zusammenzieht; es 
giebt also wiederum zwei hinsichtlich der Gestalt ihres dreifachen 
Punktes verschiedene Monoide. Ganz gleiche Resultate findet man, 
wenn man die Oeffnung 3, ete. in lla resp. in 11b zusammenzieht. 

Besitzt der Kegel u, 0 mehrere Doppelkanten, so kann man 
an jeder die vorher geschilderten Operationen ausfihren, und erhiilt 
dadureh die verschiedenen Monoide, deren Tangentialkegel 3. Ord. 
in einen Kegel 2. Ord, und eine Ebene oder in drei Ebenen zerfillt. 
Wie viele aneinanderhiingende Oeffuungen des Monoids man in jede 
Doppelkante zusammenziehen kann, ergiebt sich daraus, dass auf 
dem Kegel 2. Ord. resp. der Ebene, welche Theile des Kegels u, = 0 
bilden, nur 8 resp. 4 Hauptgeraden des Monoids liegen kénnen. 

Besitzt der Tangentialkegel u, =O eine isolirte Doppelkante, so 
geht man am bequemsten von dem gewdhunlichen endlichen Monoide 
aus. Liisst man den trichterférmigen Flichentheil an einer Stelle mit 
dem tropfenférmigen Theile zusammenstossen, so erhilt man eit 
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Monoid mit einem Knotenpunkte. Liisst man ferner den tropfen- 
formigen Theil sich véllig zusammenziehen, so riickt der Knotenpunkt 
in den dreifachen Punkt herein und es entsteht das gesuchte Monoid. 
Jeder Schnitt durch die singulire Kante hat die Form 12a; nur die 
Ebene, welche das Monoid lings der singuliren Kante beriihrt, schneidet 
in der Curve 12b. 

64. Im vorigen Capitel sind ww Ende der Nr. 56 die Monoide 
beschrieben, deren Tangentialkegel wu, = 0 eine Riickkehrkante besitzt. 
Dort war die Bedingung zu Grunde gelegt, dass u, = 0 die Riickkehr- 
kante nicht passirt; aus diesen Monoiden lassen sich aber diejenigen, 
bei welchen u, = 0 die Riickkehrkante passirt, sofort ableiten. Wir 
denken uns wieder das Monoid auf eine Ebene abgebildet wie in der 
vorigen Nummer; dem dreifachen Punkt entspricht dann eine Curve 
3. Ord. mit Spitze, Figur 13, den Hauptgeraden des Monoids ent- 
sprechen die Punkte A, B, C,.... Durch Zusammenziehen der Curve 
1, d. h. durch Zusammenziehen der dieser Curve entsprechenden Oeff- 
nung des Monoids, entsteht ein Monoid, bei welchem u, 0 die 
Riickkehrkante von u, = 0 einfach passirt. Zieht man° auch noch die 
Curve 2, d. h. die entsprechende Oeffnung der Fliiche, zusammen, so 
ergiebt sich das Monoid, bei welchem uw, = 0 den Kegel u, = 0 lings 
der Riickkehrkante beriihrt. 

65. Besitzt der Kegel wu, =O eine Selbstberiihrungskante und 
geht wu, = 0 nicht durch diese Kante hindurch, so haben die zuge- 
hérigen Monoide die in Nr. 56 beschriebene Gestalt. Ihre Abbildung 
auf eine Ebene mag wieder in der friiheren Weise ausgefiihrt werden; 
dem dreifachen Punkt entspricht der Kegelschnitt und die ihn be- 
riihrende Gerade in Figur 13, der unendlich fernen Curve des Monoids 
die Curve 4. Ord. u, = 0. Die schraffirten Theile (und ebenso die 
unschraffirten) bilden einen zusammenhingenden Theil des Monoids 
ab, so dass man von jedem Punkt zu jedem andern gelangen kann, 
ohne den dreifachen Punkt oder das unendlich Ferne zu passiren. Von 
dem schraffirten Gebiet zum unschraffirten kann man unter dieser 
Bedingung nicht gelangen. Der punktirten Curve 1 entspricht eine 
geschlossene Curve des Monoids; durch Zusammenziehen derselben, 
d. h. durch Zusammenziehen der entsprechenden Oeffnung des Monoids 
entsteht eine neue Fliche, fiir welche u,—0O die Selbstberiihrungs- 
kante von uw, == ( einfach passirt. Die Abbildung dieser Fliiche zeigt 
uns Figur 14a; die Gestalt des dreifachen Punktes bei allen diesen 
Monoiden ist nicht wesentlich verschieden. 

Aus diesen Monoiden kann man durch weiteres Zusammenziehen 
zweier Oeffnungen zu den Monoiden gelangen, fiir welche u, =O den 
Kegel u, = 0 lings der Selbstberiihrungskante beriihrt. Diese Monoide 
bilden hinsichtlich der Gestalt ihres dreifachen Punktes noch drei 
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verschiedene Classen; man erhilt sie, indem man in den Monoiden 
mit den Abbildungen 14a, 14b, 14c die Oeffnungen 1 und 2 zusam- 
menzieht, wodurch Monoide entstehen, deren Abbildung uns die 
Figuren 14a, 148, 14y liefern. Wie man hieraus die Monoide ab- 
leitet, fiir welche u, = 0 den einen Mantel des Kegels u, = 0 lings 
der Selbstberiihrungskante osculirt, hyperosculirt, etc., ist ohne Weiteres 
klar und braucht hier nicht auseinander gesetzt zu werden. 

66. Auch die Monoide, deren Tangentialkegel u, — 0 eine drei- 
fache Kante besitzt, lassen sich aus den in Nr. 57 beschriebenen 
Monoiden iiusserst einfach ableiten. Dort ist vorausgesetzt, dass u, =—0 
die dreifache Kante von u, =O nicht passirt; die Abbildung dieser 
Monoide zeigt uns Figur 15a. Den Curven 1 und 2 entsprechen zwei 
Curven des Monoids, durch deren Zusammenziehen zwei Oeffnungen 
des Monoids verschwinden; auf diese Weise entsteht ein neues Monoid, 
dessen Abbilduny durch Figur 15b repriisentirt wird. Wie man von 
diesem Monoide zu den Monoiden gelangt, bei welchen uw, = 0 eine 
der singuliren Ebene lings der dreifachen Kante beriihrt, osculirt oder 
hyperosculirt, ist wiederum ohne Weiteres klar. 

67. Fassen wir die in den letzten beiden Capiteln gewonnenen 
Resultate nochmals ins Auge, so kénnen wir dieselben folgendermassen 
zusammenfassen. Die aufgeziihlten Specialisirungen des dreifachen 
Punktes werden alle erhalten, indem man gewisse Oeffuungen der Fliche, 
welche an den dreifachen Punkt angrenzen, zusammenzieht. Jeder 
Erhéhung der Ordnung*) des dreifachen Punktes um eine Einheit ent- 
spricht das Zusammenziehen einer an den dreifachen Punkt angrenzen- 
den Oeffnung. Man kann auf diese Weise eine ganze Kette von Oeff- 
nungen in den dreifachen Punkt zusammenziehen, sobald nur die erste 
Oeffnung der Kette an denselben angrenzt. An Stelle des Zusammen- 
ziehens einer Oeffnung kann auch das Zusammenziehen eines tropfen- 
férmigen Flichentheils treten. 

Welchen Einfluss dieses Zusammenziehen von Oeffnungen auf die 
Gestalt irgend einer Projection der Umgebung des dreifachen Punktes 
in jedem Falle ausiibt, ist leicht zu verfolgen; ich unterlasse es darauf 
eluzugehen, 


Monoide, fir welche uw, in eine einfache und in eine Doppelebene, 
oder in eine dreifache Ebene zerfallt. 


68. Die analytische Behandlung dieser Fliichen mag wiederum 
den Anfang machen, und zwar beginnen wir mit den Monoiden, deren 


*) Unter der Ordnung eines n-fachen Punktes versteht man die Zahl, welche 
angiebt, um wie viel derselbe die Classe einer Fliche erniedrigt. 
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Tangentialkegel in eine Doppel- und eine einfache Ebene zerfiillt, also 
us; = ay. Dagegen uehmen wir fiir u, = 0 die friihere orm: 

u = Fat+ (Ga + Hy) + 2(La*? + 2Kay + Ly’) +.--- 
Die Polarfliiche eines beliebigen Punktes in Bezug auf unser Monoid 
schneidet jetzt eine Curve 12. Ord. mit siebenfachem Punkte aus. Es 
gentigt dieses fiir die Polarfliiche des Punktes 2,, y,, 0,0 zu beweisen, 
da man die Z-Ebene und die W-Ebene noch durch einen beliebigen 
Punkt hindurchlegen kann. Nun ist: 


af =2ry+ G24 2l2¢+2Ke4y4+.--., 
- = 2+ H+ 2K22+ 2027+... 

Fir die Schnittcurve der Polarfliiche: x, of + yw a = 0 mit 
7 C 


dem Monoid ergeben sich demnach folgende Reihenentwicklungen : 

A 5 a 5 

3 22» 3 ‘ 3 3/ 
e=eae +e&be-+--+, yoene’ +eBer+---, =, 
wobei ata + F=0 und 2a,aae+ ya? =0 ist; sie liefern einen 
superlinearen Zweig dritter Ord., welcher die Gerade c= 0, y = 0 
in seinem singuliren Punkt beriihrt. Kerner ergeben sich noch vier 
weitere Entwicklungen: # = 0,2? + ¢;25 +--+, y= aja + B2?*+.- 
i= 1,2,3,4 wobei: PF 4+ Ha + La? + Pai + Uat'=0 und 
ty (2ba-+G+42Ke-+300? + 47 a*)+-y,(H+2La+3Pe? +4 Ua) =0 
ist. Diese Reihen stellen vier einfache Curvenzweige dar, welche die 
Doppelebene in der Richtung der vier Hauptgeraden 2 = 0, uw, = 0 
beriihren; die Tangentenrichtung dieser Curvenzweige ist also von der 
Wahl der Polarfliche unabhiingig. Es ist dieses Verhalten ganz analog 
dem Verhalten der Polarfliche in einem uniplanaren Knotenpunkt*). 

69. Um die Reduction der Classenzahl des Monoids durch einen 

derartigen dreifachen Punkt zu bestimmen, miissen wir wiederum die 
a 


Anzahl der Schnittpunkte der Curve am ef _ () mit dem Monoide 


ey 
f=O0 aufsuchen, welche in den Punkt « = y = z = 0 hereinfallen. 
Die Curve besitzt erstens zwei mit einander verzweigte Aeste: 


) 


3 3 
w= +az*+de*+---, y= tas? + Be?+---, 
wobei 2aa + G =O und a? + H = 0 ist; sie ergeben als niedrigste 
Potenz von z in f(xyz) die vierte. Die Curve besitzt zweitens drei 
lineare Aeste: « = 0,2? + gaz +---, y= aye + Bie? +---, t=1,2,3, 


*) Vergleiche meine Arbeit tiber biplanare und uniplanare Punkte, Math, 
Ann. Bd. XXII, pag. 136 u. 137. 
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wobei: 2ba+G+2Ka+ 300? +470 = 0 und H4 2Lae+3Pae? 
+ 4U« = 0 ist; sie liefern als niedrigste Potenz von ¢ ebenfalls die 
vierte. Die Gesammtreduction der Classe des Monoids wird also 
5.4 = 20. 

70. Nehmen wir an, dass der Kegel wu, = 0 eine besondere Lage 
zur Doppelebene hat, indem er dieselbe tangirt, so tritt ee weitere 
Specialisirung des dreifachen Punktes ein. Bezeichnen wir den Kegel 
u, = 0 symbolisch durch (xyz), = 0, so werden seine Schnittgeraden 
mit der Ebene « = 0 durch (Oyz), = 0 dargestellt sein. Wir haben 
dann folgende Fille zu unterscheiden: (Oyz), =O hat eine Doppel- 
wurzel, oder zwei Doppelwurzeln, oder eine dreifache, oder endlich eine 
vierfache Wurzel. Die zugehdrigen Monoide werden wie vorher durch 
einen Kegel 12. Ord. mit sicbenfacher Kante projicirt. Drei der Mintel 
durch die siebenfache Kante sind, wie friiher in Nr, 68, mit einander 
verzweigt, ihre Reihenentwicklungen haben sich nicht wesentlich ge- 
iindert. Die vier iibrigen Mintel, welche vorher linear waren und die 
vier Geraden (Oyz), = 0 resp. beriihrten, werden jetzt theilweise ver- 
zweigt sein; einer Doppelwurzel von (Oyz), = 0 entspricht eine Ver- 
zweigung zweier Mintel, einer dreifachen oder vierfachen Wurzel eine 
Verzweigung von drei resp. vier Miinteln. Schon aus diesem Ver- 
halten des projicirenden Kegels kénnen wir schliessen, dass die Classen- 
erniedrigung des Monoids durch den dreifachen Punkt in den aufge- 
zihlten vier Fallen: 21, 22, 22, 23 respective betriigt. 

Kin strenger Beweis dieser Behauptung erfordert wieder eine Unter- 
suchung der Aeste der Curve ff =(), 35 = 0. Man erkennt sofort, 
dass die beiden vorher verzweigten Aeste keine wesentliche Aenderung 
erfahren, sie schneiden demnach das Monoid nach wie vor in je vier 
consecutiven Punkten. Dagegen tritt bei den drei linearen Aesten der 
Curve eine Aenderung ein. Besitzt (Oyz),—=0O eine Doppelwurzel 
y:2==a:1, so wird von den drei linearen Aesten 


e=be+oae+--.-, yoeauet pet+.:-- 


einer die Gerade y= az beriihren, da die Tangenten dieser Aeste 
. - ¢ ° e P 
sich durch « = 0, ay OY 4), = 0 bestimmen. Der eine lineare Ast 
schneidet desshalb das Monoid in fiinf, die beiden iibrigen schneiden 
in je vier consecutiven Punkten. Analoges gilt fiir eine zweite Doppel- 
wurzel, 
Besitzt (Oyz), =O eine dreifache Wurzel y: 2 = a: 1, so besitzt 

€ . . 

(Oyz), =O noch eine Doppelwurzel y: z= a:1; es fallen also 
Co ‘, . 

<—_ mm . . r e ° 
zwei Tangenten zusammen, von den drei linearen Zweigen des vorigen 


Falles sind jetzt zwei verzweigt. Die Reihen dieser Zweige sind: 
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c=be+ee+---, y=aet B22+---, 
resp. - 
5 3 


a=ber-+tde?+..., y= as+ ps? +... 


Der erste Zweig schneidet wieder in vier, die letzteren beiden dagegen 
schneiden in je fiinf consecutiven Punkten; deun es verschwindet nach 
Einsetzen der Reihen von 2 und y in f nicht nur der Coefficient 
ps 0 
(O@1), von zg‘, sondern auch noch der Coefficient B A (O«1), von 243, 
) P 
; i C 
Hat (Oyz), = O vier gleiche Wurzeln y:z=a:1, also 5y Oya)=0 
drei gleiche Wurzeln, so sind die drei (vorher linearen) Zweige von 
of _q of 
Ox ? Oy 


= () mit einander verzweigt und ihre Reihen werden: 


5 


7 4 5 
‘ Ey ry ‘ ‘ 
a=de+eee*+---, yoas+ eBet eyez? +..., 
2 ° . ° ° - > 
wo é=/j/1 ist. Jedes dieser drei Reihenpaare fiir x und y eingesetzt 
liefert als niedrigste nicht verschwindende Potenz von z die fiinfte, da 
: — - 2° j ~._¥s oO 
die Coefficienten von z', niimlich (O@1),, von z*%, niimlich Ba, Wel), 
ao 
Oa 
den. Somit ist die obige Behauptung erwiesen. 


a 0 P 2 . : 
von 2'3, niimlich y z (O@1), + F » (O@1), siimmtlich verschwin- 


71. Der Kegel w,—0 kann yoch eine Reihe anderer specieller 
Lagen in Bezug auf den Kegel u, = 2? y = einnelmen, indem er 
die singuliire Gerade x =O, y =O passirt und lings dieser Geraden 
die eine oder andere singuliire Ebene tangirt, osculirt oder hyperosculirt. 
Geht w,—=0 einfach durch die singulire Gerade hindurch, so wird 
F=0. Der projicirende Kegel 12. Ord. hat wieder eine siebenfache 
Kante; zwei Mal zwei Mintel durch diese Kante sind verzweigt, sie 
beriihren die Gerade x =, y =O; drei Mintel sind linear, sie be- 


riihren je eine der drei Geraden Zs (Oyz), = 0. Die Curve af = 0), 


a == () besitzt genau dieselben ftinf Zweige wie in Nr. 69, aber die 
3 3 

beiden Reihen = + az*+---, y=—+ae*+--- ergeben, in 
{(xyz) eingesetzt, jetzt als niedrigste Potenz z!t, so dass die Ernie- 
drigung der Classe des Monoids durch den dreifachen Punkt 21 betriigt. 

Beriihrt der Kegel u, =O die singuliire Ebene y=0 lings der singu- 
liren Kante « = 0, y =O, so wird auch noch G=0. Die linearen 
Mintel in der siebenfachen Kante des projicirenden Kegels 12. Ord. 
bleiben dabei ungeiindert; die vier iibrigen Mantel, welche die Kante 
«=O, y=O beriihren, bilden einen einzigen superlinearen Zweig 
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3 7 
mit den Reihen*) # = + az" + #be'+.--, y= sBs* +... 
wobei a? + H = 0 und 2B + yy =, 208 + Ia =. 
TO, 
Ox 0 


Die Curve =s (), 
dy 


= () besteht wieder wie in Nr. 69 aus 


drei linearen Zweigen, welche sich von den dortigen nicht besonders 
unterscheiden, und aus zwei verzweigten Aestea, deren Reihen hier die 
Form annehmen: 
3 5 
a=+az+bd22+.--., y= B2r-+ye*+---., 

wo H+e@=0, 6+1=0, b4+K=0. Die linearen Zweige 
schneiden das Monoid in je vier Punkten, die beiden verzweigten 
Aeste in je fiinf Punkten; die Gesammterniedrigung der Classe wird 
also 22. 

Osculirt der Kegel u, = 0 die Ebene y = 0 liings der singuliiren 
Kante, so wird ferner noch J = 0. Die linearen Miintel des proji- 
cirenden Kegels bleiben im Wesentlichen ungeiindert; die vier tibrigen 
Mintel, welche die Kante = 0, y =O beriihren, sind zwei Mal zu 
zwei verzweigt; ihre Reihen sind: 


3 5 
rm fas +er+---, ye the tystt---, i=1,2, 


, 


wobei a?+ H=0, und y,(b+ K)+ 2, 6=0, B(b+ K) — MH=0. 


° ° ° . ¢ j . ° 
Die drei linearen Zweige der Curve of == (), = ( bleiben wieder 
Da 


of 
oy 
ungeindert, die beiden verzweigten Aeste dieser Curve sind: 


3 5 
c= tas'+---, yotye te, 
wo @+H=0 und 2y+3Ma=0. Die drei linearen Aeste 
schneiden das Monoid wieder in je vier Punkten, die beiden verzweigten 
Aeste zusammen in 11 Punkten, so dass sich die Gesammtreduction 
der Classe auf 23 beliiuft. 

Wird die singuliire Ebene y= lings der singuliren Kante 
hyperosculirt, so verschwindet noch M. Die linearen Mintel des pro- 
jicirenden Kegels iindern sich auch hier nicht; die vier iibrigen, die 
Kante «=, y = 0 beriihrenden Mintel sind mit einander verzweigt 
und werden durch die Reihen 

9 9 il 


3 t 
Za + az’ +ce2+ede++.--, yomeds*+ Ee'+.-.., 
é'=1 dargestellt, wobei a?4+- H=0, c+ K=O und y,d+2,d=0, 


*) Hier wie im Folgenden spreche ich von den Reihen des projicirenden 
Kegels, obgleich die Reihen seiner Beriihrungscurve gemeint sind, 
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2add + Y=0. Die Curve $4 = (0, of. == () besteht wieder aus den 
Ou cy 


drei linearen Zweigen und aus zwei verzweigten Aesten mit den Reihen: 
3 7 


a= +t+az"+be?---, y= +084 ez +.--- 


’ 

wo @+H=0, b+K=0, und 2a0+Q=0, 2a¢4+120HK=0. 
Die linearen Aeste haben mit dem Monoide je vier, die beiden ver- 
zweigten Aeste je sechs consecutive Punkte gemein. Die Erniedrigung 
der Classe durch den dreifachen Punkt betriigt 24. 

72. Wenn der Kegel uw, = 0 die Doppelebene 2 = 0 lings der 
singuliiren Kante «= 0, y = 0 beriihrt, so wird H=0, Der proji- 
cirende Kegel 12. Ord. aus dem Punkte 2, y,, 0, 0 besitzt wieder eine 
siebenfache Kante, durch welche jetzt folgende Mintel gehen. Erstens 
existiren zwei lineare Mintel 


. a2 2 o we , 
gn byt + i ese gaye + Rite. SRE 
mit den Tangenten L + Poa + Ua"? = 0; zweitens giebt es zwei mit 
einander verzweigte Miintel 


3 3 
wa=+taz*+---, y=tas*+--,, 
fiir welche ae + G = Ound y, a? — 2G = 0 ist; drittens finden sich 


drei verzweigte Miintel 
5 4 
a=ebert-.--, yoeas*+-.., 
e&=1, wobei 27ba+G—0 und Va+Gb+ Le? =0 ist. Die 
Curve ot == (), so = () besteht aus zwei linearen Aesten 
e=be+---, yeast-::-, t= 1, 2, 
mit den Tangenten 2Z+3 Pa+4Ua?=0, und aus drei verzweigten 
Aesten: 
5 4 
a=meber>t..., y= eag +..-- 
fiir welche 2b « + G =O und b? + 2La = 0 ist. Die beiden linearen 
Aeste schneiden das Monoid in je vier, die drei verzweigten Aeste 
zusammen in 14 consecutiven Punkten, so dass der dreifache Punkt 
die Classe um 22 Kinheiten reducirt. 

Eine Osculation zwischen dem Kegel u, = 0 und der Doppelebene 
«= 0 findet statt, wenn gleichzeitig H = 0 und L = 0 werden. Der 
projicirende Kegel 12. Ord. besitzt jetzt nur noch einen linearen Mantel 
t=b2+.---, y=az+.--, mit der Tangente P+ Ua = 0, die 
6 iibrigen Mintel beriihren die singuliire Kante x=0, y=0, Von 
diesen 6 Miinteln sind ein Mal zwei verzweigt, ihre Reihen sind 

3 3 


z=+t+az*+.-.., ys=tas*+.-., 
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wobei aa+G=0 und y,a? — x,G@ =O ist, und einmal sind vier 
Mintel verzweigt, ihre Reihen sind 
7 


a= eceg*t.-.., y= sag +---, 


e4 = 1, wobei c?a + Ge+ Pa’ = 0 und 2ca + G= 0 ist. Die Curve 
YT ao 2 

Ox > a4 
mit der Tangente 3P + 4Ua = 0, und vier mit einander verzweigte 
Aeste mit den Reihen 


== () besitzt einen linearen Ast s=bz*?+----, y= az+-->, 


7 5 


‘ 1 4 
w=eSce +--+, yormne +:>-, gf==], 


wobei 2ca + G = 0 und c? + 3 Pa? =0 ist. Der lineare Ast schneidet 
das Monoid in vier, die vier verzweigten Aeste zusammen in 19 con- 
secutiven Punkten; die Classenreduction wird also 23. 

Soll der Kegel uw, 0 die Doppelebene x = (0 hyperosculiren, so 
miissen gleichzeitig H, Z und P verschwinden. Dann beriihren alle 
sieben Mintel des projicirenden Kegels 12. Ord. in der siebenfachen 
Kante die singuliire Gerade x =0, y=0; von denselben sind ein 
Mal zwei verzweigt, ihre Reihen sind 

3 3 
a—=+az*+ my y=+t+az*+.--., 
wo aa+G=0 und y,a® — x,G =O ist, und ein Mal sind fiinf 
verzweigt, ihre Reihen sind 
9 6 
a=etdg?+.-., y=eas’+-.., fan l, 
wo 2da+G=0Ound @a + Gd+ Ua't = 0 ist. Die Curve of 
if = () besteht aus fiinf verzweigten Aesten mit den Reihen 
9 6 
a=etde°>+---, y= eae +--+, eal, 
wobei: 2da+G=0 und d+ 4Ua? = 0 ist; sie schneiden das 
Monoid in 24 consecutiven Punkten. Der dreifache Punkt erniedrigt 
die Classe um 24 Einheiten. 

73. Gehen wir nun zu den Monoiden iiber, deren Tangentialkegel 
im dreifachen Punkt aus einer dreifachen Ebene besteht, oder, wie wir 
kurz sagen wollen, zu den Monoiden mit uniplanarem dreifachen Punkt. 
Als singulire Ebene nehmen wir die Ebene = 0, wahrend wiederum 
uy = Feit 8(G2+ Hy) + &([2*? + 2Kay + Ly’) +--- geseta 
wird. Es sind dann folgende fiinf Fille zu unterscheiden: Die vier 
Geraden u, = 0, «=O oder (Oyz), =O sind alle verschieden, oder 
es fallen zwei zusammen, oder es fallen zwei Mal zwei zusammen, 
oder endlich es fallen drei resp. vier von ihnen zusammen. Als Scheitel 













er 


det 
On- 


80 
alle 
hen 

ein 


iin 


das 
drigt 


kegel 
2 wir 
unkt. 
jerum 
esetzt 
> vier 

oder 
nmen, 
heitel 





Fliehen vierter Ordnung mit dreifachem Punkte. 


107 









des projicirenden Kegels 12. Ord. kénnen wir hier, unbeschadet der 
Allgemeinheit, den Punkt z, y, 2, w = 1, 0, 0,0 wihlen, dieser Kegel 
besitzt stets eine achtfache Kante. 

Falls die Geraden (Oyz), = alle verschieden sind, sind die acht 
Mintel des projicirenden Kegels 12. Ord. paarweise verzweigt, ihre 
Reihen sind 









ye eee y= apet---, i= » 23,4, 
wo (Oa@1), =O ist, d. h, die Mintel berthren die 4 Geraden (Oyz), =0. 
Die Curve A = 0, s = () besteht aus 6 Curveniisten, welche drei 


Mal zu zwei verzweigt sind und durch die Reihen 








=+be°+... 





y=ae+-:- 
vq (0@1),=0 ist. 
das Monoid in vier consecutiven Punkten, wodurch sich die Classen- 
erniedrigung des uniplanaren dreifachen Punktes auf 24 beziffert. 

Fallen von den Geraden (Oyz), = 0 zwei mit der Geraden y:2= a: 1 
zusammen, so sind von den 8 Minteln des Kegels 12. Ord. zwei Mal 
je zwei und ein Mal vier verzweigt, die ersteren haben die friiheren 
Reihen, die ie der letzteren sind 


ian, 2S, 











dargestellt werden, wobei Jeder Curvenast schneidet 








7 5 
a= - cz” 4 saat +..-, ymous+ eBst+.--, etl. 
Die Curve ot =0, it ) besteht wieder aus 6 Aesten, welche 


drei Mal zu zwei verzweigt sind; 





da aber die Tangenten dieser Aeste 





durch die Gleichung i. (O@1), 






= 0 bestimmt werden, so fillt eine 


der drei Tangenten mit y:¢—=a@:1 zusammen. Der zu dieser Tan- 
gente gehérige Zweig schneidet das Monoid im Ganzen in 9 Punkten, 
die beiden iibrigen Zweige in je 8 Punkten, so dass die Reduction 
der Classenzahl gleich 25 wird. Ein analoges Resultat kommt, wenn 
(Oyz), = 0 zwei Doppelwurzeln hat. 

Fallen von den ee (Oyz),=0O drei mit der Geraden y:z=a:1 
zusammen, so ist , ° (Oa), = 0 und nf (Ow1),=90, von den acht 
Minteln des Sens: 12. Ord. sind dann ein Mal zwei und ein Mal sechs 
verzweigt; die Reihen der letzteren werden 


10 












7 
+ stee’ +--+, yeast eps’ +--+, send, 


Die Curve a = (), i = ( besteht ans 6 Aesten, von welchen ein 





eel ce 


r= -+ ae! 







Mal zwei und ein Mal vier verzweigt’sind; die Reihen der letzteren werden: 
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3 7 4 
wotes*+ehdz'+---, ymas+eps'+---, =i. 
Diese Reihen in die Gleichung des Monoids eingesetzt liefern als 
niedrigste Potenz z'?, so dass die Gesammterniedrigung der Classe 26 

betrigt. 

Wird endlich (Oyz), = 0 eine reine vierte Potenz, so sind alle 8 
Mintel des projicirenden Kegels 12. Ord. mit einander verzweigt, sie 
haben die Reihen 

13 9 


3 H 
retest efeet..-, y=as+ eps '+.-.., 


of . led 
Auch alle Aeste der Curve f == (), = () sind mit einander ver- 
Cx 


of 
oy 


zweigt; die Classenerniedrigung durch den dreifachen Punkt wird hier 
gleich 27. 

74. Es ist noch die Aufgabe zu erledigen, die in dem letzten 
Capitel aufgestellten Fliichen auch gestaltlich aus den friiheren Flichen 
zu entwickeln. Zu diesem Ende gehen wir von dem Monoide aus, 
dessen Tangentialkegel 3. Ord. aus drei sich in einer Geraden schnei- 
denden Ebenen besteht, siehe Nr. 57. Nehmen wir ferner an, dass die 
Hauptgeraden des Monoids alle reell sind, und lassen wir eine singu- 
lire Ebene sich um die singulire Axe drehen. Wird diese Drehung 
so lange fortgesetzt, bis die Ebene mit einer der beiden tibrigen singu- 
liren Ebenen zusammenfillt, so geht das Monoid in ein solches iiber, 
dessen Tangentialkegel 8. Ord. aus einer einfachen und einer Doppel- 
ebene besteht. Wie diese neue Fliiche entsteht, kann man sich leicht 
vorstellen, wenn man bei der Ausgangsfliiche sich eine Ebene um die 
singulire Axe drehen liisst und die Schnittcurven beachtet. Die Ent- 
stehung dieser neuen Fliche unterscheidet sich aber in etwas von den 
gestaltlichen Entwicklungsvorgiingen, die wir in friiheren Capiteln 
kennen gelernt haben. Dort handelt es sich um das Zusammenziehen 
einzelner Oeffnungen der Fliiche, oder um das Zusammenziehen ein- 
zelner an den dreifachen Punkt angrenzender Schleifen der Fiche, 
die ebenfalls eine Einschniirung der Fliiche bewirken. Hier dagegen 
werden unendlich viele Schleifen zusammengezogen, welche die singu- 
liren Ebenen b und ¢ beriihren, wie man sofort an der Abbildung 
der Fliche auf eine Ebene erkennt. In Figur 16 entsprechen niimlich 
den Kreisstiicken Schleifen des zugehérigen Monoids, und durch Drehung 
der Ebene ¢ in die Lage b ziehen sich alle diese Schleifen zusammen; 
jeder Schnitt durch den dreifachen Punkt geht aus der Form 16a in 
die Form 16b tiber. Nur diejenigen Schnitte machen eine Ausnahme, 
welche durch eine der vier Geraden in der Doppelebene gehen, sie 
haben die Form 16c. So kommt es, dass der projicirende Kegel 12. 
Ord. jetzt eine siebenfache Kante erhilt, indem einer der beiden sich 
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beriihrenden superlinearen Mintel in vier lineare Mintel iibergeht, 
analog dem Uebergang der Curve 10b in 10c. Gehen wir noch ein- 
mal auf die Abbildung 16 zuriick, so erkennen wir, dass durch Zu- 
sammenziehen der Curven 1, 2, 3,4 daselbst ein derartiges Verhalten 
bedingt wird; jeder solehen Curve entspricht niimlich eine Doppel- 
schleife der Fliche, und wihrend unendlich viele einfache Schleifen 
zusammengezogen werden, werden vicr Doppelschleifen zusammenge- 
zogen, entsprechend den vier singuliiren Richtungen in der Doppel- 
ebene. 

75. Nachdem nun das Monoid, dessen Tangentialkegel aus einer 
einfachen und einer Doppelebene besteht, seiner Gestalt nach bekannt 
ist, kann man die weiteren Specialisirungen dieser Fliiche ganz wie 
friiher durch Zusammenziehen einzelner Schleifen (Oeffnungen, welche 
an den dreifachen Punkt angrenzen) erhalten. Riicken von den Haupt- 
geraden in der Doppelebene zwei, drei oder vier zusammen, so ver- 
zweigen sich von den vier linearen Minteln des projicirenden Kegels 
12. Ord. zwei, drei oder vier, was durch Zusammenziehen von einer, 
zwei oder drei Schleifen erreicht wird. 

76. Das Monoid, dessen Tangentialkegel im dreifachen Punkt 
aus drei sich in einer Geraden schneidenden Ebenen besteht, und bei 
welchem u, = 0 die singuliire Kante passirt, siehe Nr. 62, geht in ein 
Monoid mit Doppelebene iiber, wenn man eine der drei singuliren 
Kbenen so lange dreht, bis sie mit einer der tibrigen zusammenfillt, 
Der Uebergang ist genau wie in Nr. 74 zu bewerkstelligen. Man 
zieht niimlich zunichst die unendlich vielen Schleifen zusammen, welche 
die singuliiren Ebenen b und c beriihren, und dann zieht man in den 
drei (nicht mit der singuliiren Geraden zusammenfallenden) Haupt- 
richtungen noch eine zweite Schleife zusammen. Dadurch geht von 
den drei Paar einfach verzweigten Miinteln, aus welchen der proji- 
cirende Kegel 12. Ord. vorher bestand, ein Paar in drei lineare Miintel 
liber, analog dem Uebergang der Curve 17 in drei gerade Linien, die 
sich in einem Punkte schneiden. 

Aus dem soeben abgeleiteten Monoid erhilt man alle iibrigen 
Monoide mit einer einfachen und einer Doppelebene im dreifachen 
Punkt durch Zusammenziehen von Schleifen. Wenn u, = 0 die ein- 
fache Ebene lings der singuliren Kante beriihrt, osculirt oder hyper- 
osculirt, so bleiben die drei linearen Mintel des projicirenden Kegels 
12, Ord. ungeiindert, wiihrend die vier tibrigen vier Mintel entweder 
zwei Mal zu zwei oder ein Mal zu vier verzweigt sind; das letztere tritt 
bei einfacher Bertihrung und bei Hyperosculation ein. Den Uebergang 
von zwei Paar einfach verzweigten Aesten zu einem superlinearen 
Zweig 4. Ord. und umgekehrt zeigen die Figuren 18 und 19 resp, 
18a und 19a, welche das Zusammenziehen einer an den dreifachen 
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Punkt angrenzenden Schleife bei dem zugehérigen Monoid leicht er- 
kennen lassen. 

Wenn u,—0 die Doppelebene lings der singuliiren Kante be- 
riihrt , osculirt oder hyperosculirt, so bleibt cin Paar einfach verzweigter 
Mintel des projicirenden Kegels 12. Ord. ungeiindert, wihrend von den 
linearen Miinteln sich einer, zwei oder alle drei mit dem andern 
Mantelpaar verzweigen. Diesen Vorgang zeigt Figur 20, 20a, 20b, 
20¢; sie zeigen wiederum deutlich das Zusammenziehen der Schleifen 
bei dem zugehérigen Monoid. 

77. Von den Monoiden mit uniplanarem dreifachen Punkte macht 
man sich am besten eine Vorstellung, wenn man die Schnitte unter- 
sucht, welche von einer sich um die Axe y=(Q, ¢ =O drehenden 
Ebene ausgeschnitten werden. Dieselben haben im Allgemeinen die 
Gestalt der Figur 21@; dreht sich die Ebene, bis sie eine der vier 
Hauptgeraden enthilt, so geht 21@ tiber in 218, dreht sich die Kbene 
noch weiter, so geht 218 in 21y tiber. Man erkennt so, dass das 
Monoid in der Nihe des dreifachen Punktes folgende Gestalt hat. Im 
Aligemeinen liegt itiber der dreifachen Ebene nur ein einziger reeller 
Flichentheil; derselbe macht an vier Stellen Falten, wie sie Figur 22 
zeigt, jedoch existiren diese Falten bei jeder Hauptgeraden nur nach 
einer Seite hin (vom dreifachen Punkt aus gerechnet), Das Monoid besteht 
in der Umgebung des dreifachen Punktes nur aus einem einzigen un- 
paaren Flichentheile. 

Wenn «, = 0 die dreifache Ebene beriihrt, so geht der projicirende 
Kegel 12. Ord. aus 23-in 23a@ tiber, was mit dem Zusammenziehen 
einer Schleife bei dem zugehérigen Monoid identisch ist. Dasselbe 
besteht jetzt in der Nihe des dreifachen Punktes aus einem unpaaren 
Flichentheil und aus einem paaren Flachentheil, der sich dornfirmig 
in den dreifachen Punkt erstreckt, und dort den unpaaren Fliichentheil 
beriihrt. Wenn wu, die dreifache Ebene zwei Mal beriihrt, so 
giebt es im dreifachen Punkt ausser dem unpaaren Flichentheil noch 
zwei paare Fiichentheile. Findet zwischen u, = 0 und der singuliiren 
Ebene eine Osculation statt, so besteht das Monoid in der Niihe des 
dreifachen Punktes nur aus einem unpaaren Flichentheil, wihrend bei 
einer Hyperosculation neben dem unpaaren wieder ein paarer Fliichen- 
theil erscheint. 


Die Monoide mit Doppelgeraden. 


78. Soll das Monoid w.u, + u, = 0 eine Doppelgerade besitzen, 
so muss dieselbe offenbar Doppelkante sowohl fiir den Kegel u, = 0 
als auch fiir den Kegel u, = 0 sein. Wir kénnen desshalb, falls die 


Pes 


Doppelkante von u,—0 keine isolirte ist, fiir diesen Kegel die Gleichung 
u, = avye+ Aa? + 3Baey+ 3Cay’ + Dy =0 
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wihlen und ebenso fiir den Kegel 4. Ord. die Gleichung: 

u,=2*(Le?+2Kay+ Ly’) + 2(Ma?+3Naty+---) + Qat+.--=0. 
Dann existiren auf der Doppelgeraden = 0, y = 0 des Monoids zwei 
Punkte (Pinch-points), fiir welche die beiden Tangentialebenen zusam- 
- Die 


menfallen; es sind dieses die beiden Punkte ¢ —=——_—_— ° 
—2K+2VIL 


singuliren Ebenen in diesen beiden Punkten sind: x/I +y/L =0. 
Legt man durch die Doppelgerade und vier Hauptgeraden des Monoids 
einen Kegel 2. Ord., so schneidet dieser noch einen Kegelschnitt aus; 
es giebt im Ganzen 70 solcher Kegelschnitte. Dieselben liegen paar- 
weise in 35 Ebenen, den 35 noch existirenden dreifachen Bertihrungs- 
ebenen. Ausserdem giebt es auf der Fliiche noch 8 Geraden, welche 
den dreifachen Punkt nicht passiren, 

Um die Reduction der Classenzahl in diesem Falle zu erhalten, 


bemerken wir zunichst, dass die Curve 9. Ord. $f =(), af = 0) 
hier in die Doppelgerade und eine Curve 8. Ord. zerfillt. Die Doppel- 
gerade reducirt demnach an und fiir sich die Classe um 4 Kinheiten. 
Die Curve of =(, ~ 
Ox oy 

den, noch drei Aeste durch den dreifachen Punkt, so dass derselbe 
die Classe nur noch um 9 Einheiten erniedrigt. Ausserdem geht je 
ein Ast jener Curve durch die beiden Pinch-points, welche das Monoid 
in je drei consecutiven Punkten schneiden, wie man sich sofort tiber- 
zeugt, wenn man die Potenzreihen fiir die Curveniste aufstellt. Die 
Gesammterniedrigung der Classenzahl wird demnach gleich 19, 

Es braucht kaum hervorgehoben zu werden, dass die Pinch-points 
auch conjugirt imaginiir sein kénnen. 

79, Ist die Doppelkante von uw, = 0 isolirt, so lisst sich dieser 
Kegel in der Form schreiben 

u, = (2° + y’*)e+ A+ 3dBoly+ 3Crcy + Dy =0, 
wihrend «, == seine friihere Form beibehilt. Die Pinch-points sind 
2 

—UI+L)+VT—1+K* 
offenbar immer reell; natiirlich sind auch die singuliren Ebenen in 
diesen Punkten, nimlich 


= schickt, abgesehen von der Doppelgera- 


dann durch z = bestimmt, und sind hier 


V1—Leyaabr Pe iK.2 
4V 14 L4+V C= FAK? y= 0, 
stets reell. 


80. Nehmen wir die Doppelkante von u, = 0 wieder, wie in Nr. 78, 
mit reellen Tangentialebenen an, so kann eine weitere Specialisirung 
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dadurch eintreten, dass ein Mantel von u,=0 einen Mantel von 
u, = lings der Doppelkante beriihrt. Dieses tritt ein, wenn die 
Constante L in der Gleichung von u, = 0 verschwindet. Dann giebt 
es lings der Doppelkante eine feste und eine bewegliche Tangentialebene, 
1 . 
2K 
nur noch ein einziger singuldrer Punkt mitzusammengefallenen Tangential- 
ebenen, der durch Zusammenriicken zweier Pinch-points entstanden ist. 

Die constante Tangentialebene schneidet das Monoid noch in einer 
Geraden D+ Pz -+ Uy=0, welche den singuliiren Punkt nicht 
enthalt. Jeder. projicirende Kegel 10. Ord. beriihrt die Doppelgerade 
in dem singuliiren Punkt, so dass derselbe eine Form annimmt, wie 
sie Figur 24 zeigt. Den Beweis dafiir erhilt man, wenn man die 
Reihen der Curve f = 0, et = (0 im Punkt = y=0, «= — oR 
aufstellt. Die Reihen der Curve of = () sf = () in diesem Punkte 


’ 


beide fallen zusammen fiir den Punkt ¢ = — Es existirt hier 


P 1 . 
werden == bz, +--+, y=az?+---, wenn 2, = 2¢-+ Sp ist; 


der zugehérige Curvenast schneidet desshalb das Monoid in 6 conse- 
eutiven Punkten, Die Erniedrigung der Classenzah] wird also gleich 
19, genau wie in Nr. 78. 

81) Wenn ein Mantel von «, = 0 einen Mantel von u, = 0 liings 
der Doppelkante osculirt, so ist P—2KD. Dann gibt es wieder 
eine feste und eine bewegliche Tangentialebene, welche fiir den Punkt 


—_ 
é&= 


1 7 : 
— yx 2usammenfallen; erstere schneidet das Monoid noch in 


: hin 
2K 


durchgeht. Jeder projicirende Kegel 10. Ord. schickt zwei Mintel 


einer Geraden, welche durch den singuliren Punkt z= — 


durch denselben hindurch, er hat also die Form 25. Die Curve of =(), 


of = () besitzt in diesem Punkt ebenfalls zwei Aeste mit den Reihen 


eS 


oy 
= D2? +--+, yous, +--+, wo t=—1,2 und 24, —2+ oe 
ist; jeder Ast schneidet das Monoid in 4 consecutiven Punkten. Der 
singulire Punkt ist durch Zusammenriicken zweier Pinch- points und 
eines gewdhnlichen Knotenpunktes entstanden. Die Reduction der 
Classe betriigt hier 21. 

Findet zwischen einem Mantel des Kegels 4. Ord. und einem 
Mantel des Kegels 3. Ord. eine Hyperosculation statt, so hat man die 
Relation U 4+-3C0P —3DO0+ JD? =0. Bei dem projirenden Kegel 
10. Ord. sind jetzt die beiden Mantel durch den singuliren Punkt 
verzweigt, derselbe hat also die Form 26. Er erniedrigt die Classe 
des Monoids um 9 Einheiten, wie man durch Aufstellung der Curve 
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of ab 0 of 
Ox oy 
Pinch - points und eines biplanaren Knotenpunktes B, entstanden. 

Ganz analog ergiebt sich allgemein folgendes Resultat: Besitzen 
die Kegel u,=0O und u, = 0 eine gemeinsame Doppelkante und hat 
ein Mantel des einen Kegels mit einem Mantel des andern Kegels x 
consecutive Kanten gemein, welche mit der Doppellante zusammenfallen, 
so besitzt das zugehirige Monoid eine Doppelkante und auf ihr einen 
singuldren Punkt, der durch Zusammenriicken zweier Pinch- points und 
eines biplanaren Knotenpunktes B,-, entstanden ist und die Classe dem- 
gemiss um (x + 5) Einheiten erniedrigt. 

82) Eine andere Reihe von Monoiden erhalten wir, wenn beide 
Mintel von u, = 0 beide Mintel von wu, =O lings der gemeinsamen 
Doppelkante beriihren, was durch gleichzeitiges Nullsetzen von J und 
I erreicht wird. Dann giebt es liings der Doppelgeraden des Monoids 
zwei constante Tangentialebenen. Die Kegelschnitte, welche in den 
Ebenen durch die Doppelgerade liegen, schneiden sich alle in den- 
selben beiden Punkten der gpa ees in den beiden drei- 
fachen Punkten des Monoids «©=>y=2z2=—0 und «=y= 0, 
£—= — eK’ Die beiden dreifachen Punkte sind ganz gleichartig und 
erniedrigen die Classe, abgesehen von der Doppelgeraden, um 9, so 
dass die Gesammtreduction gleich 22 wird. Das Monoid erhiilt die 
beiden Gleichungen: 


eyzg+ A+ 3 Bayt 3Cay + Dy + 2Keay 
+ 2(M2 + 3Na®y + 30zy? + Py’) + Oat +4Rha y + 682 
+47zy> + Uy'=0, 


=0 zeigt, und ist durch Zusammenriicken zweier 


und: 
O 


syn + (4 M) + 5ety(B— 2) sen(e— f 
+y° (D— a ) + 2Ka?ary + 2,(\Ma* + ---)4+ (Qrt+---) =), 


2+ 5K" 

83) Auch hier kann wieder die Relation P=—2KD erfiillt sein, 

so dass der eine Mantel von u,—O0 den einen Mantel von uw, = 0 
osculirt. Dann verschwindet der Coefficient von y*® in der zweiten 
Flichengleichung, d. h. der Tangentialkegel in dem neuen dreifachen 
Punkte zerfallt in die Ebene 2 = und einen Kegel 2. Ord. Wiihrend 
also der urspriingliche dreifache Punkt nach wie vor die Classe um 
9 Kinheiten erniedrigt (abgesehen von der Doppelgeraden), erniedrigé 
der neue dreifache Punkt die Classe um 10 Einheiten, siehe Nr, 52. 
Wie wir soeben gesehen haben erhilt der Tangentialkegel im 
neuen dreifachen Punkt, ausser der Doppelgeraden des Monoids, eine 
8 
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. » Y O Md \ 
weitere Doppelkante z=0, z, = 3y(C — es ), sobald ein Mantel 


von u,; = 0 einen Mantel von u, = 0 lings der Doppelgeraden osculirt. 
Wir bezeichnen nun den Tangentialkegel 3. Ord. im Punkte « = 0, 


y=0, ¢=— mit U, == 0 und den Kegel 4. Ord. mit U, = 0 


a 
2K 
(so dass also die zweite Flichengleichung in U, + U, = 0 iibergeht). 
Dann lisst sich leicht auf analytischem Wege zeigen und es ist 
geometrisch unmittelbar klar, dass der Kegel U, = 0 durch die Doppel- 
kante «=O, 2, = 3y (c - ox) des Kegels U, = 0 hindurchgeht 


und daselbst mit dem einen Mantel dieses Kegels (x 





3) consecutive 
Kanten gemein hat, wenn der eine Mantel von u, = 0 mit dem einen 
Mantel von wu, == 0 x consecutive Kanten gemein hat. Der neue drei- 
fache Punkt reducirt demnach (abgesehen von der Doppelgeraden des 
Monoids) nach Nr. 59, die Classe um (7 + x) Einheiten, so dass die 
gesammte Classenerniedrigung gleich (20 + x) wird. 

84) Es kann nun weiter eintreten, dass beide Mintel von u, = 0 
beide Mintel von u, =O in der Doppelkante osculiren, dann _ ist 
gleichzeitig P—2KD und M=2KA, ad. h. der Kegel U, =0 
zerfallt in die drei Ebenen: 

a=0, y=0, «,— 3a(B- +) - 3y (Cc -- x) = 0. 
Die Classenreduction betrigt in diesem Falle 24. Finden zwischen 
den Manteln von vu, = 0 und uw, = 0 noch hohere Beriihrungen statt, 
so geht U, = 0 durch die Doppelkanten: 


2 O : ; > N 
c=, = 3y(C — ) resp. y= 0, 2, = 32 (B — =) 


2K 
einfach hindurch, oder beriihrt, osculirt oder hyperosculirt daselbst die 
0 hie 
Ebene 2, — 3.x(B _ = ) — 3y (c — =x) =°. Die Erniedrigung 


der Classe ist in jedem Falle leicht anzugeben. 

85) Ausser den bereits aufgeziihlten Monoiden mit zwei dreifachen 
Punkten sind noch folgende zu erwiihnen. Der Kegel wu, =O kann 
zwei Doppelkanten besitzen, die eime ist Doppelgerade des Monoids, 
wihrend zugleich der Kegel U, =O zwei Doppelkanten hat. Dann 
sind noch zwei Fille zu unterscheiden; entweder die Ebene von u, = 0 
ist mit der Ebene von U., = 0 identisch und die Kegel 2. Ord., welche 
als Theile von u, = resp. U, =O auftreten, beriihren sich lings 
der Doppelgeraden des Monoids, oder die Ebene von u, = 0 beriihrt 
den Kegel 2. Ord. von U, 0 und die Ebene von U, = 0 beriihrt 
den Kegel 2. Ord. von u, = 0. 

Der Kegel u, = 0 kann endlich drei Doppelkanten besitzen, die 
eine ist Doppelgerade des Monoids, wihrend der Kegel U, = 0 eben- 
falls drei Doppelkanten besitzt. Die beiden Ebenen von wu, = 0, 
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welche sich in der Doppelgeraden des Monoids schneiden, sind iden- 
tisch mit zwei Ebenen von U, =0. Die Classe einer solchen Fliiche 
ist 36 — 26 = 10. Ihre Gleichung liisst sich schreiben: 
syew + Yae'+ 4Rary + 68a°y? + 4Try + Uy =0. 
Besitzt dieses Monoid noch zwei Knotenpunkte, so ist seine Classe 
gleich 6 und seine Gleichung wird: 
ayew + (aaz* + 2bay + cy’)? =O. 

Es mag hier noch erwiihnt werden, dass auch bei den in 
Nr. 78, 79, 80 und 81 aufgeziihlten Monoiden der Kegel u, = 0 zwei 
resp. drei Doppelkanten besitzen und wu, = 0 eventuell durch dieselben 
hindurchgehen und daselbst beriihren kann, Ferner mag _hervorge- 
hoben werden, dass man zu keinen neuen Monoiden gelangt, wenn 
man die Doppelkante des Kegels wu. == 0 zur dreifachen oder vierfachen 
Kante des Kegels wu, = 0 nimmt, 

86) Es sollen nun diejenigen Monoide mit Doppelgeraden ihre 
Erledigung finden, deren Tangentialkegel w, = 0 eine Riickkehrkante, 
Selbstberiihrungskante oder dreifache Kante besitazt. Hat u, = 0 eine 
Riickkehrkante, welche fiir u, = 0 Doppelkante ist, so wird: 

u, = 22 + Av+3Bay + 3Cry + Dy’, 

wihrend «,== 0 die in Nr. 78 angegebene Form beibehilt. Auf der 
Doppelgeraden des Monoids existirt jetzt nur noch ein einziger ge- 
wohnlicher Pinch-point 2 = = Fz, mit der singuliren Ebene 
Ka + Ly =, wiihrend der andere Pinch-point in den dreifachen 
Pankt hereingeriickt ist. Von den vier Aesten, welche die Beriihrungs- 
curve des projicirenden Kegels 10. Ord. durch den dreifachen Punkt 
schickt, beriihrt einer die Doppelgerade und hat die Reihen: 2=bz*+---., 
y=aee+---, wobei Da+ L=—O und 2b+4 3002+ 2Ka = 0. 
Man findet, dass die Erniedrigung der Classe durch den dreifachen 
Punkt jetzt 12 betriigt, sie hat sich also durch Hereinriicken des 
Pinch- point um 5 vermehrt, 

Beriihrt ein Mantel des Kegels u,—=0 den Kegel uw, = 0 lings 
seiner Kiickkehrkante, so wird ZL —0. Dann giebt es lings der 
Doppelkante eine constante Tangentialebene « = 0 und eine bewegliche 
x (J 7 ) + 2yK =v. Beide Pinch-points sind hier in den drei- 
fachen Punkt hereingeriickt. Von den vier Aesten der Beriihrungs- 
curve des projicirenden Kegels 10. Ord. beriihrt wiederum einer die 
Doppelgerade, er hat die Reihen «= bz'+ ---, y= azi+.---+ Die Re- 
duction der Classe des Monoids dureh den dreifachen Punkt betriigt 15. 

87) Besitzt wu, — 0 eine Selbstberiihrungskante, welche fiir u, = 0 
Doppelkante ist, so schreiben wir: 

u, = 2(Av? + By? + 2Cxy+ 2Dz2z), 


gt 
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Dann giebt es auf der 
_ 2DL 
ke—JS L 
mit der singuliren Ebene Ka + Ly = 0; der andere ist in den drei- 
fachen Punkt hereingeriickt. Der projicirende Kegel 10. Ord. schickt 
vier Miintel durch den dreifachen Punkt, von welchen zwei die Doppel- 


wihrend wu, seine friihere Form nicht indert. 


Doppelgeraden wiederum nur einen einzigen Pinch- point z 


gerade beriihren und mit einander verzweigt sind, ihre Reihen sind: 
. 3 


a=bee+t---, y=+az* +---- Von den drei Aesten der Curve 
8. Ord. of == (), 4 =( im dreifachen Punkt sind ebenfalls zwei 
A 


verzweigt, sie haben die Reihen: 


a=bee+..., y=+ az" +.--,, 

wobei Bb + L =O und Ba? + 4Db =0 ist. Die Erniedrigung der 
Classe durch den dreifachen Punkt wird in Folge dessen gleich 13. 

Beriihrt einer der Mintel von u, —0 den Kegel uw, —0 lings 
seiner Selbstberiihrungskante, so verschwindet der Coefficient von 2*y?, 
nimlich LZ, und es giebt in der Doppelgeraden eine constante und eine 
bewegliche Tangentialebene. Beide Pinch- points sind in den dreifachen 
Pankt hereingeriickt. Der projicirende Kegel 10. Ord. schickt vier 
Mintel durch den dreifachen Punkt, von welchen zwei die Doppel- 
gerade beriihren; ihre Reihen sind «= b;z° +--+, y=aja?+--., 


i=1,2. Auch von den drei Aesten der Curve 8. Ord. of = (), 
C 
of _© berthren zwei die Doppelgerade und besitzen die Reihen: 


aa bz? +--+, y= a2? +--+, t= 1,2; sie schneiden desshalb das 
Monoid in je 7 consecutiven Punkten. Demnach wird die Reduction 
der Classe durch den dreifachen Punkt gleich 17. 

Osculirt einer der Mintel von u, =O die Ebene =O lings der Selbst- 
beriihrungskante, so verschwindet auch noch P. Dann sind die beiden 
Mintel des projicirenden Kegels 10. Ord., welche die Doppelgerade tangiren, 


verzweigt und ihre Reihen werden x =—-+. dz +--+, y=az?+-.-,, 
wo Ba+2K=0 und: 4Dd — Uat=. Von den drei Aesten 


ae! 


der Curve 8. Ord. of = (), + ==() beriihren wieder zwei die Doppel- 
0 D 
gerade; der eine hat die Reihen x=—bz2°+.---, y=az?+---, wo 


Ba+ K=0 und 4Db+ Ka=0 ist, der andere hat die Reihen 
g=eei+--., yea2+---, wo Bat+t2K=—0 und Kb—2U0e'=0 
ist. Der erstere Ast schneidet das Monoid in 7, der letztere in 8 
consecutiven Punkten, so dass die Classenerniedrigung durch den drei- 
fachen Punkt gleich 18 wird. 

Osculirt einer der beiden Mintel, die u,— durch die Selbst- 
beriihrungskante schickt, den Kegel: 
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Ax*? + By? + 2Crzy+2Dzz2=—0, 
so gelten die Relationen L =—0, BK — D Pe=0. Die beiden Mantel 
des projicirenden Kegels 10. Ord., welche die Doppelgerade des Mo- 


noids beriihren, sind dann ebenfalls mit einander verzweigt, aber ihre 
Reihen werden jetzt: 


7 5 
a=cei+tde*+--. year+ Be*+..,, 
wo 
2K d : 2K* 
eae un C= BD 


ist. Ebenso beriihren zwei Aeste der Curve 8, Ord. $e == (), 5 = 0, 


ganz wie vorher, die Doppelgerade; ihre Reihen sind: 
a=be+--, yoaer+t---, t—1,2, 

wobel 

K 

B ? 


Pa 


2K Pa 
‘ 


3 
» neil gy ae 


“= und @, = 
ist. Der erstere Zweig schneidet das Monoid in 7, der letztere in 8 
consecutiven Punkten; die Classenerniedrigung wird wieder 18. 

Es ist ferner méglich, dass ein Mantel von u, =O mit dem Kegel 
Avt By + 2Cxzy+2Duaz2—0 vier, fiinf, sechs, oder sieben 
consecutive Kanten gemein bat, die alle in die singuliire Gerade x = 0, 
y = O hereingeriickt sind. Dann wird die Reduction der Classe durch 
den dreifachen Punkt sich auf 19, 20, 21 oder 22 belaufen. Der Be- 
weis lisst sich geometrisch leicht fiihren und ist ganz analog dem 
Beweise in Nr. 59. Dabei werden die beiden Miintel des projicirenden 
Kegels 10. Ord., welche die Doppelgerade des Monoids tangiren, ver- 
zweigt sein, wenn die Zahl der consecutiven Kanten fiinf oder sieben 
betriigt; betriigt sie jedoch vier oder sechs, so tritt eine Beriihrung 
der beiden Mintel ein. 

88) Es kommen jetzt die Monoide an die Reihe, deren Kegel 
u,; = in drei sich in einer Geraden schneidende Ebenen zerfillt, also 
u, = xy(~ + ey), und deren Kegel wu, =O die singulire Gerade zur 
Doppelkante hat. Hat dieser letztere Kegel keine besondere Lage zu 
den drei Ebenen uw, = 0, so ist seine Gleichung wieder die in Nr. 78 
angenommene. Dann giebt es lings der Doppelgeraden des Monoids 
zwei constante Tangentialebenen, nimlich Jz? + 2Kay+ Ly? =0. 
Der projicirende Kegel 10, Ord. aus dem Punkte x,, y,,0,0 schickt 
vier Mintel durch den dreifachen Punkt, welche alle vier die Doppel- 
gerade beriihren und deren Reihen die Form haben: 


esae+te+s ya +--+ t= 1, 2, 3, 4 


Die Curve 8. Ord. of =(, if = schickt drei Aeste durch den 
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dreifachen Punkt, auch sie beriihren alle die Doppelgerade und haben 
Entwicklungen von der form: 
Bem asr+---, yo ae+---, sel, 2, 3. 

Die Reduction der Classe durch den dreifachen Punkt betriigt offenbar 18. 
Die vorliegende Fiche entsteht aus dem Monoid mit zwei dreifachen 
Punkten durch Zusammenriicken der beiden dreifachen Punkte. 

Beriihrt ein Mantel des Kegels u, = 0 die singuliire Ebene « = 0, 
so wird LZ = 0, und die constanten Tangentialebenen werden « = ( 
und Jax + 2Ky =. Die Entwicklungen fiir die vier Miintel des pro- 
jicirenden Kegels 10. Ord. werden: 

Se ae+--- yous +-:--., tml, 2, 

respective S 


eo=+be" 4+... yo as?4+.--,, 


d. h. zwei sind verzweigt. Die Reihen der drei Zweige von aE= 0, 
aA 

of 0 sind xz »? rg : 1.2. res - 

—— sind g=aje+-:---, yo ae+:---+ +=], 2, respective 

‘ea be® +--+ yoeaz?+.---; die Classenerniedrigung durch den 


dreifachen Punkt wird in Folge dessen gleich 19. 

Osculirt ein Mantel des Kegels wu, = 0 die singuliire Ebene «= 0, 
so wird L=0 und P=. Zwei Mintel des projicirenden Kegels 
10, Ord. haben wieder die Entwicklungen: 

wmae+t:-+ yoause+-:-- +=, 2, 
die beiden andern aber ergeben die Reihen: 


e=+be-+q¢+:-. year+ Ppa+.--- t=—1,2. 


Ebenso werden zwei Zweige der Curve cf =(), oa =() wieder 
0: 
durch die Reihen 2 = ajz? +--+, y= a;22--+-, i= 1, 2, die dritte 
aber durch die Reihen 2 = c¢z'.--, y=azg?+--- dargestellt. So 
ergiebt sich als Classenerniedrigung die Zahl 20. 
89) Beriihren die beiden Miintel von wu, = 0 die singuliiren Ebenen 
x=, y=O0 respective, so wird J=0 und L=O. Jetzt sind die 


vier Mintel des Kegels 10. Ord. zwei Mal zu zwei mit einander ver- 
zweigt, sie besitzen die Reihen: 

z2=-+ bz* +. +s, ysasrrtt-es, 
respective 


of 


oy 


Die Reihen der drei Zweige der Curve = (), 


: ss = beginnen 
mit: c=az’, y=az’, resp. e—=b2°, y=az’, resp. c—az?, y= 82; 
die Classenerniedrigung wird wiederum gleich 20. 


Osculirt ein Mantel von u, =O die Ebene « =, wiihrend der 
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andere die Ebene y = 0 beriihrt, so wird ausser J = 0, ZL =O, auch 
noch P=0Q. Zwei Mintel des Kegels 10. Ord. haben die friiheren 


5 


Reihen: . 
e=ar+--- y= t fe +--,, 
die beiden andern haben die neuen Reihen: 
e=+be+qe+--- year] +fpa+---, t=—1,2. 
Die Reduction der Classe wird 21. 

Osculiren die beiden Mintel von uw, == 0 die singuliiren Ebenen 
x=0, y=O respective, so wird J=0, L=0, M=0, P=O 
und die Reduction der Classe berechnet sich auf 22. Die Reihen der 
vier Mintel des projicirenden Kegels 10. Ord. sind dann: 

ato + cette. your + Bad... i= 1,2, 
respective 
aaae+be+---, y= tbe+yett+-:--- 

Alle in den letzten beiden Nummern erhaltenen Monoide kinnen 
als Monoide mit zwei zusammengefallenen dreifachen Punkten auf- 
gefasst werden. 

90) Es eriibrigen nun noch diejenigen Monoide mit Doppelgeraden, 
deren Tangentialkegel «, = in eine einfache und eine Doppelebene 
oder in eine dreifache Ebene zerfallt. Beginnen wir mit dem ersteren 
Kalle und nehmen wir zuniichst an, dass die Doppelkante von u, = 0 
nicht mit der dreifachen Kante von w, = 0 zusammenfallt, dann kénnen 
wir #, = in seiner friiheren Form (Nr. 78) belassen und 

u, = «(Ax + By+ Cz 
setzen. Auf der Doppelgeraden giebt es ersichtlich nur einen ge- 
wohnlichen Pinch-point; der andere ist in den dreifachen Punkt herein- 
geriickt. Der projicirende Kegel 10. Ord. schickt jetzt fiinf Mantel 
durch den dreifachen Punkt, niimlich zwei lineare Mintel «—b;2?-+----, 
y=a;e +--+, welche die Geraden Le? + Pzy + Uy? =0 be- 
riihren, und drei verzweigte Mintel: 

4 


z=ebz° +--+ yoasz+:-,, san l, 


welche die Gerade By + Cz =O beriihren. Die Curve 8. Ord, 
i =, - f 0) besitat vier Zweige, davon sind zwei linear, niimlich 
Cx oy 

a=be+---+ yoaue+--+-, t=—1,2, und zwei verzweigt, 
niimlich : ; 


aetbe +--+ yoaure+--, 
sie beriihren die Gerade By +Cz=—0. Die vier Aeste schneiden 
das Monoid in je vier consecutiven Punkten, so dass die Erniedrigung 
der Classe durch den dreifachen Punkt (abgesehen von der Doppel- 
geraden) gleich 16 wird. 
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Beriihrt der eine Mantel von u, == 0 die Doppelebene, so wird 
L =; es giebt auf der Doppelgeraden keinen Pinch-point mehr, 
beide sind in den dreifachen Punkt hereingeriickt. Die fiinf Mintel 
des Kegels 10, Ord. erhalten jetzt die Keihen: 


a=be?+---+ yomas+--,, 


respective em beet.-- yoas?+--:,, 
respective - 
a=ebz'+.:--,, ys=asg+t---- 

ie vier Zweige der Curve -2/ of erden durch di 

Die Zweige der Curve Se = (), =O werden durch die 
. Ox € 

Reihen : g=b2+---, yoas+-:-,, 
resp. t= b 2° -- see ya a+ oe 4 


resp. = 
a=+be° +--+ yoaur+-.-- 
dargestellt. Die Classe wird durch den dreifachen Punkt um 19 Ein- 
heiten erniedrigt. 
Osculirt der eine Mantel von uw, =O die Doppelebene, so wird 
L=0 und P=O und die fiinf Mintel des Kegels 10. Ord, werden 
durch die Reihen: 


a= -+ cz" tes Y= tas +---, 
respective . 
amebse>+---., yoaus+--:- 
gegeben. In Folge dessen wird die Keduction der Classe gleich 20. 

Hier ist noch zu erwihnen, dass die Hauptgeraden des Monoids, 
welche in der Ebene Ax + By + Cz =O liegen, in die dreifache 
Kante von wu, =O hereinriicken und so die Classe noch weiter er- 
niedrigen kénnen, vergl. 71. 

91) Fiallt die Doppelkante von u,—0 mit der dreifachen Kante 
von u, = 0 zusammen, so kénnen wir wu, = 2*y setzen, u, = 0 aber 
in seiner friheren Form nehmen. Dann sind die Tangentialebenen 
lings der Deppelgeraden constant. Die Mintel des Kegels 10. Ord., 
welcher die Fliche aus dem Punkte z,, y,, 0, 0 projicirt, erhalten 
die Reihen: 


e=be+t-+, yoauet--- i—1,2, 


respective 
Be=ase+--- yoaet.-- +=—1, 2,3. 
° ° . ° ¢ j if 
Die Reihen der vier Zweige der Curve f = 0, y = ( werden: 
- Cx eC! 
ea bsr+---, yoaet--+ i=—1,2, 
respective 


Gage, yoaue+.---. i—),2. 
Die Classenerniedrigung betrigt also 20. 
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Flachen vierter Ordnung mit dreifachem Punkte. 


Beriihrt der eine Mantel von wu, =O die Ebene yO, wird 
also J=O, so besitzt der Kegel 10. Ord. wieder zwei Mintel mit 


den Reihen: 
e=beret---, yoause+t--- t=—1,2, 
und einen mit den Reihen: 
a=aet:-4 yeauett+t:.:; 
nur die beiden letzten Mintel erhalten die neuen Reihen: 


amage+t.-- yo t pert... 
Die Classenerniedrigung wird 21. 

Osculirt der eine Mantel von wu, = 0 die Ebene y = 0, wird also 
auch noch M=O, so besitzt der Kegel 10. Ord. immer noch zwei 
Mintel mit den Reihen: 

era be2+--- yomase+--+ tml, 2, 
und einen mit den Reihen 
eaea2+--+ yeas +-.--,; 
dagegen werden die beiden noch iibrigen Mintel durch die Reihen : 
gra=a2+b2°.--, yo + pe+---, t—1,2 
dargestellt, Die Classenerniedrigung berechnet sich auf 22, 

seriihrt der eine Mantel von u,—0 die Doppelebene x = 0, 
dann wird LZ = 0, und der Kegel 10, Ord. besitzt einen Mantel mit 
den Reihen: 


r/o 


zwei weitere Miintel mit den Reihen: 
7 2 ial ie ed 6 
E=H4e+---, yoeuse+t--- t—l,2, 
und endlich zwei verzweigte Mintel mit den Reihen: 
‘ 2 
a=ber+--- yoetase+-:-:-- 
Die Classenerniedrigung betriigt 21. 

Osculirt der eine Mantel von uw,—0O die Doppelebene aw = 0, 
dann wird L = 0, P=0, und der Kegel 10. Ord. besitzt zwei Mintel 
mit den Reihen: 

E=ae+t--+ yoausr+--. ¢—l,2. 


und drei verzweigte Miintel mit den Reihen: 


4 
a=cee+.-.- yomeag® +--+ & ==, 
Die Classenerniedrigung betriigt 22. 
Beriihren die Mintel von w,— 0 respective die Ebenen 2 = 0 
und y=0, so wird J=0 und L=0O. Der projicirende Kegel 
10, Ord. hat hier einen linearen Mantel: 
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e=bee4o..., y= as+:::; 


und zwei Mal zwei verzweigte Mintel: 


respective 


asae+-.-.. yo+t+ pe 4+--- 
Der dreifache Punkt erniedrigt die Classe wieder um 22 Einheiten. 
Wenn der eime Mantel von u, =O die Ebene y = 0 osculirt, 
wihrend der andere die Ebene z = 0 berihrt, so ist J=0, L=0 
und M=0. Der Kegel 10. Ord. hat wieder den linearen Mantel: 
a=be?+t---+ yoaust+::,, 


die beiden verzweigten Mintel: 


w=—be?+.-- yo az” + +s, 
und zwei sich beriihrende Mintel: 

eaase+.---, yot+ B2+::- 
Die Reduction der Classe wird 23. 

Wenn umgekehrt der cine Mantel von w,—0 die Ebene # = 0 
osculirt, wiihrend der andere die Ebene y = 0 tangirt, so ist J = 0, 
L=0O und P=O. Der Kegel 10. Ord. hat jetzt zwei verzweigte 
Mintel : . 

c=ae+.-- yo+ Pe +-:-:: 


und drei verzweigte Mintel: 





we ce?+--s yo az” +--+ Sol. 
Die Reduction der Classe ist wieder 23. 

Osculiren die beiden Mintel von u, =O respective die Ebenen 
z=0, y=0, so wird endlich: J—=0, L=0, M=0, P=0. 
Der projicirende Kegel 10. Ord. besitzt zwei sich beriihrende Mintel 
emae+t--- y=+fhe+.--- und drei verzweigte Mintel: 

4 
a=ce?-+--,, y= eae” +... 
Die Erniedrigung der Classe durch den dreifachen Punkt (abgesehen 
von der Doppelgeraden) betriigt 24. 

92) Zum Schluss sind noch die Monoide mit Doppelgeraden zu 
behandeln, deren dreifacher Punkt uniplanar ist, fiir welche also 
u, = x* wird. Die Doppelkante von u, = 0 liegt in der singuliiren 
Ebene. Der projicirende Kegel 10. Ord. schickt sechs Mintel durch 
den dreifachen Punkt, davon sind zwei Mal zwei verzweigt, sie be- 


riihren die Geraden Lz? + Pzy + Uy? =0 und ibre Reihen sind: 
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3 
, 2 " 
eat bet: + yoeaet+:-+ t=—1,2; 
die beiden iibrigen beriihren sich und haben die Reihen: 


= a4e+-++ year+... 
Die Curve a == 0, ef =O besitzt fiinf Aeste, davon sind zwei 


Mal zwei verzweigt, niimlich: 


C= + b2° + a Y = a2 Se i= 1, 2, 


und einer ist linear, nimlich #@ = az? +----, y=az?+----+ Die 
Erniedrigung der Classe durch den dreifachen Punkt wird demnach 22. 
Wiirde «, = 0 zwei Doppelkanten haben, welche beide in der singu- 
liiren Ebene liegen, so wiirde das Monoid zwei Doppelgeraden haben. 
Der projicirende Kegel wiirde dann nur von der 8. Ordnung sein und 
nur vier Miintel durch den dreifachen Punkt schicken, welche zu zwei 
die beiden Doppelgeraden beriihren. Die Erniedrigung der Classe 
wiirde, abgesehen von den beiden Doppelgeraden, 20 betragen. 

Beriihrt cin Mantel von w, = 0 die singuliire Ebene 2 = 0 lings 
der Doppelkante, so wird L = 0. Die sechs Mintel des projicirenden 
Kegels 10. Ord. erhalten dann die Reihen: 


weotbe* +---, yoaur+--,, 
wsasr+t--- yo as?+-:-,, 


respective 
respective 


a=ebe +--- yoeas +--., B=. 
Die Reduction der Classe durch den dreifachen Punkt steigt desshalb 
auf 25. 

Osculirt ein Mantel von u, = 0 die singuliire Ebene « = 0 lings 
und die Reductionszahl 
der Classe steigt auf 24. Die 6 Miintel des projicirenden Kegels 
10. Ord. werden jetzt durch die Reihen: 

aea2t+---+ yoease+..-,, 
8 6 
a=Geg +.-, yoens? +--, & =, 
dargestellt, wobei 3c? 4+ 2Ka—0 und — 2c) + Uat=0 ist. 

3) Hiermit ist die Gesammtheit der Monoide mit Doppelgeraden 
erschépft, insofern es sich um eine Specialisirung des dreifachen 
Punktes in der Richtung der Doppelgeraden handelt. Es mag jedoch 


der Doppelkante, so wird auch noch P = 0 


’ 


respective 


besonders hervorgehoben werden, dass noch weitere Specialisirungen 
des dreifachen Punktes in andern Richtungen sich einstellen kénnen, 
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Dazu ist natiirlich vor allen Dingen erforderlich, dass der Kegel 
u, = © mehrere singuliire Kanten besitzt. Ist dieses der Fall, so kann 
in der Richtung einer jeden solchen Kante eine Reihe weiterer Speciali- 
sirungen eintreten, sowie wir dieses in den vorhergehenden Capiteln 
gesehen haben. Auch die gestaltliche Wirkung jener Specialisirungen 
haben wir bereits studirt, so dass wir hier davon absehen kénnen. 
Schliesslich ist noch hinzuzufiigen, dass zwei resp. drei Doppelkanten 
des Kegels u,—0 zu Doppelgeraden des Monoids werden k6énnen. 
Die letateren Flichen nennt man Steiner’ sche Flachen, sie sollen in 
einem weiteren Capitel eine besondere Beriicksichtigung erfahren. 

94) Es mégen hier einige wenige Monoide mit Doppelgeraden 
eine kurze Behandlung finden. Zuniichst kénnen die Monoide mit 
einer Doppelgeraden noch vier Knotenpunkte besitzen. Legt man 
durch diese Knotenpunkte und die Doppelgerade einen Kegel 2. Ord., 
dessen Scheitel sich im dreifachen Punkt des Monoids befindet, so 
schneidet derselbe aus der Fliche einen Kegelschnitt, der die vier 
Knotenpunkte enthailt und die Doppelgerade schneidet. Die Ebene 
durch diesen Kegelschnitt beriihrt lings desselben, trifft also die 
Doppelgerade in einem der beiden Pinch-points; durch den andern 
Pinch - point giebt es keine derartige Ebene. Beriihrt der Kegel 2. Ord. 
den Tangentialkegel 3. Ord. lings seiner Doppelkante, so fallen die 
beiden Pinch-points zusammen und zugleich riickt einer der vier 
Knotenpunkte in diesen singuliiren Punkt hinein. 

Die Monoide mit zwei Doppelgeraden kénnen noch zwei Knoten- 
punkte besitzen. Jede Ebene durch die beiden Kuotenpunkte schneidet 
natiirlich zwei Kegelschnitte aus; zwei von diesen Ebenen sind be- 
sonders ausgezeichnet, sie beriihren das Monoid lings eines Kegel- 
schnitts und schneiden die Doppelgeraden in ihren Pinch- points. Die 
Gleichung dieser Fliiche laisst sich schreiben: 


a(x? + 2azy)+ o(a? + 2byz + 2ezx + 2day)? = 0. 


Wird in dieser Gleichung c =O und d= 0 gesetzt, so giebt es auf 
jeder Doppelgeraden einen singuliiren Punkt, der durch Zusammen- 
riicken zweier Pinch- points und eines gewoéhnlichen Knotenpunktes 
entstanden ist. Unter den Ebenen durch beide singuliire Punkte giebt 
es zwei, welche liings eines Kegelschnitts beriihren. 

Die Monoide mit zwei dreifachen Punkten kéunen noch drei 
Knotenpunkte aufweisen. Von jedem Knotenpunkt aus giebt es zwei 
Tangentenkegel 2. Ord. an das Monoid. Diese Monoide bilden einen 
speciellen Fall des Symmetroids; man erhiilt dasselbe, wenn von den 
vier Grundfliichen des Flichengebiisches zweiter Ordnung in Nr. 20 
und 21 zwei in Doppelebenen ausarten. Die beiden dreifachen Punkte 


des Symmetroids riicken zusammen, wenn von den vier Grundflichen 
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des Gebiisches eine in eine Doppelebene und eine in ein Ebenenpaar 
ausartet, dessen eine Ebene mit der Doppelebene identisch ist. 

95) Wir wenden uns jetzt der gestaltlichen Discussion der in 
diesem Capitel aufgeziihlten Flichen zu. Hier ist zunichst zu be- 
merken, dass das Verhalten der Monoide liings einer Doppelgeraden 
ein dreifaches sein kann, Giebt es auf der Doppelgeraden keine reellen 
Pinch-points, so giebt es in jedem Punkt derselben zwei reelle 
Tangentialebenen; durchlinft der Punkt die ganze Doppelgerade, so 
vertauschen sich die beiden Tangentialebenen. Bei der Abbildung des 
Monoids auf die Ebene stellt sich die Umgebung der Doppelgeraden 
in einer Weise dar, wie sie Figur 27 zeigt. Ist das ebene Bild ein 
Kreis (oder Oval), welcher den Bildpunkt der Doppelgeraden ein- 
schliesst, so besteht die zugehérige Curve auf dem Monoid aus vier 
durch den dreifachen Punkt verlaufenden unendlichen Aesten, die 
sich ganz in der Nihe der Doppelgeraden hinziehen. Ein solches 
Monoid kann man entstehen lassen aus einem Monoide, dessen Ab- 
bildung durch Fig. 27a dargestellt wird; dem kleinen Kreise ent- 
spricht auf der Fliiche eine Curve, welche aus zwei unendlich langen 
Zweigen besteht, die sich in der Nihe der Doppelkante von u, = 0 
hinziehen. Lisst man den Kreis immer kleiner werden, bis er sich 
auf einen Punkt zusammenzieht, so riicken die beiden unendlich langen 
Zweige ebenfalls zusammen und bilden so die Doppelgerade (da sie 
vorher auf getrennten Flichentheilen lagen). 

Giebt es auf der Doppelgeraden zwei reelle Pinch-points, und 
giebt es in dem dreifachen Punkt zwei reelle Tangentialebenen durch 
dieselbe, so ist das Stiick der Doppelgeraden zwischen den beiden 
Pinch- points isolirt und man kann die unendlich ferne Ebene so 
wihlen, dass uw, eine isolirte Doppelkante erhilt. Dazu stellt 
Figur 28 das Bild des Monoids in der Nihe der Doppelgeraden dar, 
die Richtungen ¢, und ¢, gehdren den Pinch-points zu; dem kleinen 
Kreise entspricht auf dem Monoid eine Curve, welche aus vier Schleifen 
besteht, die abwechselnd auf der einen und der andern Seite des dreifachen 
Punktes liegen. Zieht sich der Kreis in einen Punkt zusammen, so ziehen 
sich die Schleifen in die Stiicke der Doppelgeraden zwischen den Pinch- 
points und dem dreifachen Punkt zusammen. Wenn die isolirte Doppel- 
kante von u,—=0 wegfiillt, so verschwindet gleichzeitig die Doppelgerade 
und wir erhalten das Monoid, wie es in Nr. 52 untersucht wird. Der 
gestaltliche Uebergang von der letzteren Fliiche zur ersteren wird 
bewerkstelligt, indem man die Fliichentheile lings gweier Stiicke der 
Doppelkante, die im dreifachen Punkt aneinander stossen, zusammen- 
wachsen lisst. Das Zusammenwachsen tritt also hier, nicht wie 
friiher in einzelnen Punkten, sondern lings eines Stiickes einer 
Geraden ein. 
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Liegen auf der Doppelgeraden zwei reelle Pinch-points, giebt es 
aber in dem dreifachen Punkt keine reellen Tangentialebenen durch 
dieselbe, so sind die Stiicke der Doppelgeraden zwischen den Pinch- 
points und dem dreifachen Punkt isolirt und man kann wieder die 
unendlich ferne Ebene so wiihlen, dass die Doppelkante von wu, = 0 
isolirt wird. Bildet man die Fliche wieder auf die Ebene ab, so ent- 
sprechen den Pinch- points wieder zwei Richtungen ¢, und ¢,, Figur 29; 
dem kleinen Kreise entspricht auf der Fliche eine geschlossene Curve, 
welche in der Niihe der Doppelgeraden verliiuft und sich zwischen 
den beiden Pinch-points zwei Mal hin und zuriickbewegt. Zieht sich 
der Kreis in einen Punkt zusammen, so geht die Curve auf der Fliiche 
in das vierfach zu zihlende Stiick der Doppelgeraden zwischen den 
Pinch-points iiber. Verschwindet die isolirte Doppelkante von u,—0, 
so verschwindet die Doppelgerade des Monoids, und es geht in ein 
Monoid iiber, dessen Tangentialkegel u, = 0 eine isolirte Doppelkante 
besitzt, siehe Nr. 56. Der Uebergang von letzterer Fliiche zur ersteren 
ist unschwer zu verfolgen; der dornférmige Theil derselben zieht sich 
zu einem Stiick der Doppelgeraden zusammen, wiihrend gleichzeitig 
ein Zusammenwachsen des angrenzenden Fliichengebiets mit sich selbst 
stattfindet. 

96. Die Monoide mit einer Doppelgeraden und reellen Pinchpoints, 
fiir welche die an den dreifachen Punkt angrenzenden Stiicke der Doppel- 
geraden nicht isolirt sind, bilden den Ausgangspunkt fiir eine Reihe 
weiterer Flichen. Zuniichst kénnen die beiden Pinch-points zusammen- 
riicken, ein Vorgang, den die Figur 24a und 24 illustrirt; dieses tritt 
ein, wenn ein Mantel w,—0 einen Mantel von w, =O lings der 
Doppelkante beriihrt. Soll ein Mantel von «, == 0 mit einem Mantel von 
u,; = 0 lings der Doppelkante x consecutive Kanten gemein haben, so 
kann man von einem Monoid mit Doppelgeraden und getrennten Pinch- 
points ausgehen, welches noch einen Knotenpunkt B,_,; besitzt. Durch 
gleichzeitiges Zusammenriicken der beiden Pinch-points und des Knoten- 
punktes B,_, entsteht dann die gesuchte Fliiche. Solche Uebergiinge 
schildern die Figuren 25a und 25 respective 26a und 26. 

97. Zwei Pinch-points kénnen auch zusammenriicken, ohne dass 
ihre singuliiren Ebenen identisch werden. Die singuliiren Ebenen 
erhilt man ja, indem man zu den beiden Tangentialebenen von u,—(0 
und w,=0 in der Doppelkante das gemeinschaftliche harmonische 
Kbenenpaar construirt. Ist dieses Ebenenpaar und ebenso das Tan- 
gentialebenenpaar von wu, = fixirt, welches jenes harmonisch trennt, 
so kann man eine der beiden Tangentialebenen von w, = 0 noch be- 
liebig wihlen, die andere ist dann vdllig bestimmt. Lisst man nun 
eine dieser beiden Ebenen mit einer der beiden Tangentialebenen von 
u, =O zusammenfallen, so fallen auch die zweiten Ebenen dieser 
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Ebenenpaare zusammen und die beiden Pinch-points riicken zusammen, 
ohne dass sich die Lage ihrer singuliiren Ebenen iindert. In diesem 
Falle entsteht ein dreifacher Punkt, wie ihn Figur 30 zeigt; man 
macht sich am besten an der Zeichnung den Uebergang aus den Pinch- 
points in den dreifachen Punkt klar; lisst man nimlich die Kante 
durch a@ mit der Kante durch a, und die Kante durch 6 mit der Kante 
durch 6b, zusammenwachsen, so geht der dreifache Punkt in zwei 
Pinch-points tiber. 

Die hierher gehérigen Monoide zerfallen noch hinsichtlich der 
gegenseitigen Lage ihrer dreifachen Punkte in zwei Gruppen. Die 
constanten Tangentialebenen lings der Doppelgeraden schneiden das 
Monoid noch in je einer Geraden. Diese Geraden kénnen nun die 
Doppelgerade in Punkten schneiden, welche durch die dreifachen 
Punkte getrennt oder nicht getrennt werden. Im letzteren Falle liegen 
die paaren Manteltheile der Kegel 3. Ord. in den beiden dreifachen 
Punkten in demselben Winkelraum (oder in Scheitelwinkeln, welche 
durch Projection immer in jenen Fall tibergefiihrt werden kénnen); 
zugleich liegen auf dem paaren Mantel von uw, = (und ebenso von 
U, = 0) eine gerade Anzahl von Hauptgeraden. Im ersteren Falle 
dageyen liegen die paaren Manteltheile der Kegel 3. Ord. in Nachbar- 
rdwmen, und es liegen auf dem paaren Mantel von wu, = 0 (und ebenso 
von U, = 0) eine ungerade Anzahl von reellen Hauptgeraden. Der 
Beweis kann rein topologisch gefiihrt werden, wenn man eine 
Ebene um die Doppelgerade sich drehen lisst. Durch Beachtung der 
Schnittcurven in diesen Ebenen erhilt man auch die beste Vorstellung 
von der Fliche selbst. 

Lisst man bei der in Nr. 95 zuletzt erwihnten Art von Monoiden 
die beiden Pinch-points zusammenriicken, so erhilt man ein Monoid 
mit zwei dreifachen Punkten, dessen Doppelgerade vollig isolirt ist. 
Bei vollig isolirter Doppelgeraden kénnen noch die dreifachen Punkte 
conjugirt imaginir werden; dann schneidet jede Ebene durch die 
Doppelgerade einen Kegelschnitt aus, der die Doppelgerade nicht 
schneidet; diese Fliche kann man sich unschwer vorstellen. 

98. Die Flichen mit zwei dreifachen Punkten kénnen noch weitere 
Specialisirungen aufweisen, indem der Tangentialkegel in einem der 
dreifachen Punkte eine weitere Doppelkante erhilt. Es ist dieses ein 
Vorkommniss, welches bereits friiher behandelt wurde und hier nicht 
weiter zu discutiren ist; Gleiches gilt fiir die Fille, in denen sich der 
dreifache Punkt in der neuen Doppelkante noch weiter specialisirt. 
Auch alle iibrigen in Nr. 85 aufgefiihrten Flichen sind hiernach leicht 
zu erledigen. ’ 

99. Erhilt der Kegel u, = 0 eine Riickkehrkante, so riickt ein 
Pinch-point in den dreifachen Punkt herein; dieses geschieht dadurch, 
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dass derjenige Ast der Beriihrungscurve des projicirenden Kegels 10. 
Ord., welcher vom dreifachen Punkt nach dem einen Pinch-point geht, 
die Doppelgerade nicht mehr in getrennten Punkten schneidet, sondern 
im dreifachen Punkt beriihrt. Die gestaltliche Veriinderung der Fliiche 
bei diesem Vorgang ist iiusserst einfach und iibersichtlich; siehe 
Figur 31. 

Beriihrt der Kegel u, = 0 den Kegel u, = 0 lings der Riickkehr- 
kante, so riicken beide Pinch-points in den dreifachen Punkt herein. 
Um dieses zu erreichen, lisst man zuniichst die Pinch-points zusam- 
menriicken; der eine Ast der Beriihrungscurve beriihrt alsdann die 
Doppelgerade in diesem Punkt. Alsdann liisst man den neu gebildeten 
Punkt in den dreifachen Punkt hereinriicken; dann hat der Ast der 
Beriihrungscurve drei consecutive Punkte mit der Doppelgeraden gemein ; 
auch die gestaltliche Entstehung dieser Fliche ist sehr einfach, siehe 
Figur 32. 

100. Dureh das Auftreten einer Selbstberiihrungskante riickt eben- 
falls ein Pinch-point in den dreifachen Punkt herein; zugleich aber 
wird noch eine Schleife zusammengezogen, so dass Figur 31 in 33 
‘iibergeht. Das eine Stiick der Doppelgeraden im dreifachen Punkte 
ist isolirt. 

Beriihrt der eine Mantel des Kegels u,— © den Kegel u, = 0 
lings seiner Selbstberiihrungskante, so riickt der zweite Pinch-point 
ebenfalls in den dreifachen Punkt, indem zugleich eine Schleife sich 
zusammenzieht, wie dies Figur 34 zeigt; jetzt ist die Doppelgerade 
nirgends mehr isolirt. 

Osculirt der eine Mantel des Kegel wu, == 0 die Ebene « = 0 lings 
der singuliiren Kante, so zieht sich abermals eine Schleife, welche 
an den dreifachen Punkt angrenzt, zusammen, und es entsteht Figur 35. 

Osculirt der eine Mantel des Kegels u, = den Kegel 2. Ord.: 

Az’? + By + 2Cay+2Drez2=0, 
so projicirt sich die Umgebung des dreifachen Punktes wiederum als 
ar 
ox 
liegen- hier auf derselben Seite der singuliiren Ebene x =, wiihrend 
sie im vorhergehenden Falle auf verschiedenen Seiten lagen. 

Soll der eine Mantel des Kegels wu, = vier, fiinf, sechs oder 
sieben consecutive Kanten mit dem Kegel 2. Ord. gemein haben, welche 
alle in die singulare Kante hereingeriickt sind, so hat man noch eine, 
zwei, drei oder vier Schleifen einer Kette, die an den dreifachen Punkt 
angrenzt, zusammenzuziehen, wodurch die Projection im Wesentlichen 
die Form der Figur 34 oder 35 annimmt, je uachdem eine ungerade 
oder gerade Anzahl von Schleifen zusammengezogen worden ist. 

101. Besitzt der Kegel u,— 0 eine dreifache Kante, welche fiir 


Figur 35. Die beiden verzweigten Aeste der Curve f = 0, 
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den Kegel u, = 0 Doppelkante ist, so hat das zugehérige Monoid 
einen dreifachen Punkt, welcher durch Zusammenriicken zweier drei- 
facher Punkte entstanden ist, wie man sofort erkennt, wenn man 


beachtet, dass die vier Aeste der Curve f=0O, 2, ef + Y% a = () 


die Doppelgerade beriihren. Hier giebt es noch zwei wesentlich ver- 
schiedene Fille zu unterscheiden , je nachdem die constanten Tangential- 
ebenen durch singuliire Ebenen getrennt werden oder nicht. Im 
letzteren Falle besteht das Monoid aus drei paaren Flichentheilen, 
vorausgesetzt dass die Hauptgeraden alle imaginiir sind. Zwei von 
diesen Fliichentheilen haben die in Nr. 57 gegebene Gestalt; der dritte 
durchsetzt sich selbst lings der ganzen Doppelgeraden und hat sich 
aus dem dritten Fliichentheil des Monoids in Nr. 57 entwickelt, indem 
derselbe lings der Doppelgeraden mit sich selbst zusammengewachsen 
ist. Im ersteren Falle besteht das Monoid unter gleicher Voraussetzung 
aus einem paaren und zwei unpaaren Flichentheilen. Der paare Theil 
hat die in Nr. 57 gegebene Gestalt; die unpaaren Flichentheile liegen 
in den Winkelriumen, welche von den constanten Tangentialebenen 
geschnitten werden. Ein deutliches Bild eines solchen Theiles ver- 
schafft man sich, wenn man eine bewegliche Ebene den beziiglichen 
Winkelraum durchlaufen lisst; sie schneidet lauter Kegelschnitte aus, 
welche mit der Doppelgeraden zusammen jedes Mal den Gesammt- 
durchschnitt mit dem unpaaren Flichentheile ausmachen; so kommt 
die Figur 36. 

Welcher Art die Aenderungen sind, wenn an Stelle der imaginiiren 
Hauptgeraden reelle treten, haben wir bereits friiher gesehen. 

Von den letzteren Flichen gelangt man leicht zu den anderen in 
Nr. 88 und 89 aufgefiihrten Monoiden, wenn man geeignete an den drei- 
fachen Punkt angrenzende Schleifen zusammenzieht. Welche Schleifen 
man zu benutzen hat, erkennt man direct aus den Projectionen der 
Monoide, weiche in den genannten Nummern angegeben sind. Man 
kann sich zu diesem Zwecke auch der Abbildung der Monoide auf eine 
Ebene bedienen; die Sache ist so einfach, dass ich nicht darauf 
eingehe. 


102) Wir kommen jetzt zu den Monoiden mit Doppelgeraden, 
deren Tangentialkegel im dreifachen Punkt aus einer einfachen und 
einer Doppelebene besteht. Nehmen wir zunichst die Doppelgerade 
beliebig in der Doppelebene an, so erhalten wir eine Fliche, welche 
aus dem entsprechenden Monoid ohne Doppelgerade in Nr. 74 leicht ab- 
geleitet werden kann. Durch Zusammenwachsen zweier Fliachentheile 
lings eines Theiles der Doppelgeraden (vom dreifachen Punkt bis zum 
Pinch- point) entsteht die neue Fliche. Man tibersieht das Gesagte 
am besten, wenn man die Schnittcurven in der Doppelebene Figur 37a 
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und in den benachbarten Ebenen, welche durch die Schnittgerade der 
einfachen und der Doppelebene hindurchgehen, Figur 37b betrachtet; 
der Punkt P entspricht dabei dem Pinch-point. Bei ,dem Monoid 
ohne Doppelgeraden sind die entsprechenden Schnittcurven durch die 
Figuren 10e) und 10b) gegeben. 

Es kann nun der Pinch-point in den dreifachen Punkt herein- 
riicken; der Vorgang ist genau wie in den friiheren derartigen Fiillen, 
indem der Mantel des projicirenden Kegels 10. Ord., welcher die Doppel- 
gerade in dem dreifachen Punkt und dem Pinch-point schneidet, iiber- 
geht in einen solchen, der die Doppelgerade im dreifachen Punkt beriihrt. 

Ferner kann man noch eine Schleife des Monoids zusammenziehen, 
wodurech der die Doppelgerade beriihrende und der andere lineare 
Mantel des projicirenden Kegels 10. Ord. sich verzweigen. 

103) Fallt die Doppelkante von u, =O mit der Schnittgeraden 
der einfachen und der Doppelebene zusammen, so ist das zugehirige 
Monoid als Specialfall des Monoids in Nr. 101 aufzufassen; es geht 
aus demselben hervor, wenn man zwei singuliire Ebenen zusammen- 
ricken lisst. Ein derartiger Uebergang ist bereits in Nr. 74 ge- 
schildert; er bewirkt hier, dass einer der vier die singuliire Gerade 
bertihrenden Miintel des projicirenden Kegels 10. Ord. sich in zwei 
sich schneidende Mintel auflést, ganz analog den Vorgiingen in Nr, 74 
und Nr. 76. Es giebt auch hier zwei wesentlich verschiedene Arten 
von Monoiden. 

Aus dem soeben aufgestellten Monoid kann man eine Reihe weiterer 
Flichen ableiten. Lisst man durch Zusammenziehen einer Schleife 
zwei die Doppelgerade tangirende Miintel des projicirenden Kegels sich 
in einen Mantel mit Kiickkehrkante verwandeln, so entsteht ein neues 
Monoid. Dieses Monoid liefert abermals eine neue Fliche, indem 
durch Zusammenziehen einer weiteren Schleife der Mantel mit Riick- 
kehrkante in zwei sich osculirende Mintel iibergeht. 

Ferner kann man aus dem obigen Monoid dadurch weitere Flichen 
ableiten, dass man eimen oder die beiden die Doppelgerade nicht be- 
riihrenden Mintel sich mit eimem der drei iibrigen sich beriihrenden 
Mintel verzweigen liisst, was durch Zusammenziehen einer resp. zweier 
Schleifen geschieht. 

Endlich kann man die beiden ersteren Operationen mit den beiden 
letzteren vereinigen und erhialt so noch vier weitere Ilichen. 

104) Die Monoide mit wniplanarem dreifachen Punkt wnd einer 
Doppelgeraden kénnen aus solchen ohne Doppelgerade abgeleitet werden, 
indem man ein Zusammenwachsen des in Nr. 77 erwiihnten paaren und 
unpaaren Fliichentheiles eintreten lisst (die Benennung paar und un- 
paar bezieht sich nur auf das Verhalten der Theile in der Umgebung 
des dreifachen Punktes). Das Monoid hat lings der Doppelgeraden 
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constante Tangentialebenen und sein Verhalten in der Nahe der Doppel- 
geraden ist leicht anzugeben. Der Schnitt durch die Gerade xz = 0, 
y = 0 und die Doppelgerade hat die Form der Fig. 38a), die Nachbar- 
schnitte haben die Form der Fig. 38b), die Projection dieser Partie 
der Fiche senkrecht zur singuliren Ebene giebt Fig, 38¢). Auch hier 
kann man durch Zusammenziehen von einer oder zwei Schleifen, genau 
wie in Nr. 77, zwei weitere Monoide ableiten. 


Monoide mit Rickkehrgeraden oder Selbstberiihrungsgeraden. 


105) Kin Monoid besitzt dann und nur dann eine Riickkehrgerade, 
wenn «=O und w,=0 eine gemeinsame Riickkehrkante mit ge- 
meinsamer ‘Tangentialebene besitzen; natiirlich kann an Stelle der 
Riickkehrkante auch eine Selbstberiihrungskante, eine Doppelebene oder 
eine dreifache Ebene treten. Daraus folgt zuniichst, dass bei den 
Monoiden mit Riickkehrgeraden die Tangentialebene in den Punkten 
dieser Geraden eine constante ist. , 

Gehen wir von dem einfachsten Falle aus, in welchem u, = 0 
und w,—0 eine gemeinschaftliche Riickkehrkante besitzen, die fiir. 
sechs Schnittgeraden ziihlt, dann kénnen wir setzen: 


u,=a2e+ Av'4+3 Bay + 3Cry? + Dy’, 
u, = Sea? + 2(Me+ 3Na*y + 30cy + Py) + Qai+...-. 
Man erkennt dann sofort, dass auf der Riickkehrgeraden des 


Monoides 1. “u, = zwei dreifache Punkte legen, nimlich der 
3 4 tan} ? 


1 


Pankt ¢=0 und der Punkt z= — : i Die Gleichung des Monoides 


1 : 
kann desshalb, unter der Annahme 2, = z+ ~y, auch in der Form 


geschrieben werden: 
: is ‘ M — N < olin O 
U,+ U,=—a?2,+ «(A a ) + day (B — +)+32y(C— - 
+ y'(D— +) + Ja,2a* + 2, (Ma +--+) + Qat+--.=0. 


Hieraus sieht man, dass die beiden dreifachen Punkte vdllig gleich- 
berechtigt sind. Ferner findet sich auf der Riickkehrgeraden noch ein 
singulirer Punkt vor, den wir mit Cayley*) Close-point bezeichnen, 

‘ D — , . 
es ist der Punkt ¢= — 5- Der projicirende Kegel 9. Ord. schickt 
durch einen solchen Punkt einen einzigen Mantel, der die Riickkehr- 


*) Cayley, ,A Memoir on the theory of reciprocal surfaces“, Phil, Trans- 
actions CLIX, p. 201. Zeuthen, Math. Annal, Bd. X, ,,Sur la théorie des sur- 
faces reciproques“. 


9* 
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gerade nicht tangirt, wie man sich durch Rechnung leicht iiberzeugt; 
die Gestalt der Fliiche in der Umgebung dieses Punktes giebt also 
Fig. 39. Die Classenreduction des Monoids bestimmt sich folgender- 
massen. Die Riickkehrgerade reducirt die Classe um 8 Einheiten, da 
sie sich doppelt gezihlt von der Curve $f == (), # 
welche jetzt nur noch von der 7. Ord. ist. Jeder dreifache Punkt 
erniedrigt dann die Classe noch um 6 Einheiten und der Close - point 
um 4 Einheiten, so dass die Gesammtreduction der Classe gleich 
24 wird. 

Nebenbei sei erwiihnt, dass hier keine dreifachen Tangentialebenen 
mehr existiren, dass es durch den Close-point jedoch noch 10 doppelte 
Tangentialebenen giebt. 

106) Es kann nun eintreten, dass noch eine weitere Schnittgerade 
von u,==(0 und u,—O0 in ihre gemeinschaftliche Riickkehrkante 
hereinriickt , so dass dieselbe fiir 7 Schnittgeraden zihlt, dann besteht 
D 
P 


= ( abtrennt, 


die Relation JD = P. Es riicken alsdann der Close- point z= — 
Jund der dreifache Punkt 2 = 3 zusammen; dadurch geht der 
Tangentialkegel U, 0 in diesem dreifachen Punkt in einen Kegel 
mit Selbstberiihrungskante iiber. Der projicirende Kegel 9, Ord. schickt 
durch den dreifachen Punkt drei Mintel mit den Reihen: 


L= a8, +--+, Y= 4,2, +°°:, i=1,2, 
a=bei+--,, yeas? +--+; 


seine Classenerniedrigung berechnet sich auf 10 —6- 4 Einheiten. 
Die Gesammterniedrigung der Classe hat sich demnach nicht geindert. 

Riickt noch eine weitere Schnittgerade von u,—= 0 und u,—O in die 
gemeinschaftliche Kiickkehrkante hinein, so wird auch noch JC = O. 
1 
J 
zerfallt jetzt in die Dopplebene z* —0 und in die einfache Ebene: 


a (A — mt) + 3y (B — +) — = 0. 


In der Doppelebene liegt die Gerade des Monoids Pz, + Uy = 0. 
Der projicirende Kegel 9. Ord. schickt vier Mintel durch den drei- 
fachen Punkt mit den Reihen: 


a= be,?+---, =a%,+---, 
resp. ‘ 
x=ebe, +++ yoasa+---, &=—1, 


resp. 


Der Tangentialkegel in dem dreifachen Punkt =0, y=0, «= — 


fiir welche letzteren: 
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1 J 
3s BIJ-F 


Qa 


ist; seine Classenerniedrigung erhéht sich auf 12. Die Classe des Monoids 
wird also um 26 erniedrigt. 

Riickt eine neunte Schnittgerade von u, = 0 und u, =O in die 
gemeinschaftliche Riickkehrkante hinein, so besteht noch die Relation : 


U+3P(B— 4) =0. 


Dadurch wird der Tangentialkegel in dem dreifachen Punkt z= — —! 


J 
nicht wesentlich geiindert, aber es geht jetzt der Kegel U, = 0 durch 
die dreifache Gerade des Kegels U, =O hindurch. In Folge dessen 
sind die vier Mintel des projicirenden Kegels 9. Ord. paarweise ver- 
zweigt, sie haben die Reihen: 
3 3 
u = + bie, + ost Y= as, + Biz; + il i= 1, 2, 

1 J 
3 BJ—-N- 
Die Reduction der Classenzahl durch den dreifachen Punkt wird, ab- 
gesehen von der Riickkehrgeraden, gleich 13. 

Es kann ebenso die zehnte, eilfte und zwolfte Schnittgerade von 
u, = 0 und uw, =O in die gemeinsame Riickkehrkante hineinriicken. 
1 
J 
Ganzen ungeindert, aber es beriihrt, osculirt oder hyperosculirt der 
Kegel U, = 0 die singuliire Ebene: 


o(4—¥)+39(B—¥)— 4 m0 


lings der dreifachen Kante des Kegels U,; =0. Zihlt die Riickkehr- 
kante fiir zehn oder zwoélf Schnittgeraden, so sind die vier Mintel des 
projicirenden Kegels 9. Ord. verzweigt, ziihlt sie jedoch fiir neun oder 
eilf, so sind zwei Mal zwei verzweigt; das Verhalten des projicirenden 
Kegels folgt unmittelbar aus Nr. 71. 

107) Neue Flaichen mit einer Riickkehrgeraden erhalten wir nur 
dann, wenn wir dem Kegel u, =O eine dreifache Kante zuertheilen 
und dieselbe zur Riickkehrkante des Kegels u,—0O machen. Wir 
setzen desshalb: 

u, = Aw + 3Bary + 3Czry? + Dy’ 
u,=J22?+ 2(Me+---)+ Qrt+-- 
Es giebt hier nur noch einen einzigen dreifachen Punkt, in den die 


beiden dreifachen Punkte des Monoids in Nr. 105 zusammengeriickt 
sind; ferner giebt es auf der Riickkehrkante einen Close-point in 


Ce= 


Dabei bleibt der Tangentialkegel im dreifachen Punkt 2 = — im 


und 
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D . ‘ = 
= —-+, genau von derselben Gestalt wie an der citirten Stelle. 


Das Verhalten des projicirenden Kegels 9. Ord. erkennt man aus den 
drei Entwicklungen: 
2=—a4e@+--- yoeause+---, i=—1, 2,3. 

Die Reduction des dreifachen Punktes betrigt, abgesehen von der 
Riickkehrgeraden, 12 Einheiten, die des Close-point wie vorher 4 Ein- 
heiten. Fiallt eine der drei singuliren Ebenen w,—0O mit der Tangential- 
ebene in der Riickkehrkante von wu, 0 zusammen, so wird D = 0 
und der Close-point riickt in den dreifachen Punkt herein. Die drei 
Mintel des projicirenden Kegels 9. Ord. werden dann durch die Reihen: 


g=ajye*+-::, y= aje*+---,, i= 1,2, 
a=bei+.-.-,, y=asi+..- 


dargestellt, und die Classenerniedrigung des dreifachen Punktes be- 
triigt 16 Einheiten. 

108) Wir nehmen jetzt an, dass wu, = 0 in eine einfache und eine 
Doppelebene zerfillt, und dass die Riickkehrkante von u,—( mit 
der dreifachen Kante von wu, = 0 zusammenfiallt, dass jedoch die Riick- 
kehrtangentialebene mit keiner der singuliiren Ebenen identisch ist. 
Dann setzen wit uw, = y?(a + oy), wiihrend wir «w, in seiner urspriing- 
lichen Form Nr. 105 belassen. Auf der Riickkehrgeraden des Monoids 


. - . . ‘ i] . ‘ 

giebt es wieder einen Close-point 2 = —- Zz der die Classe genau 
wie friiher um 4 erniedrigt. Der projicirende Kegel 9. Ord. aus dem 
Punkte 2, ¥, 0, O besitzt vier Mintel, deren Reihen: 


Ex ae+--s, y= aj2?+---, i== 1,2, 
aa ae+---, y= BPer+t---. i—1,2 


sind; wesshalb die Classenerniedrigung gleich 14 wird. Wenn der 





resp. 





resp. 


Kegel u, = 0 die Doppelebene y = 0 beriihrt, so verzweigen sich die 
beiden zuletzt genannten Miintel des projicirenden Kegels und die Classe 
wird noch um eine weitere Kinheit reducirt. Es kann der Kegel 
u, =O auch noch eine Doppelkante besitzen, welche in der Doppel- 
ebene y = 0 liegt, so dass das Monoid noch eine Doppelgerade erhiilt. 

Lassen wir jetzt die einfache Ebene von uw, = mit der Tangen- 
tialebene in der Riickkehrkante von «, =O zusammenfallen, so wird 
o = 0, und der Close-point riickt in den dreifachen Punkt herein. Die 
vier Mintel des projicirenden Kegels 9. Ord. bekommen die Reihen 
a=ag?+--+, yas? +---, resp. c= bet+.---, year+: 
resp. © =ajye+---, y= BPar-+---, i=—1,2; und die Classen- 
erniedrigung wird 18. Auch hier verzweigen sich die letzten beiden 
Mintel, wenn wu, = 0 die Doppelebene beriihrt, was wiederum die 








alle. 


den 


der 
Hin- 
tial- 
— 0 
drei 
nen: 


be- 


eine 
mit 
iick- 
ist. 
iing- 
oids 


onau 


dem 


der 
. die 
lasse 
egel 
ypel- 
hilt. 
gen- 
wird 
Die 
‘ihen 
~— 
ssen- 


siden 


. die 











Flichen vierter Ordnung mit dreifachem Punkte. 


135 


Classe um eine Einheit vermindert; oder das Monoid erhilt noch eine 
Doppelgerade, wenn u,—( in der Ebene y=O eine Doppelkante 
besitzt. : 

Lassen wir endlich die Doppelebene von wu, =O mit der Tangen- 
tialebene in der Riickkehrkante von u, =O zusammenfallen, so kann 
man us, = xy setzen. Der projicirende Kegel 9. Ord. besitzt dann 
die vier Mintel: 


wombs +--+, yas +---, 


resp. 


gam abs +--., year? +.-.-, s=—1; 
und die Classenerniedrigung betriigt 18 Einheiten. 
109. Ist der dreifache Punkt wniplanar, d. h. ist u, = y*, und behilt 
u, seine friihere Form bei, so besitzt der projicirende Kegel 9. Ord. 


fiinf Mintel mit den Reihen: 
3 


= ae +---, y=tfe*+---, i= 1,2, 
resp. 

e=aert--., y= af? +.-s, 
Die Reduction der Classe durch den dreifachen Punkt berechnet sich 
auf 16 Kinheiten, Zugleich existirt auf der Riickkehrgeraden wieder 
ein Close-point, der die Classe um 4 Hinheiten erniedrigt. Berihrt 
der Kegel u,—0O die dreifache Ebene, so verzweigen sich die vier 
erstgenannten Mintel des projicirenden Kegels mit einander, wodurch 
die Reduction des dreifachen Punktes gleich 17 wird. 

Ertheilt man dem Kegel w,=0 noch eine Doppelkante, welche in der 
dreifachen Ebene liegt, so giebt es auf dem Monoid noch eine Doppel- 
gerade. Der projicirende Kegel 7. Ord. schickt nur noch drei Mintel durch 
den dreifachen Punkt, von denen zwei die Doppelgerade und einer die 
Riickkehrgerade tangirt. Abgesehen von den singuliiren Geraden 
reducirt der dreifache Punkt die Classe um 14, so dass die Gesammt- 
reduction gleich 30 wird. Ertheilt man dem Kegel u, = 0 dagegen 
noch eine Riickkehrkante, welche in der dreifachen Ebene liegt, so 
hat das Monoid noch eine Riickkehrgerade. Der projicirende Kegel 
6. Ord. schickt nur noch zwei Mintel durch den dreifachen Punkt, 
welche die beiden singuliiren Geraden beriihren. Der dreifache Punkt 
reducirt um 8, und die Gesammtreduction betrigt 32. 

Fallt die Tangentialebene in der Riickkehrkante des Kegels u,=0 
mit der dreifachen Ebene zusammen, so setzen wir wu, = 2"; dann 
riickt der Close-point wieder in den dreifachen Punkt herein. Die fiinf 
Mintel des projicirenden Kegels 9. Ord. erhalten jetzt die Reihen: 


e=+be'+---, y=ag+---, 


vo] © 









136 K. Roan. 


resp. 
5 


‘ 3 
a= b#@+---, yoeXaz +---; 
die Classe wird durch den dreifachen Punkt um 20 Einheiten ver- 
mindert. 

110. Hiermit ist die Gesammtheit der Monoide mit Riickkehr- 
geraden erledigt, und wir beginnen mit den Monoiden mit einer Selbst- 
beriihrungsgeraden. Der einfachste Fall ist der, wo u,—0O und u,=0 
eine gemeinsame Selbstberiihrungsgerade mit gemeinsamer Tangential- 
ebene aufweisen, dann kénnen wir setzen: 

u, = «(Av’?+ By? +2Cxry+2Dzz) 
und 

u, = Ixv?2? + 2(Ma?+3Na*y + 30zy’) + Qr'+4 Ra y+-:-. 
Auf der singuliren Geraden giebt es einerseits zwei dreifache Punkte, 
— 2D ‘ - we , 
nimlich ¢=0, und = —-,-, andererseits zwei Pinch -points*), 
welche sich durch die quadratische Gleichung: 


22(90? — 41U)+ 2233B0 -4DU)+ B=0 
bestimmen. Die Gleichung des Monoids kann auch in der Form ge- 
schrieben werden: 

2MD, , , 6OR. 1 SND. aon. 
U,+ U=2|(4— ’ )e+(B-| )y? +(C— 7 )2ey—-2Duxz, | 
+ Ia?2,?+2,(Me+3 Na? y+30zy*)+ Qat+---=0, 
4,=2+ - - Man erkennt nun sofort, das der projicirende Kegel 8. 
Ord. durch jeden dreifachen Punkt zwei Mintel schickt, die 2u der singu- 
liren Geraden keine specielle Lage haben. Jeder dreifache Punkt 
reducirt desshalb die Classe um 3, wahrend die Selbstberiihrungsgerade 
um 12 reducirt. Der projicirende Kegel schickt ferner durch jeden 
der beiden iibrigen singuliren Punkte auf der Selbstberithrungsgeraden 
einen einzigen Mantel, und dieselben vermindern die Classe um je 5 
Einheiten. Die Classe des Monoids ist also gleich 8. Kin derartiges 
Monoid kann noch zwei gewodhnliche Knotenpunkte besitzen, so dass 

es von der 4. Ord. und von der 4, Classe wird. 
Wenn der eine Mantel des Kegels u, = 0 den Kegel 2. Ord.: 


Az? + By? + 2Cay 4+ 2Daz2=0 
lings der singuliren Geraden osculirt, so besteht zwischen den Con- 
stanten die Relation: 


IB? —60BD+4UD?=0. 


*) Es sind dies keine gewdhnlichen Pinch-points, sie entstehen, wenn man 
zwei gewohnliche Pinch-points mit ihren Doppelgeraden zusammenriicken liisst. 
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Dadurch werden die beiden dreifachen Punkte nicht weiter alterirt; 
dagegen riicken die beiden Pinch-points zusammen, so dass ein Mantel 
des projicirenden Kegels die singuliire Gerade in diesem Punkte beriihrt 
(siehe Fig. 40). Auch die Classenzahl ist ungeiindert geblieben. 

Wenn der eine Mantel des Kegels u, = 0 mit dem Kegel 2. Ord. 
vier, fiinf oder sechs consecutive Kanten gemein hat, die alle in die 
singuliire Gerade hereingeriickt sind, so bleiben hierbei die dreifachen 
Punkte ungeiindert, Durch den einzigen singuliiren Punkt, der noch 
ausserdem auf der Selbstberiihrungsgeraden liegt, gehen jetzt zwei 
Mintel des projicirenden Kegels 8. Ord. Dieselben sind im ersten Falle 
linear, im zweiten verzweigt und im dritten beriihren sie sich; in 
Bezug auf die singulire Gerade haben sie keine specielle Lage. Sie 
entstehen durch Zusammenriicken der beiden Pinch-points auf der 
Selbstberiihrungsgeraden mit einem gewodhnlichen Knotenpunkte, resp. 
einem biplanaren Knotenpunkt B, oder B,; siehe Figur 40b, 40c¢ und 
40d. Die Classe des beztiglichen Monoids wird 6, 5 oder 4, 

111. Besteht der Kegel wu, 0 aus drei sich in einer Geraden 
schneidenden Ebenen, und beriihrt eime dieser Ebenen den Kegel 
u, =O in seiner Selbstberiihrungskante, so kénnen wir schreiben 
Us = cy («+ ey), wihrend wir w, in seiner friiheren Form nehmen. 
Die beiden Pinch-points findern sich hierbei nicht, nur die beiden 
dreifachen Punkte riicken zusammen; die beiden Mintel des projiciren- 
den Kegels 8. Ord. durch diesen Punkt beriihren desshalb die singu- 
lire Gerade. Die Classe des Monoids ist wiederum 8. 

112. Zerfallt der Kegel wu, =O in eine einfache und eine Doppel- 
ebene, und beriihrt letztere den Kegel uw, = 0 lings seiner Selbstbe- 
riihrungskante, so belassen wir wieder wu, in seiner alten Form und 
setzen: u, = 27(Ax-+ By+ Cz). Dann giebt es auf der singuliiren 
Geraden zwei dreifache Punkte ¢=0O und z= — +. Ferner giebt 

4uC 
90? —-4IU? 
Punkt ¢ = 0 hereingeriickt. Im letzteren Punkte giebt es jetzt drei 
Mintel des projicirenden Kegels 8. Ord., ihre Reihen sind: 

4 
a=ebs?+.--., ys=ae+---, &—); 

er erniedrigt die Classe um 8 Kinheiten. Liisst man O verschwinden, 
so riickt der andere Pinch-point in den dreifachen Punkt 2 = — +3 
es giebt dann auf der singuliiren Geraden zwei dreifache Punkte, deren 
Tangentialkegel je in eine einfache und eine Doppelebene zerfillt; jeder 
erniedrigt die Classe um 8, so dass die Classe des zugehérigen Monoids 
ungeiindert gleich 8 bleibt. Auch ein solches Monoid kann noch zwei 
gewohnliche Knotenpunkte besitzen. 


es einen Pinch-point z = der andere ist in den dreifachen 
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113. Fiallt die dreifache Kante von u,—0O mit der Selbstberiihrungs- 
kante von u, = zusammen und beriihrt die einfache Ebene den Kegel 
u, = 0 lings dieser Kante, so setzen wir: u, = zy® und fiir wu, seinen 
friiheren Ausdruck. Auf der Selbstberiihrungsgeraden des Monoids 
giebt es zwei Pinch-points, welche wie vorher die Classe je um 5 
erniedrigen. Die beiden dreifachen Punkte sind zusammengertickt; 
die drei Mintel des projicirenden Kegels 8. Ord. in diesem Punkte 
haben die Reihen: 


e=ae+--+, yma 
a= ae+---, y= Pet+---, t=1,2; 


weshalb dieser dreifache Punkt die Classe um 8 Einheiten reducirt. 
Das Monoid ist von der 6. Classe. Beriihrt u, 0 die Doppelebene, 
so verzweigen sich die beiden zuletzt genannten Miintel des projiciren- 
den Kegels und das Monoid wird von der 5. Classe. 

Hat der Kegel u,—0 noch eine weitere Doppelkante, welche 
ebenfalls in der Doppelebene liegt, so erhilt das Monoid noch eine 
Doppelgerade. Auf dieser liegt noch ein gewéhnlicher Pinch-point, 
wihrend auf der Selbstberiihrungsgeraden nach wie vor zwei Pinch- 
points mit der Classenerniedrigung 5 liegen. Durch den dreifachen 


resp. 


Punkt geht nur noch ein einziger Mantel des projicirenden Kegels 
6. Ord., welcher die Selbstberiihrungsgerade tangirt; er reducirt die 
Classe, abgesehen von den singuliiren Geraden, um 4 Einheiten. Das 
Monoid ist nur noch von der 3. Classe und bildet einen speciellen Fall 
der Steiner’ schen Fliche; vergleiche Nr. 126 im letzten Capitel. 

114. Fallen die singuliiren Kanten von vu, = 0 und uw, = 0 zusam- 
men und tangirt die Doppelebene den Kegel wu, = 0 liings dieser Kante, 
so haben wir wu, = z*y zu setzen. Jetzt sind die beiden dreifachen 
Punkte und die beiden Pinch-points in den Punkt ¢ = 0 zusammen- 
geriickt. Die drei Mintel des projicirenden Kegels 8. Ord. durch diesen 
Punkt werden durch die Reihen: 


t= bai +--+, yoas+t.-.., 


resp. 
woe+be+---, yoeae? ‘ 

dargestellt, sein Kinfluss auf die Erniedrigung der Classe betriigt 16 
Kinheiten. Das Monoid wird folglich von der 8. Classe. 

Stellt «,—0O eine dreifache Ebene dar, welche den Kegel u,—0 
lings seiner singuliren Geraden tangirt, so hat man w. — x zu setzen. 

5 5 oe 3 
Der projicirende Kegel 8. Ord. schickt vier Miintel durch den drei- 
fachen I-unkt mit den Reihen: 


e==bje?+.-- 
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Die Reduction der Classe betrigt 18, abgesehen von der singu- 
liren Kante; so dass das Monoid von der 6. Classe wird. 

115. Auch in diesem Capitel mag auf einige der aufgezihlten 
Monoide kurz aufmerksam gemacht werden. Das in Nr. 105 zuerst 
erwihnte Monoid kann noch drei gewéhnliche Knotenpunkte besitzen; 
die Ebene durch diese 3 Punkte muss die Fliche lings eines Kegel- 
schnitts beriihren, der die Riickkehrgerade offenbar im Close-point trifft. 

Ferner giebt es einige Monoide 4, Ord. und 4. Classe. So z. B. das 
Monoid mit zwei Riickkehrgeraden. Auf jeder liegt ein Close-point; 
eine der Ebenen durch die beiden Close-points beriihrt lings eines 
Kegelschnitts, so dass die Gleichung dieser Fliiche immer auf die Form: 

x® + (ax® + 2byz)? =0 
gebracht werden kann. 

Das Monoid mit einer Selbstberiihrungsgeraden und zwei gewéhn- 
lichen Knotenpunkten ist ebenfalls von der 4. Ord. und def 4. Classe. 
Die Ebenen durch die beiden Knotenpunkte und je einen Pinch-point 
beriihren liings eines Kegelschnitts. Die Gleichung dieser Fliiche kanu 
geschrieben werden: 

(ba+ay) (ayez+bex+exy) + o(ayz+bex+dzy) =0. 

Die beiden Close-points und ein Knotenpunkt kénnen zusammenriicken, 
dann giebt es durch diesen Punkt und den noch iibrigen Knotenpunkt 
zwei Ebenen, welche liings eines Kegelschnitts beriihren. Die Glei- 
chung der Flaiche wird jetzt: 
xu(xz — oy*) + o(az — oy? + ary)? =0. 
Ebenso kann der letzte Knotenpunkt noch in den singuliiren Punkt 
der Selbstberiihrungsgeraden hereinriicken. Dann giebt es durch diesen 
Punkt zwei Ebenen, welche liings eines Kegelschnitts beriihren, ihre 
Schnittgerade ist die singuliire Gerade des Punktes. Ihre Gleichung ist: 
O = x2(az — oy’) + o(xz — oy® — t2*)’. 

Ferner kann bei dem Monoid mit Selbstberiihrungsgeraden und 
zwei Knotenpunkten ein Pinch-point mit einem dreifachen Punkt zu- 
sammenriicken. Der Tangentialkegel in diesem Punkte zerfillt in eine 
Doppelebene und eine einfache Ebene, welche die beiden Knotenpunkte 
enthilt und die Fliche lings zweier Geraden beriihrt. Ihre Gleichung ist: 

(ba + ay) (ayz + bex+cay)+ ary =O. 
Riickt auch noch der andere dreifache Punkt mit dem andern Pinch- 
point znsammen, so zerfillt auch der Tangentialkegel in diesem Punkt 
in der angegebenen Weise, und die Gleichung wird: 
(ba + ay)?2+ ay’? =0. 
Endlich kénnen die beiden dreifachen Punkte zusammenriicken, wiihrend 
die Pinch-points getrennt bleiben, dann zerfallt der ‘Tangentialkegel 
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im dreifachen Punkt in drei Ebenen durch die Selbstberiihrungsgerade. 
Die Gleichung der Flicue wird demnach: 
xy (ba + ay) + o(ayz + bex+ exy)? =0. 

116, Es eriibrigt in diesem Capitel nur noch die gestaltliche Be- 
handlung unserer Fliichen und wir beginnen mit den Flichen mit 
Riickkehrgeraden. \ch unterlasse es hier die Aenderungen anzugeben, 
welche bei den einzelnen Fliichen vorzunehmen sind, und gebe nur 
das Princip an, nach dem man zu verfahren hat. Man kann nimlich 
immer von den Monoiden mit Doppelgeraden ausgehen, welche lings 
derselben constante Tangentialebenen besitzen. Solche Monoide be- 
sitzen zwei getrennt liegende, oder zusammenfallende dreifache Punkte. 
Lisst man nun die Doppelgerade in eine Riickkehrgerade iibergehen, 
so trennt sich von der Beriihrungscurve des projicirenden Kegels die 
Doppelgerade ab, wie dies Figur 4]a und 41b zeigt. Von den drei- 
fachen Punkten A und B ist nur der Theil gezeichnet, der uns bei 
dem genannten Vorgang interessirt. Man iibersieht hierbei sehr schén 
wie der Close-point entsteht. Die beiden dreifachen Punkte kénnen 
auch conjugirt imaginiir sein, ganz ebenso wie bei den Flichen in 
Nr. 97. 

Die Monoide mit einer Selbstberiihrungsgeraden kann man aus den 
Monoiden mit zwei Doppelgeraden ableiten, indem man diese zusam- 
menriicken lisst, Es sind hier folgende Fille zu unterscheiden. Die 
beiden Pinch-points trennen die dreifachen Punkte, oder sie trennen 
die dreifachen Punkte nicht, oder sie sind conjugirt imaginiir. Um das 
Monoid mit Selbstberiihrungsgeraden abzuleiten, dessen beiden Pinch- 
points die dreifachen Punkte nicht trennen, geht man von dem Monoid 
mit zwei Doppelgeraden aus, dessen Abbildung auf die Ebene die 
Figur 42a zeigt. Den Richtungen s,, ¢, und s,, ¢, entsprechen auf 
den Doppelgeraden die Pinch-points. Beim Grenziibergange riicken die 
beiden Pinch-points, entsprechend den Richtungen s, und s,, zusam- 
men und bilden den einen neuen Pinch-point auf der Selbstberiihrungs- 
geraden; die beiden Pinch-points, entsprechend den Richtungen ¢, und 
t, riicken ebenfalls zusammen, bilden aber den andern dreifachen Punkt, 
siehe Figur 42b. Jeder Richtung durch P, resp. P, in Fig. 42a ent- 
spricht ein Punkt der Doppelgeraden, da die Tangentialebenen in den 
Punkten der Doppelgeraden noch beweglich sind; dagegen entspricht 
jeder Richtung durch P in Fig. 42b nur noch ein einziger Punkt, da 
die Tangentialebenen in den Punkten der Beriihrungsgeraden constant 
sind. So entspricht der Partie A der Ebene beim Monoide ohne reelle 
Hauptgeraden ein geschlossener Fliichentheil, der sich wie ein Kegel 
2. Ord. in die beiden dreifachen Punkte erstreckt. Macht man eine 
Reihe Schnitte durch das Monoid, welche der Bildebene parallel sind, 
so entspricht dem Schnitt durch den dreifachen Punkt ¢ = 0 die Curve 
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u, = 0, den Schnitten zwischen beiden dreifachen Punkten Curven 
2D 
I 
die Curve 2, (bestehend aus einem Zweig und dem isolirten Punkt P), 
den Schnitten zwischen diesem dreifachen Punkt und dem einen Pinch- 
point Curven von der Form 3, dem Schnitt durch den Pinch-point die 
Curve 4, den Schnitten zwischen beiden Pinch-points Curven von der 
Form 5 oder 6, dem Schnitt durch den zweiten Pinch-point die Curve 
7, den Schnitten zwischen diesem Punkt und dem dreifachen Punkt 
z= Curven von der Form 8. Hierdurch gewinnt man ein deutliches 
Bild der Filiiche ohne reelle Hauptgeraden; will man aber eine Fliche 
mit reellen Hauptgeraden, so muss man die Fliche, wie in Nr. 45 
und Nr. 46 gezeigt wurde, mit sich selbst an geeigneten Stellen zu- 
sammenwachsen lassen. 

Sollen die Pinch-points conjugirt imaginiir werden, so lisst man 
bei der vorigen Fliche die beiden Pinch-points zusammenriicken und 
dann imaginir werden. Man kann die Fliche jedoch auch direct ab- 
leiten, wenn man von einem Monoid ausgeht, dessen Bild Fig. 42c 
darstellt. Sollen die Pinch-points durch die dreifachen Punkte getrennt 
werden, so kann man einen von ihnen durch einen. dreifachen Punkt 
hindurchgehen lassen, oder aber man kann dasselbe wieder direct ableiten. 

Auch bei den zuletzt aufgestellten Monoiden kénnen die drei- 
fachen Punkte wieder conjugirt imaginaér werden. 


von der Form 1, dem Schnitt durch den dreifachen Punkt z = — 


Monoide mit Riickkehrgeraden hoherer Ordnung oder mit 
Selbstosculationsgeraden. 


117. Es handelt sich in diesem Capitel noch um einige wenige 
Monoide, deren singuliére Gerade von héherer Urdnung*) ist als die 
Selbstberiihrungsgerade. Wir haben bereits im vorigen Capitel gesehen, 
dass alle Monoide mit Riickkehr- resp. Selbstberiihrungsgeraden in den 
Punkten dieser Geraden eine constante Tangentialebene besitzen, oder 
dass die Projectionen aller ebenen Schnitte Curven mit Spitze resp. 
Selbsberiihrungspunkt liefern, deren Tangenten in diesem Punkte 
identisch sind: Mit andern Worten: die Potenzreihen dieser projicirten 

3 
Curven oder der Projectionskegel stimmen bis zur Potenz y” resp. y? 
iiberein, wenn x=—0, y=O die singuliire Gerade darstellt. Ganz 
ebenso zeigt sich, dass bei einer Riickkehrgeraden 5. Ord. die Potenz- 


reihen der Projectionskegel bis zur Potenz y* oder bei einer Selbst- 


*) Den Riickkehrpunkt einer Curve oder die Riickkehrkante eines Kegels 
nennt man von der 3., 5,,7.,... Ord., wenn er die Classe um 3, 5, 7, .-. erniedrigt; 
ebenso unterscheidet man Selbstberiihrungskanten 4., 6., 8... Ord. 
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osculationsgeraden bis zur Potenz y* iibereinstimmen. Je zwei solche 
zu einer Fliiche gehérige Kegel, welche auf ebenen Schnitten stchen, 
schneiden sich demnach in 10 resp. 12 zusammenfallenden Kanten und 
folglich schneiden sie den Tangentialkegel 3. Ord. in dreifachen Punkte 
ebenfalls in 10 resp. 12 consecutiven Kanten. In Folge dessen sind 
nur die folgenden Moéglichkeiten geboten. 

Der Kegel u, = 0 zerfillt in eine einfache und eine Doppelebene, 
der Kegel wu, = 0 besitzt eine Riickkehrkante 5. Ordnung und wird 
lings derselben von der Doppelebene beriihrt. Wir kénnen dann: 

u, = xy und wu, = Ia?2? + 2(M2*+3 Nae? y+30zy*) + Ox! 

4+ 4Rary + 6Sx2y? + 47 xy + Uy! 
setzen unter Zuhilfenahme der Relation 90? —4TU=0. Jeder ebene 
Schnitt des Monoids wu, + u, = 0 besitzt im Allgemeinen einen Riick- 
kehrpunkt 5. Ord.; nur Schnitte durch einzelne Punkte der Riickkehr- 
geraden kénnen hohere Singularitiiten aufweisen, nimlich die Schnitte 
durch die singul.:en Punkte dieser Geraden. Umgekehrt kénnen wir 
die singuliiren Punkte der Riickkehrgeraden dadurch bestimmen, dass 
wir uns fragen, fiir welche Werthe von z wird die Curve u, + u, = 0 
einen dreifachen Punkt oder einen Selbstosculationspunkt erhalten; im 
ersteren Falle ist der beziigliche Punkt ein dreifacher Punkt, im letzteren 
ein Close-point*) des Monoids. Man erkennt aber sofort, dass kein 
weiterer dreifacher Punkt existiren kann, dagegen giebt es einen 
Close-point. Die Reihenentwicklungen fiir die beiden Aeste der Curve 
u, + u, =O beginnen niimlich mit y = az? und schreiten im Allge- 
1 5 

meinen nach Potenzen von 2° fort, also y=az?-+ B2"+..--. Fir 
die Schnitteurve durch den Close-point, welche einen Selbstosculations- 
punkt hat, miissen aber die Potenzreihen nach ganzen Potenzen von 
30 

2Iz’ 
ferner bestimmt sich £6 durch Nullsetzen der Glieder 7. Dimension, also 
I2p? + e+ 3Ne2e?+47Ta=—0. Soll 6 verschwinden, so folgt 


30 . . ‘ ; 
daraus 2 = s1T—90N’ und hierdurch ist der Close-point bestimmt. 


2 fortschreiten, d. h. es muss 8 verschwinden. Nun ist « = — 


Die Reduction der Classenzahl vertheilt sich, wie folgt. Zunichst 
reducirt die Riickkehrgerade die Classe um 16 Kinheiten, da sie sich 
of 0, Ff 
0 o4 


vierfach von der Curve , 


= ( abtrennt. Der projicirende 


Kegel ist nur noch von der 7. Ord. und schickt nur noch zwei Mintel 
durch den dreifachen Punkt, sie haben die Reihen: 


*) Die Bezeichnung Close-point ist nicht véllig correct, aber der Punkt ist 
einem gewoéhnlichen Closepoint sehr dhnlich, so dass ich keine bessere Bezeich- 
nung wiisste, 
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5 
a=+tbe*+---, ymaus?+---, a=——T; 

die Reduction durch diesen Punkt berechnet sich auf 8. Fiir den Close- 
point findet man 6 als die Zahl, welche seinen Einfluss auf die Classen- 
erniedrigung angiebt. 

118. Wenn der Kegel wu, = eine dreifache Ebene darstellt und 
u, = 0 wiederum einen Kegel mit einer Riickkehrkante 5. Ord., welcher 
lings derselben von der singuliren Ebene beriihrt wird, so setzen wir 
u, == #°, wiihrend wir die Gleichung fiir u, und die Constantenrelation 
beibehalten, und erhalten ein neues Monoid mit einer Riickkehrgera- 
den 5. Ordnung. Es giebt jetzt auf der Riickkehrgeraden keinen 
Close-point mehr, er ist in den dreifachen Punkt hereingeriickt. Der 
projicirende Kegel 7. Ord. schickt drei Mintel mit den Reihen: 


3 


emt e.:. iin eae. oe eee 
¥ 7% - , o-? 810? 
resp 
- 9NO —s8IT 
a=b+---, y= agtees, Oe Yi -* 


Der dreifache Punkt reducirt hier die Classe um 15, so dass die Ge- 
sammtreduction gleich 31 wird. 

119. Schliesslich ist noch das Monoid mit einer Selbstosculations- 
geraden zu erwihnen; man erhiilt es, wenn «, =O eine Selbstosculations- 
kante besitzt und wu. =0 den Kegel uw, =O lings dieser Kante beriihrt. 
Nehmen wir ™, in seiner friiheren Form, so haben wir zwischen den 
Constanten die beiden Relationen 90? —4IU=0 und 8I17—90N=0; 
aus beiden folgt dann weiter UN—207=0. Es giebt dann auf 
der singuliren Geraden einen Pinch-point*) héherer Ord., einen Punkt 
fiir welchen die ebenen Schnitteurven Riickkehrpunkte von der 7. Ord. 
haben. Nun besitzen die Curven u, + #, =O alle einen Selbstoscu- 
lationspunkt, der zum Riickkehrpunkt 7. Ord. wird, wenn 

30U 
#=21T? + 21SU+3M0U 
ist; hierdurch ist also der Pinch-point bestimmt. 

Die Selbstosculationsgerade reducirt die Classe um 20, da sie sich 
of 
Cx 


fiinffach von der Curve = (Q, of = 0 abtrennt. Durch den drei- 
PY 


fachen Punkt gehen zwei Miintel des projicirenden Kegels 6. Ord., 
sie haben die Reihen: 
3 
: 8 I? 4] 
2 “iin 2” oie ik, atl - 
e=bee+---, yo taz+::-, c= TH b= oh 


*) Dieser Pinchpoint ist durch Zusammenriicken dreier Pinch-points und 
ihrer drei Doppelgeraden entstanden, 


f 
| 
' 
\ 
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der dreifache Punkt erniedrigt die Classe um 6 Einheiten. Durch den 
Pinch-point geht ein Mantel des projicirenden Kegels, er reducirt die 
Classe um 7 Einheiten. Die Fliiche ist demnach von der 3. Classe 
und bildet einen speciellen Fall der Steiner’ schen Fliche; siehe Nr. 126 
des letzten Capitels. 

120. Um sich ein Bild von der Gestalt des Monoids in Nr. 117 
zu machen, lasse man eine Ebene sich um die singulire Gerade drehen. 
Sind die beiden Hauptgeraden der Fliche imaginiir und geht man von 
der Lage y = 0 aus, so bildet die Schnittcurve einen isolirten Punkt, 
der bei Drehung der Ebene in einen kleinen Kegelschnitt iibergeht. 
Bei weiterer Drehung verlingert sich dieser Kegelschnitt, bis er in 
das doppelt geziihlte Stiick der singuliren Geraden zwischen drei- 
fachem Punkt und Closepoint tibergeht, wenn die Ebene die Lage «=0 
einnimmt; siehe Figur 43. Nimmt man die Drehung der Ebene, von 
der Lage y= 0 ausgehend, in entgegengesetzter Richtung vor, so 
entwickelt sich aus dem isolirten Punkt ein kleiner Kegelschnitt, der 
auf der entgegengesetzten Seite der singuliiren Geraden liegt. Bei 
weiterer Drehung verlingert sich derselbe immer mehr, bis er schliess- 
lich in den durchs Unendliche verlaufenden Theil der singuliiren Ge- 
raden tibergeht; siehe Figur 43b). Die Fliiche liegt in der Nihe des 
dreifachen Punktes ganz auf der einen Seite der Ebene y= 0, Sind 
die beiden Hauptgeraden reell, so erhiilt man die Fliche, wenn man 
die geschilderten Theile an einer Stelle zusammenwachsen lisst. 

Die Gestalt des Monoids in Nr. 118 liisst sich ganz in derselben 
Weise finden, indem man eine Ebene um die singuliire Gerade dreht. 
Als Ausgangslage wiihle man die Ebene senkrecht zur Ebene 2 = 0; 
sie schneidet einen Kegelschnitt aus, der bei der Drehung der Ebene 
immer kleiner wird, bis er sich auf einen Punkt zusammenzieht, wenn 


die bewegliche Ebene die Lage z = 0 angenommen hat. Macht man 
die Drehung von der Ausgangslage in entgegengesetzter Richtung, so 


verlingert sich der Kegelschnitt immer mehr, dringt durchs Unend- 
liche und geht in die doppelte singuliire Gerade itiber, wenn die be- 
wegliche Ebene wieder die Lage 0 angenommen hat; siehe Fig. 44, 

Die Partien der Fliche, welche sich an die Riickkehrgerade an- 
setzen, liegen auf entgegengesetzten Seiten der Ebene « = 0 und der 
singuliren Geraden, wenn man den dreifachen Punkt passirt. 

Was endlich die Gestalt der Fliche mit Selbstosculationsgeraden 
anlangt, so ist zunichst zu bemerken, dass es durch den Pinch-point 
eine Ebene giebt, welche lings eines Kegelschnitts beriihrt. Dreht 
sich wieder eine Ebene um die singuliire Gerade, so schneidet sie immer 
einen Kegelschnitt aus, der jene Ebene in einem Punkte ihres Kegel- 
schnitts und die singuliire Gerade wie vorher im dreifachen Punkt beriihrt. 
Nimmt die bewegliche Ebene die Lage x = 0 an, so geht der Kegel- 
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schnitt in das doppelt geziihlte Stiick der singuliiren Geraden zwischen 
dem dreifachen Punkt und dem Pinch-point tber, und zwar tritt 
dieses ein, einerlei ob man von der Ausgangslage nach rechts oder links 
dreht. Das eine Stiick der Selbstosculationsgeraden zwischen den 
beiden singuliiren Punkten ist reell, das andere imaginiir. 


Die Regelflachen 4. Ordnung mit einer dreifachen Geraden. 


121. Obgleich diese Regelflichen schon anderwiirts*) ihre Erledigung 
gefunden haben, so kénnen sie doch hier der Vollstindigkeit halber 
nicht ausgelassen werden, und ich halte die nachstehenden Auseinan- 
dersetzungen um so weniger fiir iiberfliissig, als uns ein anderes Princip 
leiten wird, als das in. den citirten Arbeiten. Wir gehen wieder von 
der Gleichungsform wu, + u,=0 aus, wo wu, =O drei Ebenen durch 
die Gerade x = 0, y=O und u, =O einen Kegel 4. Ord. mit der 
dreifachen Kante = 0, y = 0 bezeichnet; von den 12 Schnittgeraden 
u, = 0, wu, = 0 kénnen 9, 10 oder 11 in die singuliire Gerade herein- 
riicken und hiernach haben wir verschiedene Fille zu unterscheiden. 

Schneiden sich u, =O und wu, = 0 in 9 Geraden x= 0, y = 0, 
so kénnen wir setzen: 

u, = Av®+ 3 Ba’'y+3Czry? + Dy 

und 
u, = 2(Ma> + 3Na*y + 3Qzy? + Py) + Oat + 4Raty +5682’? y? 

+ 4Txy' + Uy'. 
Es giebt dann im Allgemeinen in jedem Punkt der dreifachen Geraden 
drei von einander verschiedene Tangentialebenen, nur fiir vier Punkte 
dieser Geraden fallen zwei Tangentialebenen zusammen, da bekanntlich 
die Diseriminante einer Gleichung 3. Grades in den Coefficienten vom 
vierten Grade ist. Einen solchen Punkt wollen wir wiederum als Pinch- 
point bezeichnen, da durch ibn ein einfacher Mantel der Regelfliche 
geht und zwei mit einander zusammenhingende Mintel, welche sich 
genau so verhalten, wie die beiden Mantel durch eine Doppelgerade 
in ihrem Pinch-point. 

Der projicirende Kegel aus einem beliebigen Raumpunkt ist nur 
noch von der sechsten Ordnung; die Beriihrungscurve 6. Ord. dieses 
Kegels geht durch die vier Pinch-points hindurch, so dass in jeder 
Ebene durch die dreifache Gerade nur noch zwei bewegliche Punkte 


i ee ; 
= = 0, 7 0 trennt sich 


die Gerade x = 0, y==O vierfach ziihlend ab, die iibrig bleibende 


dieser Curve liegen. Von der Curve 


*) Zuerst hat Cayley die verschiedenen Regelfliichen 4. Grades untersucht, 
aber einige ausgelassen, vergl. Phil. Transactions CLIV, p. 559; vollstaindig bis 
auf eine giebt sie Cremona, Memorie del R. Ist. di Bologna v. VIII, vergl. die 
zweite Note auf Seite 147. 
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Curve 5. Ord. geht durch die Pinch-points einfach hindurch und schneidet 
daselbst die Regelfliche in je vier consecutiven Punkten, so dass sich 
fiir die Regelfliiche die Classe 4 ergiebt, wie das ja auch bekannt ist. 

Die drei Erzeugenden in einem Punkt der dreifachen Geraden 
liegen im Allgemeinen nicht in einer Ebene*); liegen sie jedoch fiir 
irgend einen Punkt der dreifachen Geraden in einer Ebene**), so gilt 
Gleiches fiir jeden Punkt derselben; die Erzeugenden treffen alle eine 
feste Gerade, welche der Regelfliiche nur einfach angehéren kann. 

Ein Schnitt durch einen Pinchpoint liefert zwei verzweigte und 
einen linearen Ast; geht der Schnitt durch die singulire Gerade oder 
Dorsallinie des Pinch- point, so wird diese Gerade, ein sie beriihrender 
Ast und ein weiterer Ast ausgeschnitten. Es giebt durch die Dorsal- 
linie eine Ebene, welche lings ihr beriihrt und einen Kegelschnitt 
ausschneidet, der natiirlich durch den Pinchpoint geht. 

Riicken zwei Pinch-points zusammen, so gehen durch diesen Punkt 
drei Erzeugende, welche einander unendlich nahe geriickt sind. Macht 
man also diesen Punkt zum Coordinatenanfang, so hat man in der 
Gleichung u, + u, = 0 fiir wu, einen reinen Cubus, etwa 2°, zu setzen. 
Dann schickt der projicirende Kegel 6. Ord. durch diesen Punkt zwei 
Mintel, welche mit einander verzweigt sind und die Gerade x = 0, 
Pz + Uy=0 beriihren. Es kénnen auch zwei Mal zwei Pinch-points 
zusammenriticken, aber es kénnen nicht drei oder vier in einen Punkt 
zusammenfallen. 

122. Nehmen wir jetzt an, dass eine der Ebenen wu, = 0 einen 
der Mintel des Kegel u, 0 lings der dreifachen Kante beriihrt, so 
haben wir in der Gleichung der Regelfliche D—0O und P=O zu 
setzen. Es giebt jetzt in der dreifachen Geraden eine constante und 
zwei bewegliche Tangentialebenen***). Die Discriminante der Gleichung 
3. Grades reducirt sich jetzt auf 


(C+ 20)? {4(A+2M) (C+ 20) — 3(B+2N)*}. 
Es existiren also nur zwei gewohnliche Pinch-points, die beiden andern 


sind in den singularen Punkt z= — — zusammengeriickt. Der proji- 


O 
cirende Kegel 6. Ord. schickt durch den Punkt z= — 5 zwei Mintel 
mit den Reihen tz = b2,5+---, y= ae,?+---, 4, =e +5: 


Als Specialfall ist zu erwihnen die Regelfliche, fiir welche ein 
Pinch-point in den singuliiren Punkt 2 = — - hereinriickt, fiir welche 


also BO— CN =O ist. Der projicirende Kegel 6. Ord. schickt im 








*) Cremona, a. a. O. Regelfliiche 8. 


**) Cremona, a. a. O. Regelfliiche 9. 
***) Cremona, a, a. O. Regelfliiche 3. 
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letzteren Falle durch den Punkt ¢ = ——& zwei verzweigte Mintel mit 


0 
den Reihen: 
8 


x=be?+---, y=+toun+--. 
123. Wenn zwei der Ebenen u, 0 zwei Mintel des Kegels 
u, = 0 lings der dreifachen Kante beriihren, so kénnen wir schreiben: 
u, = 3 Bary + 3Czry? 


u, = 2(3 Nay + 30ay) + Qat+ Ray+---. 
In Folge dessen sind von den Yangentialebenen in den Punkten der 
dreifachen Geraden zwei constant und eine beweglich*). Die Discriminante 
der Gleichung 3. Grades geht iiber in: 
3(B + 2N)? (C+ 20), 


es giebt also zwei singuliire Punkte: 


und 


= — © und g== — ae 

O N 
Die beiden constanten Tangentialebenen kinnen auch zusammen- 
riicken, dann verschwindet die Discriminante identisch; zwei Mintel 
der Regelfliche sind lings der dreifachen Geraden verzweigt, d. h. sie 
haben dieselbe zur Riickkehrkante, und die Riickkehrtangentialebene 
ist gerade die constante Tangentialebene. Es giebt auf der dreifachen 
Geraden nur noch einen einzigen singuldren Punkt; macht man den- 


selben zum Coordinatenanfang, so erhilt man als Gleichung der Regel- 
fliche **) : 


w+3Na?z2+ QOrt'4+ 4Ra' y+ 68ey+ 47ry + Uyt=—0. 
Der projicirende Kegel ist jetzt nur noch von der 5. Ord,, er schickt 
durch den singuliren Punkt einen Mantel mit den Reihen: 


a=bet+t---, year+... 


Auch die Curve 2/ — 0, $f = ( ist nur noch von der 4. Ord., so 


ex 
dass der singuliire Punkt, abgesehen von der dreifachen Geraden, die 
Classe um 12 erniedrigt, da ja die Regelfliche immer von der 4. Classe 
sein muss. Jeder Schnitt durch den singuliren Punkt liefert eine 
irreducible Curve 4. Ord., deren drei Aeste mit einander verzweigt sind, 
nur die Schnitte durch die dreifache’ Gerade machen hiervon eine 
Ausnahme. 
124. Ueber die gestaltlichen Verhiiltnisse ist kurz Folgendes zu 
bemerken. Die Regelfliche mit drei beweglichen Tangentialebenen in 





*) Cremona, a. a. O. Regelfliche 10. 
**) Diese Regelfliche ist von Cremona in der citirten Abhandlung nicht 
angegeben. 


10* 
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der dreifachen Geraden kann vier reelle, oder zwei reelle und zwei 
imaginire, oder vier imaginiire Pinch-points besitzen. Wir drehen nun 
eine Ebene um die dreifache Gerade und verfolgen die Bewegung ihres 
Beriihrungspunktes. Sind alle 4 Pinch-points reell, und bezeichnen 
wir dieselben mit A, B, C, D, siehe Fig. 45, so kénnen wir von der- 
jenigen Ebene ausgehen, deren Beriihrungspunkt der unendlich ferne 
Punkt ist. Der Drehung dieser Ebene um 180°, entspricht eine Be- 
wegung des Beriihrungspunktes von — oo nach A, dann wird die 
Bewegung riickliufig bis B, kehrt hier abermals um und geht nach 
C, wird hier riickliufig bis D, kehrt hier wieder um und geht nach 
+ oo, womit die ganze Bewegung geschlossen ist. Die Figur bringt 
in der punktirten Linie diese Bewegung zur Anschauung; eine andere 
Moéglichkeit kann nicht eintreten. Ob nun die Erzeugenden alle noch 
eine feste Gerade treffen oder nicht, ist hinsichtlich der Gestalt der 
Regelfliche nicht von Belang. 

Sollen nun zwei Pinch-points zusammenriicken, so kénnen das in 
unserer Figur die Punkte A und B oder C und JD sein, dann riicken 
die 3 Erzeugenden durch einen solchen Punkt unendlich nahe zusam- 
men. Hieraus ist aber unmittelbar die Bewegung des Beriihrungs- 
punktes in diesem Falle klar, Man erkennt auch sofort, wie die Ver- 
hiltnisse sich gestalten, wenn A und B conjugirt imaginir werden. 
Werden auch noch C und PD conjugirt imaginir, so giebt es ersicht- 
lich in jedem Punkte der dreifachen Geraden nur noch eine einzige 
reelle Tangentialebene. Aus der Regelfliiche mit nur zwei rellen Pinch- 
points C und D kann man noch eine zweite Regelfliiche ohne reelle 
Pinch-points ableiten, wenn man in Fig. 45 die Punkte C und D 
durchs Unendliche zusammenriicken, und dann conjugirt imaginiir 
werden liisst. Dasselbe erreicht man, wenn man von der Figur 45a 
ausgeht und die Punkte C und D im Endlichen zusammenriicken und 
conjugirt imaginir werden liisst. Man erhiilt so eine Regelfliiche, welche 
in jedem Punkt der dreifachen Geraden noch drei reelle Tangential- 
ebenen besitzt. Dreht sich eine Ebene durch die dreifache Gerade um 
180°, so durchliuft der Beriihrungspunkt diese Gerade drei Mal in 
derselben Richtung. Der Uebergang von der Regelfliiche mit zwei 
reellen Pinch-points zu der letztgenannten Regelfliche, wird von einer 
Regelfliiche , mit einer constanten Tangentialebene liings der dreifachen 
Geraden, gebildet. 

Hat die Regelflaiche in der dreifachen Geraden cine constante Tan- 
gentialebene und bezeichnen wir die beiden Pinch-points wieder mit 
A und B, den singuliiren Punkt aber mit S, so giebt uns Figur 45a 
die Bewegung des Beriihrungspunktes. Die Krzeugende durch den 
Beriihrungspunkt fallt dabei ein Mal mit der dreifachen Geraden zu- 
sammen und zwar gerade fiir den Punkt S als Beriihrungspunkt; in- 
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dem also der Beriihrungspunkt die Lage S passirt, passirt die Erzeugende 
die Lage der dreifachen Geraden. 

Nach einer Drehung von 180° nimmt die Erzeugende wieder ihre 
urspriingliche Lage an. Versieht man die Erzeugende mit einem Pfeil, 
um eine positive Richtung zu markiren, so stimmt die Richtung zu 
Anfang und am Schluss der Bewegung iiberein, was bei den vorher- 
gehenden Regelflichen ebenfalls der Fall ist. Man tibersieht leicht die 
kleine Aenderung, welche eintritt, wenn der Pinch-point A in den 
singuliren Punkt hereinriickt. 

Hat die Regelfliche in der dreifachen Geraden zwei constante 
Tangentialebenen, so durchliiuft der Beriihrungspunkt die dreifache 
Gerade einfach, wenn sich die Tangentialebene um 180° dreht. Fiir 
zwei Lagen des Beriihrungspunktes fallt die Erzeugende mit der. drei- 
fachen Geraden zusammen, die positive Richtung der Erzeugenden zu 
Anfang und zu Ende der Bewegung stimmen wieder iiberein. 

Zum Schluss ist noch die Regelfliiche zu nennen, bei welcher die 
beiden Mintel mit constanter Tangentialebene verzweigt sind. Der 
Beriihrungspunkt durchliuft die Gerade einfach; fiir einen Punkt fillt 
die Erzeugende mit der dreifachen Geraden zusammen und indert in 
demselben Moment die Richtung ihrer Drehung in Bezug auf ihren 
Punkt in der dreifachen Geraden. 

Da bei der zuletzt genannten Regelfliiche, die beiden singuliren 
Punkte zusammengeriickt sind, so erkennt man, dass bei der Regel- 
fiche mit zwei constanten Tangentialebenen, die letzteren auch con- 
jugirt imaginir sein kénnen, 


Die Steiner’sche Flache, ihre Realitatsverhiltnisse, sowie die 
Specialfalle derselben. 


125. Da die Steiner’sche Fliiche ein so allgemeines Interesse 
in Anspruch nimmt, so diirfte es nicht tiberfliissig sein, ihr ein be- 
sonderes Capitel zu widmen. Beginnen wir mit dem Fall der Steiner’- 
schen Fliiche, in welchem die drei Doppelgeraden reell sind, dann ist 
ihre Gleichung: 


2ayew+a,y?2?+ a,2*a? + a,x*y?+ 2b, a? y2+2b,y°2x-+2b, e2ay=0. 


Die Pinch-points auf den drei Doppelgeraden bestimmen sich respective 
durch die Werthe: 





—1 
z= OQ y = 0 Z= — = 
; . , : b; + Vaya, ’ 
z=0, gu ag 
: be + Vayas 
iii oe SOT =, 2= 0; 


b+ Vaya, j 
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zugleich werden die Gleichungen der singuliren Ebenen in diesen 6 
Punkten: 

x Va, t y Va, = 0, 
resp. 

yVa,+2Va,=0, 
resp. 

| 2Va, + 2¥a,—0. 
Von diesen singuliiren Ebenen lassen sich vier Mal drei herausgreifen, 
welche sich in einer Geraden schneiden. Die 6 Pinch-points liegen 
vier Mal zu drei in Ebenen, welche die Flache lings eines Kegel- 
schnitts beriihren, die 6 Dorsallinien in den Pinch-points bilden die 
Kanten eines Tetraeders. Alle diese Eigenschaften sind lings bekannt 
und habe ich sie hier nur einfach wiederholt*). 

Sind die Gréssen a,, a,, a, alle drei zugleich positiv oder zugleich 
negativ, so sind die aufgezihlten Singularititen alle reell und das 
Tetraeder der Dorsallinie ist reell**). Die Fliche liegt ganz inner- 
halb dieses Tetraeders. 

Sind von den Groéssen a,, a, a, eine oder zwei negativ, die 
andern positiv, so giebt es nur noch zwei reelle Pinch-points und 
zwei reelle Dorsallinien; die vier Ebenen, welche lings eines Kegel- 
schnittes beriihren, sind paarweise conjugirt imaginar. 

Den Uebergangsfall bildet eine zerfallende Fliche, welche aus 
einer Ebene und einer Regelfliiche 3. Ord. besteht. 

Die Steiner’sche Fliche kann auch so beschaffen sein, dass eine 
der drei Doppelgeraden reell, die beiden andern aber conjugirt imaginir 
sind. Macht man die reelle Doppelgerade zur Axe x=0, y=0O 
und die reelle Ebene durch die beiden andern Doppelgeraden zur 
Ebene z= 0, bestimmt man ferner die Ebenen x —=0, y =O s0, 
dass die imaginiren Doppelgeraden sich in der Form: 


s=0, @+y)=—0 
darstellen, so wird die Gleichung der Steiner’schen Fiche: 
(@?+y")? + (azx+ bey) (2? +y") + 2 (cx? + dy’ + 2exy) 

+ 292(a?+y?) =0. 
Hier giebt es offenbar nur noch zwei reelle Pinch-points, sie liegen 
auf der einzigen reellen Doppelgeraden x = 0, y =O und bestimmen 
sich als: 
(+a +Ve—ad+se | 


— e—dc_ 


*) Ich erwiihne hier: Steiner, Kummer, Weierstrass, Cremona, 
Clebsch, Schréter, Sturm. 

**) Es ist das diejenige Steiner’sche Fliche, deren Modell von Kummer 
angefertigt worden ist, vergl. Berliner Monatsberichte 1864, oder auch Verlags- 
katalog von L. Brill in Darmstadt. 
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Man erkennt, dass diese Pinch-points stets reell sein miissen; durch 
jeden dieser beiden Punkte gehen zwei reelle Ebenen, welche lings 
eines Kegelschnittes beriihren. Im dreifachen Punkt giebt es einen 
reellen Flichentheil, welcher die Ebene z= 0 beriihrt, die Doppel- 
gerade « = (), y= 0 ist in der Nahe des dreifachen Punktes isolirt. 

126. Den Uebergang vén der Steiner’schen Fliche mit 3 reellen 
Doppelgeraden zu derjenigen mit nur einer reellen Doppelgeraden, 
bildet die Flaiche mit Selbstberiihrungsgeraden; siehe Nr. 113. Die 
Gleichung dieser Fliche lisst sich immer schreiben: 

ve + art + barz+ ca?ye + 27 (da? + ey?) =0. 

Auf der Doppelgeraden x =0, y=O liegt der eine Pinch-point 
= — — der andere ist in den dreifachen Punkt hereingeriickt. Auf 
der Selbstberiihrungsgeraden 2 = 0, « = 0 liegen die beiden singuliiren 
) ei ae 
Punkte 4 re 
welche lings eines Kegelschnitts beriihrt. Die beiden andern Ebenen, 
welche lings eines Kegelschnitts beriihren, sind in die Ebene ¢ — 0 
zusammengefallen. Der projicirende Kegel 3. Classe geht stets durch 
den dreifachen Punkt und beriihrt daselbst die Selbstberiihrungsgerade. 

Die singuliren Punkte auf der Geraden =O, x =O kénnen 
auch conjugirt imaginir werden, dann werden auch die beiden, lings 
eines Kegelschnitts beriihrenden Ebenen conjugirt imaginir; in diesem 
Falle giebt es kein isolirtes Stiick der Selbstberiihrungsgeraden mehr. 

Zum Schluss haben wir noch die Steiner’sche Fliche mit Selbst- 
osculationsgeraden zu untersuchen, In Nr. 119 haben wir bereits ge- 
funden, dass es auf der singuliiren Geraden einen singuliren Punkt 
giebt, durch diesen Punkt giebt es eine singulire Tangente und durch 
diese eine Ebene, welche lings eines Kegelschnittes beriihrt. Da diese 
Singularitaéten immer reell sein miissen, so kaun man die Gleichung der 
Flaiche immer schreiben: x + (azz + by’)? =0. Das Gestaltliche 
dieser Fliche ist bereits in Nr. 120 besprochen. 


durch jeden dieser Punkte geht eine Ebene, 


Ich benutze diese Gelegenheit, um auf ein Versehen in meiner 
Abhandlung ,Ueber die Gestalten der Kummer’schen Fliche,“ Math. 
Annalen Bd. XVIII aufmerksam zu machen. Dort ist in dem letzten 
Abschnitt, welcher iiber Linienflichen handelt, Seite 156, die Linien- 
fliche mit vier reellen Cuspidalpunkten auf der einen und vier imagi- 
niren auf der andern Doppelgeraden ausgelassen worden, sie ist ein 
Specialfall der Kummer’schen Fliche vom Typus IV. 


Leipzig, den 20. Januar 1884. 











Sur les invariants simultanés de deux formes quadratiques. 
Par 
Corrapo Ssere 4 Turin. 


Extrait d’une lettre adressée 4 M. J. Rosanes. 


Votre note ,,Erweiterung eines bekannten Satzes auf Formen von 
beliebig vielen Veriinderlichen“ publiée & la pag. 412 du tome XXIII des 
Mathematische Annalen m’a rappelé certains résultats, qui semblent 
encore nouveaux et non sans quelque interét, auxquels j’étais arrivé 
il y a plus d’une année & propos de la signification des invariants 
simultanés de deux formes quadratiques, et aussi une difficulté étrange 
que javais trouvé sur cette matiére- Permettez que je vous expose 
ici ces résultats et cette difficulté (4 laquelle d’autres recherches m’em- 
péchent 4-présent de penser). 

C’est par une extension en deux sens de la méthode trés-élégante 
dont M. Liiroth a fait usage*) pour trouver la signification géomé- 
trique des invariants simultanés de deux quadriques de |’espace ordi- 
naire que j’arrive & une interprétation des invariants simultanés de 
deux formes quadratiques 4 » + 1 variables, 

Soient f(zx), (xx) ces deux formes: on sait qu'un systéme de 
leurs invariants simultanés se compose des coefficients de la forme 
binaire en 4, uw qui est le discriminant de Af + um, c’est-a-dire que 
si (en indiquant en général le discriminant d'une forme w par Ay) 
Yon a 
A(Af+ ey) = Inp1,04" t+ dn A" wt In—1,24" 1 pw? +++ dong uh, 
les quantités J,_1.41,.(k = 0, 1, ---, w+ 1) (parmi lesquelles J,41,9 =Af, 
Jo.n41 = Aq) forment un systéme d’invariants simultanés de f et gp. 
Et on sait aussi (ou l’on démontre en peu de mots) que si 

f=@=—at=--, p= BP=bi=..,, 


*) Ueber Polartetraeder und die Schnittcurve zweier Fliichen 2weiter Ord- 
nung. Zeitschrift fiir M. u. Ph. Bd. XIII (1868), pag. 404. 
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ces invariants seront représentés symboliquement, & moins de certains 
facteurs numériques, par 
(aa ses a), (b Pa ial a™)?, (bb a” eee a™)?, sees 

de sorte que J,,; et Ji,, seront vos invariants harmoniques. — Soient 

g+++ alt) et y’---y@t) deux groupes quelconques de points tels 

que les déterminants X= |a7|, Y= |ys| ne soient pas nuls (c’est- 

a-dire deux groupes qui ne soient pas contenus dans des espaces 

linéaires & » — 1 dimensions). On aura identiquement par deux multi- 

le plications successives de déterminants 


XYA(AL+ uy) =|Af(ay’) + wp(a’y’)|. 
En supposant a-présent que 
| (a) f(a7y) =O pour rbBbs, 





< 
et en égalant dans les deux membres de l’identité précédente les coeffi- 
cients des différentes puissances de 4, u on aura: 


on 
sf XE Ta = DI oe y) fev Mey) «+ feamnyetny, 
nt 
ivé | ¢ Fis -_ ez ¥) 92 y’) fay”) += fal) y(n) 
nts ae» Cites p(x y¥) oz’ y’) AO Rte ay 
ge s wos lp & Unie eels tects Perce dies 
ose g(a y’) p(x y*)| 
ak (k) XY-Je-ayap => nay ee a pal «= flac DyO HD) of (aol Dyin), 
play’) p(atyt)| 
sales + * 2 oe es 
mé- Les égalités (a) signifient que les deux groupes de points x, y 
rdi- sont polaires l'un de Yautre par rapport 4 la forme f, c’est-a-dire que 
de chaque point de l'un de ces groupes est conjugué par rapport a f a 
tous les points de l’autre groupe, excepté celui qui lui correspond 
de (comme ayant le méme indice). Cela posé, l’identité (1) nous dit que 
rme J,,,1 = 0 est la condition nécéssaire et suffisante pour que les équations 
ce p(vy) =O, pay") = 0, «+», p@etytD) = 0 
se vérifient ensemble, c’est-a-dire que si toutes ces équations, moins 
yt, une, se vérifient, celle-la se vérifie aussi. Donec: La condition nécéssaire 
Af, et suffisante pour que Vinvariant (harmonique) Jy: s'annulle est que 
- Von puisse trowver deux groupes de n + 1 points polaires lun de Vautre 
par rapport a f et dont les points correspondants soient conjugués par 
rapport d@ ». Comme cas particulier, en supposant que les deux 
groupes de points coincident, on a le théoréme que vous avez donné 
Gna. dans la note que j'ai citée. 
En remarquant qu’en général 
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C, Seere, 
p(ay’) - p(x’ y*)| 
p(aty’) - platy’) 
exprime que les deux espaces linéaires 4 kK—1 dimensions joignant 2’ ---a* 
et y'--- y* (et que je dirai, par briéveté, appartenir resp. aux deux groupes 
de points x et y) sont conjugués par rapport & la forme gp (en ce sens 
que chacun d’eux contient un point de l’espace polaire de l'autre), 
VYidentité (2) nous dit que: L’invariant Jn-i,2 s'annulle lorsqu’on peut 
trouver deux groupes de n-+- 1 points polaires lun de l'autre par rapport 
a f et dont les droites correspondantes soient conjuguées par rapport 


a y. En particulier cet invariant s'annulle lorsqu’on peut trouver un 
groupe de n-+ 1 points polaire de soi-méme par rapport a f et dont 


les (" t " droites qui les joignent deux-d-deux soient toutes tangentes 


a mg. — Et plus en général l’identité (k) nous dit que: L’invariant 
Jn—x+41,4 Sannulle lorsqu’on peut trouver deux groupes de n + 1 points 
polaires lun de Vautre par rapport ad f et dont les espaces d k —1 
dimensions correspondants soient conjugués par rapport a g; et en par- 
ticulier lorsqu’on peut trouver un groupe de n-+ 1 points polaire de 


soi-méme par rapport a f et dont les (” Tt 7 espaces d k — 1 dimen- 


mensions qui les joignent k — a —k soient tous tangents a 9. 

Il n’est pas nécéssaire que je vous fasse remarquer que ces pro- 
positions donnent déja des résultats nouveaux pour la théorie du systeme 
de deux coniques et de deux quadriques de l’espace ordinaire*); ni que 


*) Je dois dire cependant que la nouvelle interprétation, que l'on obtient 
ainsi, pour la relation harmonique de deux coniques et de deux quadriques ordi- 
naires pourrait aussi s’obtenir comme cas particulier de certains théorémes sur 
une relation particuliére entre deux correlations que vous avez donnés dans 
votre note Zur Theorie der reciproken Verwandtschaft (Journal fiir Math., 90; 
Vv. pag. 312, 321). 

Ces théorémes peuvent d‘ailleurs s’obtenir immédiatement par ma méthode. 
Remarquez en effet que mes calculs n’ont besoin d’aucune modification lorsqu’on 
fait ’hypothése plus générale que f(xy) et m(xy) soient deux formes bilinéaires 
quelconques (non symétriques). Supposez que les x soient des coordonnées de 
points dans un espace et que les y soient des coordonnées de points, ou bien des 
coordonnées de plans, dans un autre espace et vots aurez ainsi une série de 
propositions sur les invariants simultanés de deux correlations ou bien de deux 
homographies. En particulier si les deux espaces coincident et g(xy) = 0 est la 
condition pour que le point x et le plan y soient unis (condition qui, par un 
choix convenable des coordonnées, peut étre mise sous la forme > x;y; = 0), on 


obtient ainsi des propositions intéressantes sur les invariants d’une homographie, 
et on peut déduire de celles-ci les propositions dont je parlais sur le systéme 
de deux correlations ou de deux homographies, En me bornant par briéveté aux 
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je m’arréte 4 montrer les applications qu’on peut en faire 4 la géométrie 
de la droite. Ce qu'il m’importe surtout de vous faire remarquer c’est 
la difficulté dont je vous parlais au commencement. Remarquez que 
ce que j’ai démontré (avec quelques remarques que j’ai laissées de cdté 
par briéveté) se résume analytiquement dans ceci: ,,La condition 
In—i41,r = 9 est nécessaire afin que l’on puisse déterminer les quantités 


, 


aj -++ ar), et yy +--+ yi) de maniére a vérifier les équations 


f(ay’) =90 pour reas 
(ay) - pay’) | 
+ ihe? 2 ce pla son 


| 7 ? 
| ky,’ k ajgk) | 

i p(aty’) > platy’) | 

(ot au lieu des indices 1,---+,k on doit mettre toutes les combinaisons 
k-uples de 1,2,--+-,m-+ 1); ou, pour parler plus exactement encore, 
si l’on peut déterminer ces quantités de maniére a satisfaire 4 toutes 
ces équations moins une, celle-ci sera aussi satisfaite précisément 
lorsque Jn—ayi,z = 0%. Mais peut-on toujours disposer de ces quantités 
de maniére a satisfaire & toutes ces équations moins une? Les para- 
métres disponibles sont 2n(m-+ 1) et ces equations sont en tout 


n(n + 1) + 4 t ‘); de sorte qu'il semble qu’afin que l’on puisse 


déterminer ces parametres de maniére 4 satisfaire & toutes ces équations 


moins une on doit avoir (si ces équations sont indépendantes entre 
elles) 


n(n +1)> (” z ‘) —1. 


Or cette relation n’a lieu, pour m quelconque, que si K=1 ou 
bien kK = 2, ou si Kk =n ou bien k =m — 1*), Donec on peut dire 


formes quaternaires, c’est-i-dire & l’espace ordinaire, on a les propositions 
suivantes, que je crois nouvelles: 

La condition nécéssaire et suffisante pour que Vinvariant J,, d’wne homo- 
graphie s’annulle est qu’il existe wn couple de tétraédres correspondants par rap- 
port a Vhomographie et dont le premier soit inscrit dans le second. — En échangeant 
entre eux les deux espaces homographiques coincidents on a la condition pour 
que Jis soit nul. 


La condition nécessaire et suffisante pour que Vinvariant J, d’une homo- 
graphie soit nul est qu’il existe un couple de tétraédres correspondants tels que les 
arétes de lun coupent les arétes opposées aux arétes correspondantes de Vautre. 

La premiére de ces propositions a pour analogue dans le plan un théoréme 
sur les homographies planes démontré d’une autre maniére par M, Pasca dans . 
sa note Zur Theorie der Collineation und der Reciprocitét (Math, Ann., XXIII, 
pag. 426). 

*) Elle a aussi lieu pour K=3 si n=7 et pour toutes les valeurs de k 
si n=6 (ou bien n < 6). 
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que la condition J,.41,, = 0 est non seulement necéssaire, mais aussi 
suffisante pour que lon puisse trouver les deux groupes de points dont 
parle mon théoréme, seulement lorsque k= 1, 2,» —1,m. Mais en 
général pour des valeurs quelconques de m et de & il est bien vrai que 
Jn—r+1,s = 0 lorsqu’il existe de tels groupes de points, mais il ne 
semble plus que l’existence de tels groupes soit nécéssaire pour que 
Jn—i4i,k = 0. 

Est-ce qu’il y a (ce qui me semble peu probable) entre les équa- 
tions considérées des liens en force desquels on puisse toujours les 
satisfaire toutes moins une, quels que soient » et k? Et dans le cas 
contraire y a-t-il quelque autre relation géométrique entre les deux 
formes f et m que l’on puisse substituer 4 la mienne de maniére a 
avoir toujours une relation non seulement suffisante, mais aussi né- 
cessaire pour que l’invariant J,~;4:,, s annulle? 


Turin, le 11. Avril 1884. 
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Ueber unendliche Doppelreihen. 
Von 


O. Srouz in Innsbruck. 


Bekanntlich handelt von den Doppelreihen mit reellen Gliedern 
die 7. Note in Cauchy’s Cours d’Analyse*). Dabei wird das Problem 
zuriickgefiihrt auf die Betrachtung einer Function s von zwei un- 


abhiingigen Variabeln m, nm, die beide zur Grenze + oo iibergehen. 
In diesem Sinne ist es auch im Folgenden gestellt. Spiiter (Résumés 
analytiques 1833 p. 86) definirte Cauchy die Convergenz einer Doppel- 
reihe in anderer Weise. Er bildet aus den Gliedern derselben, in 
endlicher oder auch in unendlicher Anzahl eine Summe s, in der Art, 
dass sie wenigstens alle jene Glieder enthilt, in denen die Summe 
der Indices kleiner ist als », und dass neben jedem in ihr stehenden 
Gliede auch alle jene Glieder vorkommen, die man daraus ableiten 
kann, indem man einen oder beide Indices durch kleinere ersetzt. 
»»5i toutes les fois que les deux conditions précédentes sont remplies, 
la somme s, converge, pour des valeurs croissantes de m, vers une 
limite fixe s, la série multiple sera dite convergente etc.‘ Es ist klar, 
dass damit gemeint ist, es miisse s, immer denselben endlichen Grenz- 
werth s haben. So begreift sich ein spiiterer Satz von Cauchy*™), 
der einfach aus der Convergenz einer vielfachen Reihe gefolgert wird: 
Une série multiple (mit dem allgemeinen Gliede f(x, y, 2...)) étant 
supposée convergente, désignons par ky, k,, h....k, ete. des sommés 
partielles formées avec divers termes de cette série multiple, de telle 
sorte que le méme terme ne se trouve jamais reproduit dans deux 
sommes distinctes, et que les termes exclus du systéme des sommes 
ky, ky, k,...K» soient toujours, pour une valeur infiniment grande de 
nm, des termes, qui correspondent 4 des valeurs infiniment grandes de 
“,Yy,2...; alors, la série simple hy, k,;, k, etc. sera elle-méme con- 
vergente, et elle aura pour somme la somme s de la série multiple“. 


*) In den folgenden Citaten mit C. bezeichnet. R. bedeutet die ,,Resumés.“ 
**) Vgl. Comptes rendus. 1844, 2. sém. p. 1435. 
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Wenn man die erste Definition fiir die Convergenz einer Doppel- 
reihe (Nr. 1) gebraucht, so wiirde es nicht einmal stets richtig sein, 
dass die Reihe k,, k,, k,... convergirt; trifft das aber in der That 
zu, so bleibt es erst noch fraglich, ob der Gnenzwerth der Reihe 
gerade s ist. Der Nachweis des so modificirten Satzes gestaltet sich 
schon in einem bestimmten Falle ziemlich umstindlich (Nr. 6). — Der 
genannte Satz bezieht sich tibrigens auch auf vielfache Reihen mit 
complexen Gliedern, woriiber auch § 21 der Résumes handelt. 

Gegentiber der ersten Definition einer convergenten Doppelreihe 
driickt Cauchy’s zweite die unbedingte oder besser absolute Convergenz 
einer Doppelreihe aus (Nr. 7). Demnach erscheint es als vollig be- 
rechtigt, jene an die Spitze der Theorie dieser Reihen zu stellen. 
Nicht-absolut convergente Doppelreihen kénnen ebenso leicht, wie 
solehe einfache Reihen gebildet werden. Insbesondere lasst sich aus 
einem fundamentalen Satze des Herrn Weierstrass eine, zuniichst 
nur schlechtweg convergente Doppelreihe gewinnen (Nr. 8). 

1. Eine Doppelreihe 


a® + a® + .-.--+ ai) +.- 

4. at) a aS) + ees ot a) +- ° 

(I) meg? Ce ge ak She er 
+. aim) +- a”) + i a te +- alm) + iit 


heisst convergent, wenn 


a) + +--+ a 


so) == a 
& os 
o alm) +- a -}- al”) 
bei lim m = + oo, lim m = + oo einen endlichen Grenzwerth a hat, 
d. i. wenn jeder positiven Zahl ¢ positive Zahlen uw, v zugeordnet 
werden kénnen, so dass fiir alle ganzzahligen Werthsysteme m > u, 
n>v 

| si) — 
(1) | s@ a|\<é& 


Dabei kénnen die Glieder der Doppelreihe reelle oder complexe 
Zahlen sein. Zur Convergenz der Doppelreihe ist nothwendig und 
hinreichend die folgende Bedingung: ,,Zu jeder Zahl « > 0 gehéren 
Zahlen » > 0, vy > 0, so dass fiir alle ganzzahligen Werthsysteme 
m>u,n>v 
(2) | a? — a | <, 


welche der Werthe 0,1,2... auch die ganzen Zahlen p, r erhalten 
mégen, 
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Versteht man unter 
am fee ta, 

R&P — oe a a a eee 
ote amt?) +eeet at) 
so folgt aus (2) unmittelbar, dass jeder Zahl ¢ > 0 Zahlen w > 0, 
v > 0 zugeordnet werden kénnen, so dass fiir alle ganzzahligen Werth- 
systeme m > u, n > v, jeder der Ausdriicke 
8) [Re |, | RSE |, | Re 
kleiner ist als ¢, welche der Werthe 0,1,2... auch die ganzen 
Zahlen p, r erhalten mégen. Man hat insbesondere | ag) |<e fir 
alle m >, > v3; woraus man aber nicht schliessen darf, dass im 
Falle der Convergenz von (I) eine Zahl g > 0 existiren muss, unter 
der alle Glieder a™ dem absoluten Betrage nach liegen. Der Schluss 
ist jedoch gestattet, wenn man von vorneherein weiss, dass jede hori- 
zontale und jede vertikale Reihe in (I) convergirt. Aus der Con- 
vergenz von (I) kann aber die soeben erwihnte Higenschaft dieses 
Schema’s nicht geschlossen werden, wie Cauchy (C. p. 538) angiebt. 
In der That kann z. B. die erste Horizontalreihe in (I) eine divergente 
Reihe sein, wenn nur die Reihe der entgegengesetzten Glieder irgendwo 
als Parallelreihe eingeschaltet ist. — Daher wird das erste Theorem 
von Cauchy (C. p. 539) so zu lauten haben: 

», Wenn ausser der Convergenz der Doppelreihe (I) (und zwar zum 
Werthe a) bekannt ist, dass jede Horizontalreihe in (1) convergirt; so 
folgt, dass die aus ihren Grenzwerthen gebildete unendliche Reihe 
ebenfalls convergirt und zwar zum Grenzwerthe a.“ — Der analoge 
Satz gilt auch hinsichtlich der Vertikalreihen. 

Es diirfte nicht tiberfliissig sein, den Beweis dieses Satzes hier 
vorzufiihren. Nach Voraussetzung hat man 


io] 


(4) ram = am, (m= 0, 1,...) 


0 
und 


[> +) 
) == gO Pe Tee (m) — > (0) he wns (m) 
s™) == a + gl) + + a eS + + + at”. 
0 


l Theilen wir diese Summe nach p in die Parthien von 0 bis » und von 
L n+ 1 bis + 00, so ergiebt sich 
3 (5) ss) — sim) a eo). 
Ist ¢ > 0 beliebig vorgelegt und 0 < « < ¢, so hat man nach (3) 
nr | 
>} (a? + al? + +++ fale] Se Ooh. 89h 
nt 
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somit 
}e™|<eée und | em | < «. 


Also ergiebt sich aus (1) und (5), wenn uw” die gréssere der Zahlen 

uw,’ bedeutet, 
m>u’ |s™—a|\< 2e, 
d. i. lim s™ =a bei lim m = + oo. 

Wenn im zweifach unendlichen Schema (1) jede Horizontal- und 
jede Vertikalreihe und die aus den Summen der ersteren, sowie der 
letzteren gebildeten unendlichen Reihen convergiren, die Grenzwerthe 
dieser beiden Reihen aber verschieden sind, so kann die Doppelreihe 
(I) nicht convergiren. Ein solches Beispiel hat F. Arndt aufgestellt 
(Grunert’s A. XX, p. 56.). — Selbst wenn die zuletzt genannten Reihen 
zu demselben Grenzwerthe convergiren, darf man nicht ohne Weiteres 
auf die Convergenz der Doppelreihe schliessen. 

Satz: ,,Wenn jede Horizontal- und jede Verticalreihe in der 
convergenten Doppelreihe (I) convergirt, so convergirt auch diejenige 
Doppelreihe, die aus (I) dadurch entsteht, dass man nur die Glieder 
rechts und unterhalb von einem gegebenen a” nebst diesem selbst 
behalt, d. i. 

a + ay +.---+ a’). +--+, 
+ att) aft) + ar. ay) = 
+ alt+p) + ai + at ot alht?) + i oe 


(la) 


Das folgt aus der Gleichung 
(h-+-p) —_ (h—1) 2(0,k4—1) >(h, p) (i, p) 
eter a) a + Re. + Resp), + Ri 
unmittelbar, da jetzt der zweite Theil rechts bei lim» —-+ oo und 
der dritte bei lim p= -++ oo endliche Grenzwerthe besitzen. Wir werden 
den Grenzwerth der Doppelreihe (Ia) mit R® bezeichnen. 
Unter denselben Voraussetzungen kann man aus (3) folgern: 
»4u jeder Zahl ¢ > 0 gehéren Zahlen u > 0, v > 0, so dass fiir 
alle ganzzahligen Werthsysteme m > u, n > v 
iim) “ 
Re < é”. 
Convergente Doppelreihen mit reellen Gliedern entnehmen wir 
aus dem folgenden Satze: ,,Man setze in (I) 
Cs m-+-n A(m) 
a ( 1) AS ? 
. ) ao . . = . ° . 
worin A%” positiv sein soll. Es sei fiir jedes ganzzahlige Werthsystem 
p>0, r>0 


(m-+p) — alm) 
An+r aa An 
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(m) 
n 


und sowohl bei constantem » lim Ay” = 0 als auch bei constantem m 


M+ x 
lim A” = 0. Endlich sei stets 


r= 
A m A m-+-1) A m-+-1) A m) 
: at) > : m-+1° 


Unter diesen Voraussetzungen convergirt die Doppelreihe (1)*. 
Der Beweis folgt aus der naheliegenden Relation 


(n--r) s(%) | (0) ( 1) 
| site = & | < Anti + ast ’ 


woraus vermége lim AY) =—0 bei lim n—=-+ oo und lim Al” bei 
lim m= -+ co unmittelbar die Ungleichung (2) hervorgeht. — So 


convergirt die Doppelreihe 


= m+n m | 


(1b) al”) = t = 0, 1,2... 


n m+n+1 
. ° ° ° 1 
(und zwar, wie leicht zu zeigen ist, zum Grenzwerthe .). 
Kine andere Classe convergenter Doppelreihen mit reellen Gliedern 
kann man aus einem Satze von F. Arndt (1. c. p. 58) ableiten. 
,,Man ‘setze 
(m) n m) (m) 
a, = (— 1) An . mn 0. 
Es sei durchaus 
(m) (m) 
n+1 < An 
und bei constantem m lim AS” = 0; so dass jede Horizontalreihe in 
nrn—=o 
(1) convergirt. Ferner sei auch die aus ihren Summen gebildete un- 
endliche Reihe convergent. Endlich sei jede Verticalreihe in (I) und 
die aus ihren Summen gebildete Reihe convergent. Dann convergirt 
die Doppelreihe (1) ebenfalls.“ — Die letzte Bedingung kommt darauf 
zuriick, dass die erste Verticalreihe convergirti und dass wenn 
hy . . . . 
Sa AX” = A,, limA, =O sei bei lim m = + oo, 
Der Beweis folgt aus der Relation 


(m) (m) | 
s — Sn ~ An+1- 
2. Wenn wir unter der Voraussetzung dass die Doppelreihe (1) 
convergirt, die Glieder derselben diagonal summiren d. h. die un- 


endliche Reihe bilden d, + d, + d, +--+, worin 
. 7 (n—r (0. 
(6) d, = af” + a 4+... 4 a 4... 4 al; 


so kann sie auch divergent sein, wie schon die Doppelreihe (Ib) oder 


gewisse aus den Gliedern zweier convergenten Reihen 


Ay +a, +°+- + an +--+ bo +b, +--+ +on+::- 


gebildete Doppelreihen 


m) 


Un —— Um Dn 









’ 
| 
’ 
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lehren. — Wenn aber die Reihe (6) convergirt, so muss ihr Grenz- 
werth a sein. Der Beweis dieses Satzes erheischt jedoch einige Vor- 
bereitungen, insbesondere die Betrachtung absolut convergirender 
Doppelreihen. 

Zuniichst wollen wir noch hervorheben, dass eine convergente 
Doppelreihe durch gehirige Einschaltung von Nullen in eine divergente 
verwandelt werden kann. LErsetzen wir das Schema (I) durch das 
folgende 


a + a%+---+a 4+... 4... 
+0 +a%+4---+a%,4---+a%,4+- 


m—1 
+0 +0 4---f-am 4...+ am 4... 
so ist 


sMaod,+d,+---+d, 


Wenn nun die Reihe (6) divergirt, so muss die Doppelreihe (II) 
divergiren, da s™ nicht einmal, falls » = m gesetzt wird, bei , 
lim m = + co einen Grenzwerth hat. 

3. Doppelreihen mit positiven Gliedern: a™>0. 

Da nunmehr 

sinte) > sim) Pi a 


so folgt der Satz: 
1. ,,Existirt eine positive Zahl A, so dass fiir jedes Werthsystem 
m,n 8s) < A, so convergirt die Doppelreihe (1). Im anderen Falle ist 


lim s™ = + ow." 


m=+on=+o " 

Weiter ergiebt sich unmittelbar: 

2) ,,[st die Doppelreihe (1), worin a™ > 0, convergent, so con- 
vergiren alle ihre Horizontal (Vertical)-Reihen. Nach Nr. 1 con- 
vergirt daher die mit ihren Grenzwerthen gebildete unendliche Reihe 
und zwar zum Grenzwerthe der Doppelreihe.“ 


3. ,,Unter derselben Voraussetzung convergirt die unendliche Reihe 
(Q) 1 ( 2 1 0 ee 
a) + al) + a + a® + aM + a® + a®@ + 
und zwar zum Grenzwerthe der Doppelreihe. Und umgekehrt.“ 
Durch diesen Satz wird die Doppelreihe auf eine einfache zuriick- 
gefiihrt. Nun ergiebt sich sofort: 
4. ,,Versetzt man in einer convergenten Doppelreihe, worin 
a >0, diese Glieder in beliebiger Weise, so bleibt sie auch bei 
der neuen Anordnung derselben convergent und hat denselben Grenz- 
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werth wie urspriinglich.“ — ,,Wenn man ihre Glieder auf beliebige 
Weise in eine unendliche Anzahl von endlichen oder einfach - unend- 
lichen Reihen oder in eine endliche oder unendliche Anzahl von Doppel- 
reihen vertheilt, so werden diese Partialreihen stets convergiren und 


die Summe ihrer Grenzwerthe wird gleich sein dem Grenzwerthe der 
vorgelegten Doppelreihe.“ 

Cauchy hat noch bemerkt (C. p. 540): 

5) ,,Convergiren in (1) simmtliche Horizontal (Vertical)-Reihen 
und convergirt die aus ihren Grenzwerthen a®, a®,...,a™ gebildete 
unendliche Reihe, so convergirt die Doppelreihe (1) und hat daher 


nach Nr. 1 denselben Grenzwerth wie die Reihe > qm), 
Denn es ist 


gim) < qo) of. a) + rae ee -+ al™ < > a™), 
n = 


4. Absolut convergente Doppelreihen. Wenn die Glieder 
einer Doppelreihe (I) so beschaffen sind, dass die aus ihren absoluten 
Betriigen | aS” | = AS” gebildete Doppelreihe 

AS 4... 4a a... 


am ee HP 
AS AME oe 


convergirt, so convergirt auch die Doppelreihe (I) (Cauchy C. p. 540; 
R. p. 57, 161). Sie soll in diesem Falle als absolut convergent be- 
zeichnet werden. — Denn bezeichnet man mit S%” die Summe der je 
(n+ 1) Anfangsglieder in den (m- 1) ersten Horizontalreihen von 
(IIT), so folgt unmittelbar 
ait? — ob | <| st — st” 

es ist somit die Relation (2) erfiillt. — Sind die Glieder in (I) 
simmtlich reell, so ist ihr Grenzwerth a = b — c, wo b der Grenz- 
werth der aus den positiven, — c den der aus den negativen Gliedern 
a™) gebildeten Doppelreihe bedeutet. — Sind die Glieder in (II) 
simmtlich oder zum Theil complexe Zablen, so ist a = B + yi, unter B 
den Grenzwerth der aus den reellen Theilen der a”, unter yi den der 
mit den imaginiiren Theilen der a'™ gebildeten Doppelreihe ver- 
standen. 

Unter der Voraussetzung dass die Doppelreihe (I) absolut con- 
vergirt, gelten auch der zweite, dritte und vierte Satz der vorigen Nr.*). 

5. ,Wenn die Zahlen a™ dem absoluten Betrage nach simmtlich 


*) Cauchy C, p. 541, R. p. 59, 561. 
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unter einer positiven Zahl g liegen, so convergirt die unendliche 
Doppelreihe 
a _ a x ae eee 4- al” a” a eee 
+ afi +aMa® +--+. + agar 4... 
(IV) eae Big» @ 


(m) am 
+ alma 


sf almgn tit Se — ae) grr Ry 
n 


. . . . . . . 


fiir alle Werthe von x, die dem absoluten Betrage nach kleiner als 
1 sind und zwar absolut.“ 
Dieser bekannte Satz folgt daraus, dass — | a 


| == X gesetzt — 
am) gemtm |< g Xuebm, 

Somit convergirt, falls X < 1, jede Horizontalreihe in der Doppel- 

reihe mit allgemeinem Gliede AY” X”*" (V). Dabei ist 


rm i 


ihre Summe 
(1 — X) (m=0,1,2...). Da ferner 


’ gx™ < 9 
> ae (i — Xj?’ 


0 


kleiner als g 2 


so convergirt die aus den Summen der Horizontalreihen in (V) ge- 
bildete unendliche Reihe und also nach dem 5. Satze in Nr. 3 auch 
die Doppelreihe (V) selbst. 

Setzt man ferner 


(7) x | < 1 > ae) gmt ® ans gp (x), 
U0 

so.ist (3. Satz in Nr. 4) 

(8) a\|<1 m gy (7) = >: ad, x". 
0 0 


6. Nunmehr kénnen wir den in Nr. 2 angekiindigten Satz beweisen. 

Satz. Angenommen, es convergire die Doppelreihe (1), sowie jede 
ihrer Horizontal- und jede ihrer Verticalreithen, und es convergire auch 
die unendliche Reihe mit dem allgemeinen Gliede (6): d,-+d,-+d,+--+; 
so ist der Grenzwerth der letzteren (> d,= d) gleich dem Grenzwerthe 
a der Doppelreihe (1). 

Beweis. Wir bilden das Schema (IV). Da unter den hier be- 
stehenden Voraussetzungen gewiss eine positive Zahl g existirt, so 
dass | a) | << g; so convergirt die Doppelreihe (1V) absolut fiir alle 
Werthe von z: |2|< 1. Demnach besteht die Gleichung (8). Be- 
schrinken wir « auf das reelle Intervall (0, 1); so hat man nach 
einem bekannten Satze von Abel 
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lim "d,x" = d. 


=1-0 
as 0 


Nach Nr. 1 muss >) g™ (1) convergiren und zwar zum Grenz- 
werthe a. 

Der Grenzwerth der linken Seite von (8) bei lim 7 = 1— 0 ist 
aber nur dann sicher 


ES o 
+ go) (1) = > am = ay 
0 0 


wenn die wnendliche Reihe - g™ (x) gleichmissig fiir alle 0a <1 
convergirt. Unter dieser Bedingung ist also a = d. 

Um die angegebene gleichmiissige Convergenz zu beweisen, setze 
man 

PO (x) FE Pmt (x) +s + lt?) (2) = Om,y(&)5 

ferner sei 

P® = a® + ath +--+ (m>0), P® =a nach (4). 

Man hat demnach 


(k) (k) pl) 
an = Pa = Pry 
und nach (7) 
= 3) a 
k 6, k pik) k (k) k) k+n—1 
p (x) = n {Pp — P&,} at a= g™ * — (1 —2x) DS» PY a a. 
— 
0 1 
Setzt man in der letzten Gleichung nacheinander k = m, 


m—+-1---m-—+p und summirt die p+ 1 Reihen rechter Hand in 
der Art, dass man die » — 1 Anfangsglieder abtrennt, so folgt 


m+p n—1 m--p 
k) Uk h k) k-1 
(9) Om, p(v) = SI ans" — (1 — 2) h Ze y PX Fy 
™ 1 m 
es) m-+-p 
h > k) k-1 
— (1— 2) hg k PY yg ° 
n m 


Der Kiirze wegen modgen diese drei Theile bez. mit F’', G, H_ be- 
5 D ? ? 
zeichnet werden. 
Wir beschiiftigen uns zuerst mit dem dritten Theile H. Es sei ¢ 
fa] 
eine beliebige positive Zahl. Dann existiren nach Nr. 1 positive Zahlen 
u,v, so dass fir m>u n>v 
(10) |B | <e. 
Wir haben nun 
k k kp 
PP = Ry — RY, 
also 





166 O. Sroxz. 


m+p m-+p 
> Pp® x -1 —- R” a pe (1 me? 2) k R® Pi Wf. Rieter) gt! 
m m+1 


Denkt man sich in (9) » fixirt und zwar so, dass sein Werth 
grosser als v ist, so ergiebt sich wegen O< 2 <1, h>™n zuniichst, 
falls nur m>w 


m+p f m+p 

ke p(k) k—1 m—1 wav a k ok-2 ymatp—1i> — Ieym-l 
> PP sx ahd + (1—2) ge? +. am Z2ex™—', 
m m+1 


und endlich 


aD 

.7 ’ 

| H| <2e(1—2) am Sh oh = Qegntn-, 
n 


d. i. fir m>w ist 


(11) H | < 22. 
Da 
(k k k k (k 
Pr uae’ —a@ —a@ —::- - G1, 


so convergiren zufolge der vorausgesetzten Convergenz der Vertical- 
reihen in (1) die unendlichen Reihen 
wo 


> PY (ho=(Q,1,...,%—1). 


iu 

Setzt man nun 
(K) (k-++1) (k) 
P; + P; a soo Gh Vi, ‘ 


so kann man, da die Zahl als fest gewaihlt anzusehen ist, behaupten, 
dass jeder Zahl «> 0 eine Zahl w’ zugeordnet sei, so dass, falls 
1 BPics, mag h irgend eine der Zahlen 0,1,...,”—1 
sein. Es sei m in (9) nun auch grésser als wu’, d. i. m > M, wenn 


k>u 


M die gréssere der Zahlen uw, uw’ bedeutet. 
Man hat zunichst 


(k) (k) (k+1) 
P; = Vi — Vi. > 


m--p m-+p 

¥) ik) k—1 (m 1 . k) k—2 ( » +1) 1 
Si Px — Qe” a” — (1 — 2) kW,’ x — rt + gut . 
m m+1 


somit falls m > M 


m-+p m-+p 


>! PP ak" |< fa + (1 — 2) >! a? + te == 2ex"—", 
m m+1 
Setzt man hier h — 0, so findet man 
? 


(12) | FF] < 2er™" < 22. 
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Ferner ergiebt sich 
n—1 
(183) | @| < 2e(1— a) at SI ot = Qeam(1 — wt) < 2a, 
1 
Aus den Relationen (11) — (13) folgt endlich, dass wenn m > M 
| Qm,p (£) <6e (p=0,1,2.. ‘)» 
was fiir einen der Werthe 0< a# < 1 auch # aunehmen mag. Damit 
ist der verlangte Nachweis geliefert. 
Kinen speciellen Fall des allgemeinen Theorems bietet der folgende 


Satz von Abel dar: ,,;Wenn die unendlichen Reihen > Guy > Dn 
convergiren und es convergirt auch die Reihe > d,, WoO 


dn = Ay dn + A, Ona + +++ + andy, 
so ist ihr Grenzwerth gleich dem Producte der Grenzwerthe a,b der 
beiden ersteren Reihen.“ Denn setzt man in (1) a” = dmbn, 80 ist 
die Doppelreihe convergent und hat den Grenzwerth ab. 

NB. Es ist méglich, dass die Doppelreihe (1) und die Reihe (6) 
dy + d, + d,-+ +--+ convergiren ohne dass irgend eine Horizontalreihe 
im Schema (1) convergirt. Es sei a, + a, +a, -+--- (14) eine con- 
vergente Reihe mit der Summe 0 und b, + b, + 6,+.--- (15) eine 
divergente Reihe, jedoch von der Art, dass die Partialsummen 

b +th+::-+h—t, 
siimmtlich ihrem absoluten Betrage nach unter einer Zahl B > 0 liegen. 
Dann convergirt die Doppelreihe mit dem allgemeinen Gliede a’ =anb, 
und zwar zum Werthe 0. Zugleich divergiren darin jede Horizontal- 
reihe, Wenn d, SZ 0. Setzt man z. B. b, = (— 1)" und bildet 
dn = Ag bn + ayn +--+ f+ anbp, Wn= dg t+d,+---+a, 


so findet man 
Wek = Ay FA, +++ Aer, Wonps = a, + Ay + - + + Geeqs- 


Soll nun > d, convergiren, wie wir wiinschen, so muss jede der 


unendlichen Reihen a, + a,-+a,+--+, a, +a,+a,+--- zum 
Grenzwerthe Null convergiren. Auf diese Art ergiebt sich das folgende 
Beispiel fiir das oben erwihnte Vorkommniss. Es sei c, + ¢, +--- 
3 . : . 1 1 1 

eine convergente Reihe mit der Summe 0 (z. B. l1—+-— as —-.+), 

An Stelle von (14) setze man die Reihe 


Gt ota tatatoat+:: 


mit der Summe 0, an die von (15) 


eae 3 eee oe 
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so hat die Doppelreihe mit dem Gliede a,,b, den Grenzwerth 0. Eine 
einfache Rechnung zeigt, dass jetzt da,— cx, der41 = 0, so dass die 
Reihe d, + d, + --- in der That convergirt. Ihr Grenzwerth stimmt 
noch iiberein mit dem der Doppelreihe. 

7. Aus dem Satze der vorigen Nr. ergiebt sich unmittelbar der 
folgende: ,,Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass 
die convergente Doppelreihe (1) bei jeder Anordnung ihrer Glieder 
convergent sei und stets denselben Grenzwerth a darbiete, besteht in 
der absoluten Convergenz derselben.“ Dabei meint man, dass auch 
bei jeder Anordnung ihrer Glieder sowohl horizontal als auch vertical 
summirt werden diirfe, d. h. dass alle Horizontal- (Vertical-) Reihen 
in (1) convergiren, woraus nach Nr. 1 schon folgt, dass die Summe 
ihrer Grenzwerthe « sei. 

Dass die angegebene Bedingung hinreichend sei, ist bereits in 
Nr. 5 bemerkt. 

Um ihre Nothwendigkeit nachzuweisen, zerlegen wir jedes Glied 
in seinen reellen und imaginiiren Theil ; 

aim) = al) + ipo si 
und bemerken , dass die Doppelreihen mit den Gliedern 4, B™ einen 
von der Anordnung der Glieder unabhiingigen Grenzwerth haben 
miissen. Nun seien unter den «™ die positiven mit y™), die nega- 
tiven mit — 0 bezeichnet. Wiirde nur eine der Doppelreihen y™, 
— 6™ divergiren, so hiitte die Doppelreihe a bei jeder Anordnung 
der Glieder einen unendlichen Grenzwerth. Wollen wir von der abso- 
luten Convergenz der Doppelreihe 

a) + .--- + act) - eee 
(VI) + amt -. +f amt... 
absehen, so miissen wir also jetzt annehmen, dass jede der eben ge- 
nannten Doppelreihen einen unendlichen Grenzwerth hat. Betrachten 
wir nun die unendliche Reihe 
(16) a) + af + af) + af) + al + af) + --- 


und bezeichnen wir ihre Glieder in dieser Anordnung mit  , ,,---)%p, 


so ist leicht ersichtlich, dass unter den hier bestehenden Voraus- 
setzungen limy, =O bei limp=-+ oo. Man kann daher nach 
einem Satze von Riemann (Werke p. 221) die Glieder von (16) so 
anordnen, dass diese Reihe jeden gegebenen endlichen Grenzwerth 
x darbietet. Bezeichnen wir die Glieder von (16) in der soeben durch- 
gefiihrten Anordnung mit x + x + x + .-- und setzen 
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wi”) + x 4... + x = A,, 
so hat auch die unendliche Reihe A, + A, + A, +--+ den Grenz- 
werth « und die Doppelreihe mit Gliede x™, wenn sie tiberhaupt 
convergirt, ebenfalls. Es ist somit die obige Voraussetzung abzuweisen, 
d. h. die Doppelreihe (VI) muss absolut convergiren. Das Gleiche 
gilt von der Doppelreihe 6“ und daher auch von (I) selbst. 

Mit dem vorstehenden Satze stimmt iiberein der in der Kinleitung 
angefiihrte Satz von Cauchy. 

9. Im Anschlusse an einen Satz des Hrn. Weierstrass (Monats- 
berichte der k. Academie zu Berlin 1890 p. 723) wollen wir noch 
nachweisen, dass die folgende Doppelreihe convergirt. ,,Man setze 
in (1) 

(Vit) a”) = a 


. 
mn n 
Die Horizontalreihen 

* 2 


>" Gant” (m=0,1,2...) 


0 


seien simmtlich convergent fiir alle reellen und complexen Werthe 
von 2, welche dem absoluten Betrage nach unter der positiven Zahl 
R liegen, es convergire ferner die aus ihren Grenzwerthen P,,(x) ge- 
bildete Reihe 
Py (a) + Py (aw) + ees + Pa(w) +--- 
und zwar gleichmiissig fiir alle Werthe |a|< R; dann convergirt die 
Doppelreihe (VII) fiir jeden Werth von x, der dem absoluten Betrage 
nach kleiner ist als R“. 
Wir setzen 


m+p ntr m aie 

‘ of 0 — : al : _- - 

(a) str) — sim — > >: ay, 0! + k >: a,c = G+ H, 
m+1 0 0 n+l 


indem wir die beiden Theile rechts bez. mit G und H bezeichnen. 
Dabei ist 


m+p m-+p D m-+-p D m+p 
i ~a/ Y 
(b) G= Si P, (x) — Ss ay, 2! = yi P,(«) — > x! > 7 
ee — 
m+1 m+1 a+r+1 m+1 n+r-+l m+1 


Zufolge Voraussetzung entspricht jeder Zahl ¢ > 0 eine Zahl u, 
so dass wenn |a2|< R, fiir m>u 
m--p 
(c) > P,(z) | <e, 
m-+1 
welchen der Werthe 1,2... auch p erhalten mag, 
Nun sei |x| = X <M und R, eine Zahl zwischen X und R. 
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Man hat dann nach einem bekannten Satze aus (c), wie Hr. Weier- 
strass a. a. O. bemerkt, 

| m-+-p | 
(d) m> wu | > an | < eR," 


m+1 
und damit nach (b) 


, (xX X41 x 
(e) m>u IG@|<ete SQ) <e+eQ) (1 —--)- 
n+r+1 
Fiir den Ausdruck H schreiben wir 


n+r m 


Bu > Pa > 7 


n-+1 0 


Zunichst ist nun zu bemerken, dass die Function 


(f) 9 (2) = > P,(2) = > Pe) + >} Pate) 


m-+-1 


fiir alle |2|< R, dem absoluten Betrage nach unter einer Zahl 
D> 0 liegt. Denn ist hier m eine bestimmte Zahl > u, so bildet 
der erste Theil eine stetige Function von x und hat daher seinem 
absoluten Betrage nach ein endliches Maximum D,,; so dass zufolge (c) 


|t|<R, | 9(a)|<Dn+e. 


Bezeichnet man die Constante D,, + ¢ mit D, so hat man nach (f) 


| m 
\z|<R, | p(x) |<D, | 2) Fes) <D +s (m > «). 
0 
Setzt man 


m wo m 
>? P(x) = >: hn >! Ax,1, 
0 U 0 


so folgt wie oben fiir jeden Werth von / 


m 
m k 
sia | 2 mal 
somit 


(g) |H <w+) S(2)<@ta ys — $). 
n+1 





<(D +2) Ri’; 


Fasst man (e) und (g) zusammen, so findet man endlich 


| sey) — | << + D+ 20) (GY 1—F) (m>w). 
































Unendliche Doppelreihen, 171 


Da X < R,, so kann man eine positive Zahl v angeben, so 
dass der zweite Theil auf der rechten Seite dieser Relation kleiner ist 
als ¢, wenn nur » > v. Also ist fiir alle Werthsysteme m>u n>v 


(m-+p) _ o(m) | y 
art sm” | < Ze, 


d. h, die Doppelreihe (VII) ist convergent, wenn |2|< R. Nach 
Nr. 1 ist m(#) ihr Grenzwerth. 
Aus (d) folgt, dass jede der Reihen > a,, convergirt. Nennt 
0 
man a, ihre Summe, so ist der Grenzwerth der Doppelreihe (VII) 


0 


auch gleich > a,2', so dass 


0 
a) 


lal|<R pe) = >! aa! 


0 


— eine Gleichung, die Hr. Weierstrass zuerst aufgestellt und auf 
einfachere Weise bewiesen hat. 


Innsbruck, im Februar 1884. 








Démonstration de certaines inégalités de M. Tchébychef. 


Par 


A. Marxorr 4 St. Petersbourg. 


Dans une note ,,Sur les valeurs limites des intégrales“ (Journal 
de M. Liouville. 1874) M. Tchébychef a Gnoncé le théoreme 
suivant. 


Théoréme: 
° . > ° (a) . ° 
»soit f(z) une fonction quelconque de z et : ;) une des fractions 
convergentes (réduites) de l’intégrale 


: ' 
| fora 
L—# 


a 


la fonction f(z) conservant constamment le signe + entre les limites 
de lintégrale, c'est & dire de z= a jusqua z= b. Soit encore 


yp (x) = (@ — a) (@ — w,)... (© — %).. . (© — MH)... (U — Xn) 
& condition que 
Ce Oe Cae... SHS. CH <b 


Cela posé, on obtiendra l’inégalité 


*i41 xy 
“ p (X,) P (%44) p (%,_1) @ (*;) 
z)dz ; ; j- eee te ; (2) dz.* 
Ji nd ¥ (*:) + W(@) 7 q ¥ (%-1) ty (*1) > fi " 
1 zy 


Dix ans se sont passés depuis l’énoncé de ce théoréme et cepen- 
dant nous n’en rencontrons point de démonstration. 

Ayant fait plusieurs efforts vains, je suis parvenu & trouver une 
démonstration trés simple du théoréme de M. Tchébychef, tout en y 
ajoutant les inégalités suivantes: 











\ 


ne 
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Te—1 


J fle)da < Sf pet any < fi f(e) de, 


b 
e P (%44) P (X42) ws ?(#,) g 
Lf teas < Fe + FG ++ GS < F fle) de 
7441 ad 


Cette démonstration fait l’objet de la note présente. 


Formules fondamentales. 
Remarquons, que 


b 
(«) = f VO—%E) Fe) de, p(ai) = J 2S fe) as 


a 


et 


va) J) @=2) ¥@ 


a 


® (2;) : __ f(z) dz. 


Si (2) désigne une fonction entiére de z d’un degré moindre 
que 2m, nous aurons 


O(2) = 9 (2) + ¥(2) - O(z), 


en posant 





v (2) ap (2) 
(2) = O(2,) S-aee + O(a Grave er 
~ (2) 
+ 9) Goa) ¥,) 


et O(2) désignant une certaine fonction entiére de z d’un degré moindre 
que » — 1. 
En méme temps: 


fre ‘f(@) de = O(a,) --% ao + O(22) - oy ws 





+ (0) 3E2.; 
en cas particulier (O(2) = 1): 


6 
2 1, PCr P(X» 
[teas =F, _ (a2) er ( 1) re ( ). 





Wp’ (a2) W(®p1) ' YB (®q) 


Reduction des inégalités précédentes & deux inégalités générales. 


Il est facile de voir, que toutes les inégalités précédentes se déduisent 
es deux suivantes: 


Mathematische Annalen. XXIV. 12 
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Th—1 
* 


find 2D. + sm +...4 309 


a’ (x) W (az) y' (a4) ’ 


6 


i P (41) P (%142) P (Xp) 
zd a é ee ee : 
Jr arg (#141) Ty (142) T q ¥ (%n) 


En effet en écrivant dans ces derniéres formules 7 au lieu de 
k—1 et & au lieu de 1+ 1, on obtiendra: 





x 
(eds < 2204 od 4. 4 98) 
ji ede < Seg Gd 4. 4 SC, 


9 (&,) 


(x)  (@p41) ( 
freee vay + fone fp SEH) 


Y (741) 


I] résulte de 14, qu’ayant égard a |’équation 


6 
: e — @ (24) P (2s) y (x n— 1) zy) 
J me gig W (@1) + v (2) 2 is y (%n—-1) +5 y ‘ ey) : 


nous déduisons consécutivement: 


7i+1 Te-1 
J fea free ~ f reras — fre ae 
741 
9(%) , Pl)», 9) 
> WG) = (741) ——? v (a) ’ 
: : a 
io dz - | f(42) dz fre dz 
x a 
(eas), w(tya) |, 96%) 
* W (41) so wy (a P42) + sa Ww (x,)’ 
~ 8 2 
J f(2) dz = fre dz —f f(2) dz 
a a Tp 
(a) @ (a9) Y (%_1) 
> w (a;) + W (Xo) tinct Y'(%_1) 
et enfin 
_ ; : roe 
J f(e) dz = [re dz —{ f(z) de -{ f(e) dz 
7 a x a 
P(X) P (X41) —- 9 (X;) 
Y (&) - Y (®i41) . Y (2) 
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Les cas particuliers les plus simples. 
L’équation 
a. ao @ (ae) Oe P (Xp) 
fre dz= ao? w * (ats) + + W (&_) 


nous fournit immédiatement les inégalités 


rn (24) @ (2) ? (@n) 
Jteae< ve) + Vey T° ‘+ w(a,y)? 


et 
@ (a) (as) 4, P(n) 
fre te Sart ge te 
Nous exclurons ces cas dans tous les caleuls suivants. 
Démonstration de l’inégalité: 
7-1 
a oie) P (21) 
Jroa<s +3 + + Ses 
Soit 
iti asin) ve) og  ) mer __ v2) 
o(4) (2 — X) w (a4) + (2 — aq) W (a) + (2% 1) ¥ 1) 
et 


(2) = % (2) + ¥(2)- 9), 
O(z) étant une certaine fonction entiére de z d’un degré n — 2. Nous 
aurons alors 


b 
fro -f(e)dz= eh rs. ee P (Fi) 


W' (ate) y (#1) 


Choisissons maintenant Q(z) de maniére que la dérivée 
O'(2) = Oy (2) + ¥ (2) - Of) + YE) - O() 
soit zéro pour les valeurs 
B= Hy, Lope + -y Le—-oy Ley Le+i, Lepa,-+ +> Un- 
Cette condition se réduit 4 » — 1 équations, dont la forme sera 


®, (x; 


en posant 7 égal consécutivement a 


1,2,3,..,k—38,k—2,k,k+1,k+2,...,m 
12* 
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Il est facile de voir, que ces derniéres équations déterminent 
complétement la fonction entitre O(2) d’un degré m — 2; savoir 


(%; — X_1) Po (&;) (2) : 9 : 
8) = — 2 Wweyye—aye—aay Fm 2 -- om 


Ayant choisi de cette maniére la fonction G(z), nous pouvons 
dire que la fonction 
(2) 

devient zéro 

n—1 fois 
pour les valeurs 

B= 2X, Loy + « oy Ley Wry Tet+is ++ + Up 

et encore 

n — 2 fois 


pour de certaines valeurs de z, qui se trouvent dans les intervalles 
ded, i&, , Ga Am , --— BW Mei HB, 


de Xe a ett) de Lppod Le+2 ary de La—i a Bn 3 


par une fois dans chacun de ces intervalles; par ce que nous avons 


O(2,) = O(%) =O(@,) =+--= O(a 2) = O(n) =1 
et 

D(a) = O(a441) = D(ae42) = +--+ = O(2,_1) = O(a) —O. 

Le degré de cette fonction entitre '(z) est 2n — 3. Done toutes 
ses valeurs-zéro sont énumerées; il n’y en a point, qui soit dans 
Vintervalle 

de 2-1 & 2%. 
Outre cela nous avons 
1 = O(a_1) > O(a) = 0. 
Parsuite 
9’ (1) as 0, 
O(n —e) <0, DO (aiy1—2e) <0, ..., O(a, — 28) <0, 
Vly +e)>0, O(mute>O0, ..., O(a, +h) >0, 
V(mete)>0, O(m3s+e)>0, ... O(a, +1) >0, 
D (a2— 28) <0, O(a s—e) <0, ..., O(a,—h) <0, 
é désignant une quantité positive infiniment petite et h une quantité 
positive arbitraire. 
On en conclut, que la fonction 
® (2) 
nest pas moindre que zéro pour toutes les valeurs de z et non moindre 
que l’unité pour 
2< U1. 











is 
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Sur certaines inégalités de M. Tchébychef. 177 


En posant 
y = O(2), 
nous pouvons expliquer les changements de la fonction ®(z) par une 
telle figure: 








¥ 
Pe a ek aie 
| i | j 
I | ge 
| | 
a oe a San L a. ee 





x Ly Ler-g2 U1 XE X41 Ly Z 


Revenons & notre intégrale 


) 
a oa 9 (1) @ (2) a ee P(%,_1) 
Joo f() da = ray + wey + + W (&p1) ’ 


a 


il est évident, que nous pouvons écrire consécutivement des inégalités 








suivantes: 
b ae Te 
J (2) f(2) de > Jo(@)-fle) ae > fre de 
et : 7 ? 
Tht ( 
"( g  (%1) (2) a P(%-1) ° 
J PURE w (x) + W (x2) + + ® (%_1) 
Démonstration de l’inégalité: 
6 
iv % (%41) P (X42) Y (,) 
l Bath 3, bo. J ae . ; 
J Fae <. W (X41) P (%42) + + p (&,) 
yt 
Soit: 
Chien ¥(s) m_ 4 a (2) 
o (4) (2 — 244) (#41) + (@— X49) W (X42) + + (2 — &,) P (Xp) 


et 
(2) = O (2) + ¥(2) - Of), 
Q(z) étant une fonction entitre de z d’un degré n — 2, 
Pour déterminer O(z) posons n — 1 équations de la forme 


, (2;) 
w(x) 


0 (a;) = —_— 
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pour les valeurs de ¢ 
1,2, 3,...,410,04+2,0+3,..., ; 
de sorte que 
(%;— %41) ® “(@;) w(2) , : 
=— te 1, 2,3 
o) ps { (%)}*(2— %) (@ — %i41) , 
En ce cas nous trouvons facilement que la fonction 
0 (z) 


n’est pas moindre que zéro pour toutes les valeurs de z et non moindre 
que l’unité pour 


—S | 


& a Xi+1- 
En posant 
y = V(z). 


nous pouvons expliquer les variations de la fonction ®(z) par telle 
figure: 





Y 
A}-—- ——-~--——— -- 4 i 
I } | 
| } | | 
O' _ —— dl + : = - 
x, Ly Xi Vit Ure Xn_\ x Z 
Cela posé, on a 
94) yg P(e) 
W (®144) + W (Ly) 
4 4 4 
= {ow - f(z) dz> fow) -f (2) dz > [{(2) dz. 
a P4 71 
Remarque. 


Dans la démonstration des inégalités de premiére et seconde éspéce 
nous étions obligés de répéter les mémes raisonnements; de sorte que 
nous avons complétement prouvé les inégalités de M. Tchébychef. 

Je prends comme agréable dévoir de présenter ma profonde re- 
connaissance & M. Possé, qui m’a indiqué le moyen de résoudre cette 
question dans quelques cas particuliers. 
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Question de baton*). 


| 
' 
Prenons un biton ABC: , 

A B C : 


L 4. 





Soient donnés les longueurs 
AC=l, AB=z 

le poids p de AC, son centre de gravité D (AD = d) et son moment | 
dinertie par rapport a D. 

Trouver le maximum et minimum du poids de AB, | 

Résolution. 

Il suffit de déterminer le maximum, car le minimum du poids de 

AJP correspond au maximum du poids de BC. 
Cas premier: x >d+ aaa 
: pd 


Le poids entier p peut étre concentré en deux points A et UM, 


. k 

ob AM=d+ ro 
, ie — ir ae > poids —2 
en A____ le poids pa +k et en M_ ___ le poids re op 


Done le maximum cherché est égal a p. 


Pa, ats k : R= Fee 
Cas second d+ or >z>d— pa—@) 
Concentrons le poids p en trois points A, B, C: 


en A le poids a= pol+ p&+k—p(a+da 





al ’ 
ett > ° 
en Bie poids b= pal — pa —k ; 
a(l — x) 
2 =r 
en Cle poids c= p& +k—pde | 
ll — a) 


Alors: 
atb+tec=p, batcl=pd, b#?+cP—pd’+k, | 
ad + b(a — d+ cl—dP =k 

et le poids AB est égal a 


(l— d) (1+d—«2)—k 
atb=p—c=/ a : 


*) Tehébychef, Journal de Liouville 1874: Sur les valeurs limites des 
intégrales. 
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Outre cela 


zZ 22 : 
et 


x 2 4 
1 + i —a) —_ 1a— a) => 0 sl 2<8< l. 


Par conséquent 
= . 2 
[teas < fr@-[1+agtty + aay] 
0 0 


l 
< fie , [1 + Wa - = = | dz 


_ pit—d(l+d — 
bs (il — x) 


f(2) étant le poids de Punité de longueur au point Z7(AZ = 2). Done 
le maximum cherché est égal a: 


pl—d)(l+d—2)—k 


l—2zx 
Cas troisiéme x << d— —_- 
p(l — d) 
Le poids entier P peut étre econcentré en deux points B et N, oi 
AN =§=d+—4- Z) << 
mB » poids kp 
en B le poids kit pd—a®’ 
‘ ‘ 7h pid — x)? 
m en N le poids es Sr 
(2 — 2 
fro dz < firey dz 
(x 
a =e pe—2pdéi+pa+k _ kp 
< f@-% dz < (a — &) tag k+p(d — x)* ; 


Done le maximum cherché est égal a 


ae 
k + p(d — x)* 


St. Petersburg 1884. 

















Zur Theorie der trigonometrischen Reihen. 


Von 


OQ. Hétper in Leipzig. 


Die vorliegende Arbeit handelt von der Beziehung, welche zwischen 
der allgemeinen trigonometrischen Reihe und der Fourier’schen Reihe 
besteht, insbesondere von dem Satz, dass die Coefficienten einer trigono- 
metrischen Reihe in die Fourier’sche Form gebracht werden kénnen, 
wenn die Reihe eine von —z bis + 2 integrirbare Function dar- 
stellt. Es kommt natiirlich auch darauf an, wie der Integralbegriff 
gefasst wird, damit der genannte Satz allgemein aufgestellt werden 
kann. Fiir den speciellen Fall einer stetigen Function ist diese Kigen- 
schaft der trigonometrischen Reihe zuerst von Herrn Ascoli gezeigt 
worden*). Herr P. du Bois-Reymond hat den in Rede stehenden 
Satz allgemein bewiesen**), unter der Voraussetzung, dass die Function, 
welche die Reihe darstellt, von — a bis + a der Riemann’schen 
Integrabilititsbedingung geniigt, oder dass die Function nur in ver- 
einzelten Punkten unendlich wird, oder in gewissen unendlich vielen 
Punkten, z. B. solechen, die nur eine endliche Anzahl von Grenz- 
punkten besitzen. Auf etwas allgemeinere Weise hat Herr Harnack 
diesen Satz formulirt***), Es beruht aber die Beweisfiihrung von 
Herrn Harnack, wie indessen mehrfach und von Herrn Harnack 
selbst bemerkt worden ist}), auf einem nicht in allen Fiillen richtigen 
Theorem. 


*) Mathematische Annalen, Bd. 6, p. 231. 
*#) Abhandlungen der bayerischen Academie, II. Cl. XII. Bd. 1. Abth. p. 119, 
***) Cf. Mathematische Annalen, Bd. XVII, p. 123, Bd. XIX, p. 235 u. p, 524, 
Ferner Bulletin des sciences mathématiques et astronomiques, 2. 8. t. VI. 
+) Cf, Harnack: Mathematische Annalen, Bd. XXIU, p. 287 und Scheeffer: 
Acta Mathematica, 5,1, p. 68. 
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Die ersten Paragraphen der vorliegenden Arbeit beschiftigen 
sich mit dem Beweis des folgenden von Herrn P. du Bois- Reymond 
aufgestellten und bewiesenen Satzes, der mit 1 bezeichnet werden soll: 
Ist F(a) eine von a bis b gegebene und stetige reelle Function, 
und liegt 

. Flats) —2F(a) + F(a —e) ; 
im 2 ? = f (2) 
von a bis b durchweg zwischen endlichen Grenzen, ist ferner 
diese Function f (x) integrirbar, so ist 


F(a) — f de fap /(8) 


von a bis b einer linearen Function gleich. 





ce bedeutet dabei eine zwischen a und b gelegene Constante. Dieser 
Satz ist eine Verallgemeinerung eines bekannten von Herrn Schwarz*) 
bewiesenen Satzes. 

Derselbe Satz wird nun hier nachstehend auf einem neuen Wege 
bewiesen, der durch das Theorem iiber den zweiten Ditferenzen- 
quotienten, das hier den Ausgangspunkt bildet, von Interesse sein 
diirfte. Es wird das Resultat dann ausgedehnt auf denelall, wo die 
Function in gewissen in unendlicher Anzahl vorhandenen Punkten 
unendlich werden kann. Herr Harnack hat mich dazu veranlasst 
meine Untersuchung, welche in ihrem grésseren Theil schon vor einem 
Jahr fertig vorlag, in dieser Richtung auszudehnen. Dann folgt die 
Anwendung auf die trigonometrische Reihe. Den Schluss der Arbeit 
bildet eine Bemerkung iiber eine Bedingung, die nothwendig ist fiir 
jede Function, wenn sie in irgend einem Intervall durch eine trigono- 
metriscue Reihe dargestellt und in diesem Intervall integrirbar ist. 
Diese Bedingung ist fir stetige Functionen tautologisch und betrifft 
den Grenzwerth 

‘s 
Lim “ J (e— a) {/(@ +) + f(a —2@)} da 
0 
Dieser Grenzwerth hat auch fiir die Fourier’sche Reihe eine Be- 
deutung, was mit einer Eigenschaft des Poisson’schen Integrals 
+7 
Fe So ede . 
1 — 2r cos (a#—a)+r? 
—# 


an der Grenze r = 1 zusammenhingt. 


*) Journal fiir Mathematik, Bd. 72, p. 141. 
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§ 1. 
F(b) — or (4 as : ) + F(a) 
eres ( eet aky> 
2 


liegt, wenn J’(x) stetig ist, zwischen den Grenzen von 
Fo +) — 2 F(x) + F(« —*) 


2 
Ps 





lim 


e=0 


= f(x) im Intervall a... b. 


Ks werde unter F(a) eine fir a<a<b eindeutig gegebene, 
endliche und stetige Function der reellen Variabeln x verstanden. 
Ferner sei zur Abkiirzung 


A? F («@) = F(a + «) — 2F (a) + F(a — €) 
gesetzt. Wofern nun der Grenzwerth 


~  AtF (a 
lim Ek . 
é 
e=0 
auch nicht bestimmt ist, so mége doch vorausgesetzt werden, dass fiir 


jeden einzelnen Werth 2, wofiir 
ax<2z<b 
ist, zwei bestimmte endliche Werthe /;(#) und f,(”) als Unbestimmt- 
heitsgrenzen des genannten limes existiren. Zu dem Ende ist nur 
nothig, dass man zu dem bestimmten festen Werth x eine positive 
Grésse 0 so angeben kann, dass 
A? F(z) 
e 


fir O<e<d 


zwischen endlichen Grenzen bleibt. Bezeichnet man nimlich mit vj die 
5 " ‘ LQ2EF (a ea 

obere, mit # die untere Grenze von — 3 fir 0 <ée<d, so 

wird mit abnehmendem 6 das vy nie zunehmen, und ws nie abnehmen, 

und es werden demnach die Gréssen 


lim vy =f, (7) und lim uw = f,(@) 
Jd=0 ; J=0 


vollkommen bestimmt sein. Dies sind aber die Gréssen, welche Herr 
P. du Bois-Reymond die Unbestimmtheitsgrenzen nennt*), Man 
kann auch 
li AF (x) 
im : 

é 


e=0 


= /(#) 


setzen, indem man sich unter /(x) eine Function denkt, die in jedem 
Punkte w« zwischen zwei gegebenen Werthen /,(”) und /,(x%) un- 
bestimmt sein soll. 


*) Analog wie bei den Reihen, vergl. die citirte Abhandlung p. 125, 
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Es werde jetzt als zweite Voraussetzung eingefiihrt, dass auch 
f,(«) und f,(x) bei veriinderlichem x zwischen festen endlichen Grenzen 
bleiben sollen, und es sei V die obere Grenze von /,(z) und U die 
untere Grenze von f,(x) fir a<a2<b. Man kann dann auch V 
und U die obere, beziehungsweise untere Grenze von f(z) nennen. 
Der Satz, auf dem alles Folgende beruht, lautet nun dahin, dass unter 
den gemachten Voraussetzungen stets 


Fa) —2F(*t") +4 Fe 


= : (ob—a 2 ae 


2 47 


ist, wobei die Ungleichungen natiirlich im algebraischen Sinn zu 
nehmen sind. Der Beweis ist einer bekannten Betrachtung von Herrn 
Schwarz*) nachgebildet: 

Man setze 


Fo —2F(4t")+ F@ 
: ( b—a y 
und . 


p(x) = F(x) — F(a) — |= — (F(b) — F(@)) + (a — a) (b— 2), 


worin C irgend eine Constante bedeuten soll, die nach Belieben. ge- 
wahlt werden kann. Nun wird 


y es )= @— sy (C — L), 


d. h. @ ( ot°) ist 2 Q, jenachdem C2L ist. Denkt man sich zu- 
erst C> L gewihlt, so wird die Function g(x) zwischen a und b 
wirklich einmal positiv. Da aber ausserdem g(x) von a bis b inclusive 
stetig ist und an den Grenzen den Werth Null hat, so muss nach 
einem Satz von Herrn Weierstrass mindestens ein Punkt ¢ vor- 
handen sein, in welechem g(x) ein Maximum hat, und zwar wird in 
diesem Fall 
ax<e<b 

sein, wo das Zeichen < im strengen Sinn zu nehmen ist. Es folgt 
aber aus der Formel fiir m(z) die Relation 

o(e+2)—2o()+ 9-8) _ Fe+e)—2F@)+ Fe —28) 


Fo P<) 





— C. 


2 ist jetzt als fest zu denken. Wegen des Maximums wird die 
linke Seite der letzten Kelation fiir alle ¢ von einer gewissen Kleinheit 


*) Vergl. Journal fiir Mathematik, Bd. 72, p. 141. 























Zur Theorie der trigonometrischen Reihen. 185 


niemals positiv sein, woraus folgt, dass die Unbestimmtheitsgrenzen 
der rechten Seite fiir lim nicht positiv sind. D. h. also, es ist 


e=0 
fe) <he) < ©. 

Nun ist U die untere Grenze von f,(x) fir a < x2 <b, also ist 
auch U <f,(¢) und somit U<C. Dies kann also bewiesen werden 
fiir die bestimmte Grésse U und fiir jede Grésse C, die noch wirklich 
grosser ist als die bestimmte Grosse L. Somit ist 


U<L. 
Ganz in derselben Weise hatte die Annahme C < L durch Be- 
trachtung eines Minimums auf die Ungleichung 


V>L 


gefiihrt, womit die Behauptung, dass die Relation 


F@) —2F(“ +2) + F(a) 
U< Cita ee 


as ee, 


stets erfiillt bleibt, erwiesen ist. 


§ 2. 
F(b) -2F(*+°)+ r@ 


wird in eine Doppelsumme verwandelt, in welcher noch eine beliebige 

ganze Zahl n auftritt. Wenn /(z) der Riemann’schen Bedingung 

geniigt, verwandelt sich diese Doppelsumme fir ein unendlich grosses n 
in ein Integral. 


Es mége jetzt das Intervall @...b durch die Theilpunkte 
iy, Go, .+ +) Men—1 in 2n gleiche Theile getheilt werden. Wenn man 
zur Abkiirzung 
h=a, — a = ort 

on 


setzt, so hat man die identischen Relationen: 


vn r=2n—9 . 7 
N) F(a, +h) — 2F(a,) + F(a, — h) 
Dh h i 


v=1 f==0 





= 


1 {F (deny + h) — Fda») — F(a) + F(a, — h)} 


v=1 


— F(t) —2F(*") + Fe). 


Fiihrt man hier die Voraussetzung ein, dass die in § 1 eingefiihrte 
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Function f(x) im Sinne Riemanns*) integrirbar ist, so wird sich 
zeigen lassen, dass die Summe 


t= r=—2n-—-y ‘ Z =e 
4 F(a, + h) — 2F(a,) + F(a, — h) 
> h > h : 
h? 
v=1 r= 
fiir ein unendlich grosses m den Grenzwerth 


1 
2 (6—a) F 


3 
. . 
fey fdef@) 
e 
7) at+y 
besitzt, wie im Folgenden niher ausgefiihrt werden soll. Natiirlich 
ist die Integration als successiv aufzufassen. 


§ 3. 
Strenger Beweis fiir die Richtigkeit dieses Grenziibergangs. 


Ist « ... 8 irgend ein Intervall, so bezeichnet man nach Riemann 
als Schwaunkung von f (x) im Intervall @... 6 die Differenz der oberen 
und unteren Grenze von f(x) fir a<a2< £8. Dabei soll hier an der 
Voraussetzung festgehalten werden, dass fiir jeden Punkt zwei Werthe 
gegeben sind, zwischen denen der Werth von f(x) beliebig ist. Wenn 
nun die Schwankung in «...f6 mit A(, a) bezeichnet wird, so wird 
die Riemann’sche Integrationsbedingung so ausgesprochen: Nachdem 
eine kleine Grésse 0 ganz beliebig festgesetzt ist, kann man ¢ so klein 
angeben, dass 


(ec, — a) Ale,, a) + (ce, — €,) Ale, e,) + --- + (b — oe) A(b, c,) << 9d 
ist fiir alle Theilungen 

amg <a<--<4<)b 
des Intervalls a -- b, fiir welche siimmtliche Theile 

C —-@, & —C,::b—e, 
kleiner als ¢ sind. Es soll im Folgenden der Ausdruck integrirbar 
nur in diesem Sinn angewendet werden, wobei ausdriicklich darauf 
hingewiesen sein mag, dass diese Definition es schon mit sich bringt, 
dass f(x) zwischen endlichen Grenzen eingeschlossen sein muss. 
Alle anderen Integrale sind wneigentliche Integrale und werden, wo sie 
vorkommen, besonders definirt werden. Wenn nun fiir f(x) die ge- 
nannte Riemann’sche Bedingung im Intervall a... b statthat, so ist 


y 
bekanntiich fo da fir a<x2z<y<b eine vollkommen bestimmte 


*) Ueber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische 
Reihe, § 5. 
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Griésse*), und es ist 


ay 


f f(a)dx =hA, 


a,—h 


e 


wofern A eine Grésse bedeutet, die nicht grésser ist als die obere 
und nicht kleiner als die untere Grenze von f(x) fiir die Bedingung 
ay —~h<a<a, Der Ausdruck 
F(a, +h) — 2F(a,) + F(a, — h) 
h? 

kann aber nach § 1 nicht iiber das Intervall hinausfallen, dessen End- 
punkte bestimmt sind durch die obere und untere Grenze von f(z) 
fiir a.—h<a<a,+h. Also ist der absolute Betrag 





F nite 2 vs W" — h id 
| nee EOE RKO _ fede | <ba), 
, a,—h 
wenn mit A(a,) die Schwankung von f(z) im Intervall a, —h...a, +h 


bezeichnet wird. Man schliesst daraus, dass folgende Beziehung gilt: 
e2n—v 
r=2n—v | r=2n—yv 
yy Fi(a,-+h) — 2F(a,) + F(a, —h) ; 
h se s— f(a)dz\<h > A(a,). 
| 


r= r=v 


ay—h 


Die rechte Seite zerlege man nun in zwei Theile, in 


¥ D> 2hA(a,) und > 2A), 


wo s die Werthe v, v+2..., 2% —-v, und ¢ die Werthe v + 1, 
vy-+3, ....2n—v— 1 durchliuft. Diese Summen sind jetzt von 
der obigen Form, die in der Riemann’schen Bedingung auftritt; 
denn die Intervalle, zu denen z. B. die Schwankungen A(a,) gehéren, 
iiberdecken sich nirgends und sind von der Linge 2h. Wenn also 0 
beliebig klein gewiihlt, und dann é der obigen Bedingung gemiiss 
dazu bestimmt ist, so hat man 


> 2hA (a,) <0 und > 2hd (a) <3, 


. b—a ‘ 
wofern » so gross ist, dass 2h = —— <= ist. Denn von den letzten 


Summen, deren Intervalle zusammen nicht immer das ganze Intervall 


*) Dass die Riemann’‘sche Bedingung fiir die Existenz der Summengrenze 
nothwendig ist, wofern man die Theilung beliebig nehmen und jeden Theil mit 
einem beliebigen Werth der Function in der Strecke multipliciren darf, ist klar. 
Dass sie hinreichend ist, ist keineswegs ohne Beweis klar. Vgl. P. du Bois- 
Reymond: Journal f, Math. Bd, 79, p, 23. und Peano: Atti della R. Accademia 
delle Scienze di Torino, Vol, XVIII. 
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a...b ausmachen, gilt a fortiori, dass sie nicht grésser als 0 sind. 
Somit ist 


22n—y 
r=—<cn v 
F(a, +h) — 2F(a,) + F(a, —h) , 
h- ie — f(a)dz |<, 
r=9 ay—h 
und 
2n—y¥ 
v—n r—2n— v=n ° 
” F(a, +h) — 2F(a,) + F(a, —h) , fio 
 ) id ' 
ha — * —>h | fade <°>%0, 
=i r=9 v=1 e 
ay—h 


wo & immer dieselbe Grésse bedeutet. Man wiihle also zuerst 0. 
Dann muss jedenfalls » iiber einer gewissen Grenze angenommen wer- 
den, damit die letzte Relation gilt. Nachher kann man aber 
noch gréssere untere Grenze fiir m bestimmen, so dass 


eine 


b+ 


22n—y¥ b—z-+a 
v=n 


a h [J f(x)d«x sich von fc fie da 


ay—h 


beliebig wenig unterscheidet. Offenbar ist nimlich 


92n—v 72n—v 


S i freee S h fre aes S h J tee 


a, und a2,—, stehen Cis von a und b eleich weit ab. Es 
geht also 


nach der Definition des Integrals an der Grenze » = oo in 


ote 
b—sz-+a 


fet, fre) dx} 
tsa 


iiber; denn [fe)dz ist eine stetige Function von z. Der andere Theil 


Si fia 


ay —h 


: . b—a 
hat aber einen absoluten Betrag, der kleiner ist als -h.G, wenn 


» 
ro 
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f(a) dem absoluten Betrage nach immer kleiner al8 G ist. Man erkennt 
y 5 
also, dass wirklich gilt: 


= a 
42n—yv 


lim »h fies fo fre lie 
8=2 gl 
y—h 


und somit auch 
as 


=m r=2n—y b—s--a 
F\ 7 h) 2F'(e FE . h 
lim {> ~ h Dh ~* st i JOB }= fas fre dz. 


8=@ v= 1 _ 


§ 4. 





2 fed 
Beweis des Fundamentalsatzes, dass F(x) — { de J 48-7) eine 


lineare Function ist. | 





Setzt man im letzten Integral y = 2 — a, so verwandelt sich das- | 
selbe in das folgende 
b—a 

2 b—y 
dy J dx-f(2), 
0 “aty 
und diese Grésse muss nach § 2 dem Ausdruck 


F(b) — 2F Ct) + F(a) 


gleich sein. Es muss also auch die Gleichung 


a 
-—@ 


Fy) —2F(@+%) + Fe = fue fae -f(B) 


> @+a 
fiir alle 2 und y, fiir welche 


axs“x<ycb 
ist, erfiillt sein. Setzt man nun 


P(x) = fae fap-r@), 


wo ¢ irgend eine Grésse zwischen a und b bedeutet, die ein fiir alle- 
mal fixirt werden soll, so erhilt man 


aby 
o(y)—0(%+%)_s0(2t”)—o(@} = fa dB-f(B)— [aef aB-f'(6). 
ety % ® 4 


2 


Mathematische Annalen. XXIV. 13 
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Durch Einfiihrung der neuen Integrationsvariabeln 


a =—aty, 


a’ =a—Z 
erhalt man statt der rechten Seite der letzten Gleichung 


y—= 7 
oy» - _ “le” oe = ‘1B./ , 
— fan’ fae-7@) a hina 


Wofern also eine neve Function Y(#) durch die Gleichung 
Y (x) = F(x) — O(a) 


definirt wird, so geniigt diese Function der Bedingung, dass 
¥(y) — 2¥(=TY) + W(x) =—0 


ist fiir alle x und y, fiir welche ax a<y<b ist. Jede lineare 
Function geniigt gleichfalls dieser Bedingung. Es bestimmt aber diese 
Functionalgleichung den Werth der Function in der Mitte eines Inter- 
valls aus den Werthen in den Endpunkten. Construirt man also die- 
jenige lineare Function xx + x’, welche in a und 6b mit der Function 
Y(x) tibereinstimmt, so werden diese beiden Functionen auch in den 
Punkten 


a+ = (b— a) 


iibereinstimmen, wo m und » alle positiven ganzen Zahlen bedeuten, 

fiir welche m < 2" ist. Diese Punkte haben die Eigenschaft, dass 

in jedem im Intervall a... 6 enthaltenen Theilintervall solche Punkte 

vorhanden sind. Da die Functionen xz + x’ und ¥(z) fir a<a<b 

endlich, eindeutig und stetig sind, so ist nothwendig, dass die Gleichung 
Y(rz) = xuxr+x’ 

fir a<x2<b erfiillt ist. Es ist also 


¥ (x2) = F(x) — fac fap -f(B) 


von a bis Bb eine lineare Function. 


§ 5. 
Die Function f(z) wird nicht mehr durchaus endlich vorausgesetzt. 
Einfiihrung allgemeinerer Integralfunctionen. 


Es wird sich jetzt daram handeln, dieses Resultat zu verallgemei- 
nern und es auf die Fille auszudehnen, in welchen die Function /(z) 
nicht mehr durchweg zwischen endlichen Grenzen bleibt, aber doch 








zt. 


2) 
ch 
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im uneigentlichen Sinn von einem Integral gesprochen werden kann. 
Es mége die Function F(x) wieder als endlich, eindeutig und stetig 
vorausgesetzt werden fiir alle x, fiir welche a<a<b ist. Allein 
der Grenzwerth 


es ae 


lim = f(a) 

braucht jetzt nicht mehr in allen Stellen x endlich zu sein; oder wenn 
auch dies der Fall ist, kann doch f(#) in jeder Nihe einer bestimmten 
Stelle « beliebig grosse Werthe annehmen. Liisst man den Ausdruck 


zu, dass unter Umstiinden die Unbestimmtheitsgrenzen von lim — = 
e=0 
in einem Punkt 2 unendlich gross sind (entweder nur eine, oder beide, 
-+-co und — oo, oder auch beide + oo u. s. f.), so kann man sich f(z) 
in jedem Punkt durch zwei fusserste Werthe gegeben denken. Wir 
werden nun sagen, f(x) sei in der Umgebung eines bestimmten Punktes 
x, imtegrirbar, wenn ein endliches Intervall 4—rt .. 2+ 7 um 2, 
so abgegrenzt werden kann, dass die Function f(#) in diesem Inter- 
vall im Sinn von § 3 integrirbar ist. Es bringt dies mit sich, dass 
{(~) nicht nur in jedem Punkt eines kleinen Intervalls x, —t..2)-+ 1 
endlich ist, sondern auch in einem solchen ganzen Intervall zwischen 
endlichen Grenzen bleibt. Man sieht nun leicht, dass der folgende 
Satz gilt: 

Eine Function f(x), die in der Umgebung eines jeden 
Punktes x integrirbar ist, wenn « < % < B, ist in jedem Inter- 

vall a’... B’ integrirbar, wenn a<a' <p' <6. 
Wofern namlich 2), ein bestimmter Punkt im Innern des Intervalls 
a...B ist, so existirt ein Intervall x, —t...%) +1, in dem /(x) inte- 
“ada ist. Wofern nun die Integrabilit&tsbedingung gilt im Inter- 
vall 4, <<“%< a +1, so gilt sie eben damit im Intervall a, << 2 <ay+ 7, 
wo t <t. Nach einem allgemeinen Gréssensatz existirt also eine 
Grésse t,, welche die Eigenschaft hat, dass die Bedingung in jeder 
Strecke a, <a2< a+ 1’ gilt, wofern r’ < 1, ist, und welche zugleich 
die grésste ist, die diese Kigenschaft besitzt. Wire nun a + 1, < a, 
so kénnte man eine Umgebung dieses Punkts x, + 1, finden, x + 1,—é 
bis z, +t, +, in der f(x) integrirbar wire, und rt, kénnte nicht 
der grésste Werth der genannten Kigenschaft sein. Somit ist x) +1, =a. 
Dieselbe Betrachtung kann man auf der andern Seite von 2, anstellen, 
woraus der behauptete Satz unmittelbar folgt. Will man die Integrir- 
barkeit im ganzen Intervall « < «< # selbst behaupten, so muss man 
noch hinzufiigen, dass f(#) in gewissen Intervallen a<v<a-+ und 

6 —e<a2< 8 zwischen endlichen Grenzen bleiben soll. 
In einem ganz analogen Sinn werden wir auch sonst von der 
Umgebung eines Punkts reden. Eine Function ist in der Umgebung 


13° 
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eines bestimmten Punkts x, constant, wenn um diesen Punkt ein Inter- 
vall z,—t..2,-+ 7 construirt werden kann, in dem die Function 
constant ist. Man hat dann ganz analog den Satz: 
Eine Function f(x), die in der Umgebung eines jeden 
Punkts x constant ist, fiir den a<u< 8B, ist fiir alle diese 
Punkte derselben Constanten gleich. Kommt noch dazu, dass 
die Function in « und B stetig ist, so ist sie gleich f(a) —f(B). 
Ebenso gilt ein analoger Satz, wenn eine Function in der Umgebung 
eines jeden Punkts eines Intervalls linear ist. 
Es sei nun eine Reihe 


€1> C2» Og, Og, 


von Punkten des Intervalls a..b gegeben, die Endpunkte mégen in 
die Reihe aufgenommen sein. Man bezeichne die Gesammtheit der 
iibrigen Punkte des Intervalls a..b mit 7 und nehme an, dass f(x) 
in der Umgebung eines jeden der Punkte 7 integrirbar sei, Ferner 
sei eine von a bis b stetige Function § (x) gegeben, welche zu /(x) 
in der Beziehung steht, dass in der Umgebung eines jeden der Punkte 
T die Differenz 


x 
¥(a) — } f(x)dx 
bd 

constant. ist. Eine zweite Function (7), welche mit denselben Kigen- 
schaften gegeben wire, kénnte sich von (xz) nur um eine von 
a bis b constante Grosse unterscheiden. Hiezu ist nur zu zeigen, dass 

folgender Satz gilt: 
Wenn eine von a bis b endliche, eindeutige und stetige 
Function in der Umgebung eines jeden Punktes T constant ist, 

so ist sie von a bis b constant. 

Die Differenz ¥(«)— § (x) = p(x) wire ja eine solche Function. Man 
bezeichne mit @ die Punkte, fiir welche keine Umgebung existirt in 
der g(x) constant ist, falls tiberhaupt solehe Punkte existiren. Be- 
trachtet man nun einen solchen Punkt 9,, so sind zwei Fille denkbar. 
Erstens: es existiren in jeder Nihe dieses Punkts andere Punkte, die 
auch zu den g gehéren. Zweitens: man kann zwei Intervalle 9, — ¢...@, 
und @)...@)+< finden, in deren Innerem kein @ liegt. Dann ist 
aber nach dem zuletzt angefiihrten Satz p(x) constant von o, — é 
bis @y und von g, bis @, + ¢, also wegen der Stetigkeit von ge, — ¢ 
bis 9, + «. Dann wire @, kein Punkt @ gegen die Voraussetzung. 
Es ist also nur der erste Fall méglich; d. h. also: jeder Punkt @ ist 
ein Grenzpunkt des Systems der Punkte ge. Selbstverstiindlich ist um- 
gekehrt jeder Grenzpunkt der @ selbst ein Punkt 9. Falls also tiber- 
haupt ein Punkt @ existirt, gibt es unendlich viele, und diese bilden 
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eine perfecte Menge. Dies widerspricht aber, wie Herr G. Cantor 
gezeigt hat, der Annahme, dass sie in einer Reihe angeordnet sind *). 
Man findet also, dass m(x) in der Umgebung eines jeden Punkts con- 
stant ist. Dann ist aber p(x) von a bis b constant. 


§ 6. 
Nachweis dafiir, dass auch im Falle des vorigen Paragraphen der 
Fundamentalsatz besteht, falls noch eine Bedingung hinzukommt. 
Wir halten an der Bedeutung der Functionen F(x), f() und 
§(z) und an deren gegenseitigen Beziehungen fest und fiigen die neue 
Bedingung hinzu, dass 


Fie, + «)— 2F(e) + Fee, &) 


lim Be eel 
e=0 é 
ist fir y==nl, 2,3,....... Ks liisst sich dann zeigen, dass die 


Gleichung 


F(z) fox (ar) =e em x’ 


erfiillt ist, wo x und x’ Gréssen bedeuten, die fiir das ganze Intervall 
a@<«<b einen constanten Werth behalten; ¢ ist wieder irgend ein 
fester Werth zwischen a und b. Die Differenz 


x 
. 
vf ~~ 
F(a) — [azz = ¥(«) 
Cc 

ist niimlich in der Umgebung eines jeden Punktes 7’ einer linearen 
Function gleich, wie man durch Zusammenfassung des in den beiden 
letzten Paragraphen Gesagten sofort erkennt. Nun ist aber der 
Grenzwerth 


7 A? F(e,) 
him — = () 
e=0 é 
in jedem Punkte e,, fiir »y—=1, 2, 3,.... Dieselbe Bedingung gilt 


x 
aber fiir die Function jaa (x) in jedem Punkte, da z. B. in e, 


c 


eyt+e ey ey—8& eye ty 

; [8@ds—2fR@aet R(x)da — : Ls (e)de— f ¥ (a)da 
c “c c ey ey —eé 

*) Die @ sind nimlich ein ‘Theil der e, ¢,, ¢s,...-. Vergl, G. Cantor: 


Acta Mathematica 4:4, p. 381. 
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nicht grdsser ist als die Schwankung der stetigen Function ¥(x) im 
im Intervall e, —é¢...e,-+ ¢. Somit gilt auch die Bedingung 
A? 
aan Te i 
e=0 
Wir werden also unsere Behauptung erwiesen haben, wenn das fol- 
gende Theorem dargethan ist: 


Wenn eine von a bis b stetige Function w(x) in der Um- 
gebung eines jeden Punktes T einer linearen Function gleich 
ist, und ausserdem die Bedingung gilt 

A*w(e,) 
im — "0 fiir v = 1, 2, 3, -- 


e=0 
so ist u(x) von a bis b derselben linearen Function gleich. 


Zum Beweis betrachte man zuerst einen Punkt @, von dem voraus- 
gesetzt werde, dass sich um denselben herum keine Umgebung con- 
struiren lisst, in der (x) linear wire; es muss dann @ in der Reihe 
€;) €, +. auftreten. Es sind nun zwei Fille denkbar: 

1) Man kann um g herum eine Umgebung ep—<d..0+90 so 
construiren, dass y(a) einer linearen Function gleich ist in der 
Umgebung eines jeden einzelnen Punkts 2, fiir den ep—d<x%<o@ 
oder p< r<e+ 0. 

2) Es gibt in jeder Nibe von @ Punkte, die von @ verschieden 
sind und dieselbe Eigenschaft besitzen wie @ selbst. 

Im Fall 1), kénnte man nun nach § 5 schliessen, dass w() von 

@— 0 bis @ einer und derselben linearen Function gleich sein miisste, 


und dasselbe wire der Fall fiir das Intervall 9....9+ 06. Wenn 
nun die Gleichungen gelten: 


v(x) = xx-+-»’ fir p—d<r<e, 
und Y(z) = x2+x’' fir ae<ace+d, 
so miissen wegen der Stetigkeit die Gleichungen auch noch im Punkt 
@ selbst gelten. Man hat also die Gleichung: 
xo+txz =—xo+x’, 
Die Bedingung 
lim @ e+ 2) — 2¥(@) + ¥(e — «) 


e=0 & 


= () 


? 
welche gilt, da g zu den e, gehért, ergibt aber die Relation: 


lim “@+ 2) +*'—Get*) —(xet+x')+xe— +x" 


~ =x —x=—0,. 
e=0 


Also ist auch x’ = x’, und es wiire (x) von e — 0 bis ge + @ der- 
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selben linearen Function gleich*); dies widerspricht aber eben der 
iiber g gemachten Voraussetzung. Der Fall 1), der hierauf gefiihrt 
hat, ist also auszuschliessen. 

Bezeichnet man somit mit g alle Punkte, in deren Umgebung 
w(x) keiner linearen Function gleichgesetzt werden kann, so miissen 
alle @ in der Reihe 

—_—— ere 
auftreten und kénnen also in der Ordnung, in welcher sie in der 
letzten Reihe vorkommen, als eine neue Reihe 


@1> Oo, Og, --- 

aufgefasst werden. Nach dem soeben Entwickelten miisste jeder 
Punkt @ ein Grenzpunkt des Punktsystems der g sein, und umgekehrt 
ist ganz selbstverstiindlich, dass fiir einen Grenzpunkt der Punkte o 
keine Umgebung existiren kann, in welcher ~(x) einer linearen Func- 
tion gleich wiire, d. h. dass jeder Grenzpunkt selbst zu den @ gehort. 
Das Punktsystem der @ wiire also eine perfecte Punktmenge, was 
wiederum mit der Reihenform 


O1, Oo» Qs, - 
in Widerspruch steht. Es kaun also iiberhaupt keinen Punkt @ geben, 
in dessen Umgebung w(a) nicht linear wiire; denn giibe es einen, so 
gibe es unendlich viele, und wir kamen auf den _bezeichneten 
Widerspruch. 

Kine stetige Function w(x) aber, die in der Umgebung eines 
jeden Punkts linear ist, ist im ganzen betreffenden Intervall linear, 
nach § 5. Hs ist also die Gleichung 

- 
F(x) — [aes (a) = “20+ x’ 
c 


fir a<v2<b erfiillt. 


§ 7. 
Bemerkungen iiber die in § 5 eingefiihrten Integralfunctionen. 


Es diirfte hier am Platze sein, eine im Vorhergehenden fest- 
gehaltene Beschrinkung, die iiberfliissig scheinen kénnte, naher zu be- 
griinden, An die Definition, welche von der Beziehung der Functionen 
f(x) und (x) gegeben worden ist, kénnte die Frage angekniipft 
werden, ob es denn iiberhaupt néthig ist, f(z) in gewissen Intervallen 
im engeren Sinne integrirbar anzunehmen. Es handelt sich nur um 
solche Intervalle, wie sie im Vorhergehenden als Umgebungen der 


*) Diese letzte Schlussweise wurde zuerst von Heine angewandt: Journal 
fiir Mathematik, Bd. 71, p. 359. 
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Punkte 7’ betrachtet worden sind. Nun kénnte man die folgende 
allgemeinere Festsetzung treffen: 
Es sei ¥(x) von a@ bis # stetig, ferner sei z. B. der limes 

lim 3@)—-$E—9) @ (x) 

e=0 é 
in jedem einzelnen Punkt « endlich, wenn auch unbestimmt; er hat 
dann nach § 1 bestimmte Unbestimmtheitsgrenzen. Nun soil die Diffe- 
renz {(”) — g(x) im Intervall a... integrirbar sein, und es soll 
das bestimmte Integral aus dieser Differenz erstreckt iiber jedes in 
«...£ enthaltene Theilintervall den Werth Null haben. Das Wort 
integrirbar ist immer wieder im engeren Sinn zu nehmen. Da die 
Functionen /(z) und g(a) nicht vollkommen bestimmt sind, so setze 
man fest, dass unter der Differenz eine Function verstanden werden 
soll, welche beliebig gedacht ist zwischen zwei bestimmten Grenzen, 
zwischen dem Maximum und Minimum von z — y, wo zg und y den 
Bedingungen 


f(z) Se@<f,(@, 92(4) Sy < H(z) 
geniigen. Dabei sind f,(a) und f,(x) die diussersten fiir f(”) in x ge- 
gebenen Werthe, und g,(#) und g,(x) die Unbestimmtheitsgrenzen von 
lim 3@ — be =s : 
s=0 
dies alles bei festgedachtem x. 

Eine solche Festsetzung reicht hier nicht aus. 
daran erinnert werden, dass die Beweisfiihrung des § 3 wesentlich auf 
der Voraussetzung beruhte, dass dort f(~) der Riemann’schen Be- 
dingung geniigte. Man kénnte nun setzen 


Zuniichst mag 


F(«) — [3@de = ¥(z) 


und daraus schliessen wollen, dass die Function 


A? w(x) 


lim 2 


e=0 
integrirbar sei, und dass dieselbe integrirt tiber jedes Intervall den 
Werth Null gebe. Dies ist aber ein unrichtiger Schluss. Es ist 
nimlich fiir ein bestimmtes 2, welches x, genannt werden soll: 


Lote x, 
A? v(x) = A’ F(x) — [5 (@)de ao J h(a) da. 
Der Definition gemiiss ist 
lim dh os { (Zp). 


& 
e«=0 

















n 
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Um den andern Theil zu schiitzen, setze man 
X+e Xo Zoe 
‘ps@ae _ [B@de mf {§ (a) — F(a — «)} da. 
Lo ite zo 
Nun liegt allerdings die Grosse 
& (a) — F(a — €) 
unter dem letzten Integral zwischen den fiussersten Grenzen von 


- (x) — F(a — #) F 

lim : = (2), 

e=VU 
wofern man sich # als im Intervall «...a— «€ beliebig denkt. Es 
folgt aber daraus nur, dass die Grésse 


®+e 
t fon > 
2 } {¥(a) — F(a — e)} da 
% 


zwischen denjenigen Grenzen enthalten ist, zwischen denen g(x) liegt 
fiir 4—e<a2<a,-+ «, dass also 
Lte 
— § Pia > \. 
2 Ww oa 
lim zi ¥ (a) ¥(a — e)sda 
ex 
X 
jedenfalls zwischen den Unbestimmtheitsgrenzen von 
. ° . K(x) — K(a@—e 
lim p (2) = lim (im §@) — Fe — ’) 
B= 2=2Z% \e=—O é 
liegt. Es ist somit 
lim 


e=0 


Aw (x) 
2 





in dem oben angegebenen Sinn in der Differenz 


f(x) — kim p(x), ; 


aber nicht nothwendig in der Differenz | 


f(%) — (>) | 
euthalten. Aber die Annahme, dass die Function | 
f(x) — lim (y) 

y=x 
integrirbar sein und iiber jedes Intervall ein Integral gleich Null er- 
geben soll, wiirde die Integrirbarkeit von (x) selbst und somit auch 
die von f(x) mit sich bringen. 


§ 8. 
Die trigonometrische Reihe und der Satz iiber das Verschwinden der 
Coefficienten mit unendlich grossem Stellenzeiger. 
Der Satz, der in den vorangehenden Paragraphen ausfiihrlich be- 
handelt worden ist, bildet die hauptsiichlichste Schwierigkeit bei dem 
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Beweis dafiir, dass die Coefficienten der trigonometrischen Reihe unter 
noch niber anzugebenden Bedingungen in die Fourier’sche Form ge- 
bracht werden kénnen. Da nur in diesem Theil des Beweises ein 
neuer Weg beabsichtigt war, so gentigt es, das Weitere anzudeuten. 

Setzt man den Werth der beliebigen trigonometrischen Reihe 
gleich einer Function f(z), 


ao 
ay + > [a cos (vx) + b, sin (vx)| =f (x), 
v=1 
so heisst dies, dass die Function f(x) in jedem einzelnen Punkt x 
durch die beiden Unbestimmtheitsgrenzen von 
r—n 
lim {a, + > {ay cos (vx) + b, sin (vx)} — bei festem x — 
—. 9=1 
gegeben sein soll. Wenn nun f(z) in einem Intervall integrirbar 
ist, so ist 
lim a, = lim b, = 0. 
ua=—@ n—2 
Herr G. Cantor hat niimlich gezeigt*), dass die Coefficienten einer 
trigonometrischen Reihe zuletzt unendlich klein werden, wenn die 
Reihe in jedem Punkt eines Intervalls convergirt. Herr Harnack 
hat diesen Satz dahin verallgemeinert**), dass 
lim a, = lim Dd, — 0 
r—=@ n=—2 
ist, wenn man zu jeder Grésse 6 ein Intervall finden kann, fiir welches 
in jedem Punkt das Divergenzmass der Reihe < 0 ist. Das Divergenz- 
mass im Punkt # ist die Differenz der Unbestimmtheitsgrenzen der 
Reihe in 2, also die Differenz der beiden ‘tiussersten Werthe von f(x) 
in x Wenn nun f(z) in einem Intervall integrirbar ist, so ist leicht 
zu sehen, dass man zu jeder Grosse 0 ein Intervall z—e...¢+ <6 
finden kann, so dass das Divergenzmass < 0 ist in jedem Punkt dieses 
Intervalls. Es mége gestattet sein, den in Rede stehenden Beweis 
seinem allgemeinen Gedankengange nach zu reproduciren: Offenbar 
ist nun auch 
lim | a, cos n(z + a) + Bb, sin n(z¢ -++ @) | < 0, 
au—n 
lim | a, cos n(¢ — a) + bd, sin n(e — a) | <0 
no 
fiir jeden einzelnen Werth a, fiir welchen 0 < « < «ist. Dabei brauchen 
die genannten Grenzwerthe natiirlich nicht nothwendig bestimmt zu 


*) Journal fiir Mathematik, Bd. 72, p. 130. 
**) Bulletin des sciences mathématiques et astronomiques, 2. 8. t. VI. 
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sein. Nimmt man die Summe und die Differenz der beiden letzten 
Ausdriicke, so erhalt man 


lim | (a, cos nz + b, sin nz) cosna| <0 
und ie 

lim | (a, sin nz — b, cos v2) sin na | < 0. 
Multiplicirt man nun von den beiden letzten Ausdriicken den ersten 
mit cosnzsinna, den zweiten mit sinnzcosna, so ergibt sich 
durch Addition, dass 

lim | a, sin (2na)| << 40 fir OS a<e. 
Auf vollkommen entsprechendem Wege findet man die Relation 

lim | 6, sin (2na) | < 40. 


Nan ist es aber nicht richtig, hieraus direct zu schliessen, dass 
lim | a, sin (2n@)|= lim |b, sin (2na)| = 0 
ist fiir jedes einzelne @ einer gewissen Strecke. Was bis jetzt gezeigt 
ist, ist nur das Folgende: Nachdem man eine gewisse Grésse 0 will- 
kiirliich gewihlt hat, kann stets eine gleichfalls positive Grosse ¢ so 
bestimmt werden, dass 
lim | a sin (2na@) | < 40 und lim | b, sin (2na) | < 40 


fiir jedes einzelne «, fiir welches 0< a << ist. Wiahlt man d kleiner 
und kleiner, so wiire es doch denkbar, dass dementsprechend auch ¢ 
immer kleiner angenommen werden miisste. 

Es wird nun an der angefiihrten Stelle weiter so geschlossen: 
Wiire nicht lim a, 0, so kénnte eine positive Grésse 6’ gefunden 


werden und dazu eine wnendliche, aus den a,, d,, dy ... ausge- 
hobene Reihe 
Guy Gus Guy 00s: 

von der Beschaffenheit, dass alle absoluten Betriige | an, |, | Gn, |, -- 
grosser als 0’ wiiren. Kine Grésse 6” < 6’ wird nun gewahlt und 
festgehalten. Es wird alsdann mittelst des Verfahrens von Herrn 
G. Cantor in einem beliebig klein gewiihlten Intervall 0... @ eine 
positive Grésse B construirt, fiir welche die Glieder der Reihe 


sin (n,'B), sin (n,’B), sin (ms B), ... 


simmtlich grésser als > sind. Dabei ist 


M, My, Nyy -- 
eine nach einem bestimmten Gesetz aus der Reihe 


Gps Mg Mag sos 








200 O. Hover. 


ausgehobene nicht abbrechende Reihe. Es wiiren also in der Reihe 
Gn; Sin (”, 8), dn, sin (n,B), an, sin (nm, B),.... 
alle Glieder > 6”, und somit die obere Unbestimmtheitsgrenze von 
lim | a, sin (8) | 
rn—o 
jedenfalls >0”. Dies widerspricht aber dem friiher Gefundenen. 
Denn nimmt man die willkiirliche Grésse 0 so an, dass 40 kleiner ist 
als der feste Werth 0”, so muss nach dem Friiheren zu @ eine Groésse 
é gehdren, so dass die Relation 
lim | @ sin (2na)| << 40 < 0” 
n—@ 
fiir jedes @ erfiillt ist, woftir 0<@<<é ist; und nun kann in einem 
Intervall 0...0, das kleiner ist als 2¢, jedenfalls keine Grosse B ge- 
funden werden, welche die Kigenschaft hat, dass lim | a, sin nf | > 0” 
n= a 
ist. Also ist lim a, = 0, und ebenso lim b, = 0. 


rn— ow ar— DD 


§ 9. 
Anwendung des Fundamentalsatzes auf die trigonometrische Reihe; 
Ansatz zur Coefficientenbestimmung. 
Ks sei nun wieder eine Reihe 
ee 
von Punkten in dem Intervall — a...-++ a gegeben, und man be- 


zeichne die andern Punkte des Intervalls —2...+ a” mit 7. Von 
der Function 


ft 
f(z) =a,+ > {e cos (vx) + 0, sin (vx)} 
v=1 

setze man voraus, dass sie in der Umgebung eines jeden Punktes 7’ 
integrirbar sei. Ausserdem soll eine gegebene Function §(%) von 
—a...-+a endlich, eindeutig und stetig sein und zu f(x) in der 
im § 5 niher bezeichneten Beziehung eines uneigentlichen Integrals 
stehen. Nun definirt man mit Riemann eine neve Function F(z) 
durch die Gleichung 


. 1 P = a, cos (vx) + B, sin (rx) 
F(z) = > ax? — feo Racepoint LS So Nias ncn 


v2 
Weil die Relationen gelten 


lim a, = lim b, = 0, 


ra—® n—@ 


so kénnen die bekannten Siitze*) von Riemann zur Anwendung 


*) Riemann’s Werke p. 232 ff. 











02 








Zur Theorie der trigonometrischen Reihen. 201 


kommen. /J'(%) ist eine stetige Function, und es ist der Grenz- 
werth 
F(a + «) —2F (a) + F(a — £) 


lim = 0 
e=0 & 
fiir jeden einzelnen Werth von x; in jedem Punkt, in welchem die 
trigonometrische Reihe convergirt — solche Punkte giebt es unter 
den gemachten Voraussetzungen in jedem Intervall — ist auch der 
Grenzwerth 
. F(a +e) — 2F(a« F(x—s 
lim 7 @ + (2) + ( ) 
e=0 é 


endlich und bestimmt und zwar gleich f(a). Diesen letzten Satz hat 
Herr P. du Bois-Reymond folgendermassen verallgemeinert*): 
Wenn die Reihe an einer bestimmten Stelle zwar nicht convergirt, 
aber doch zwischen endlichen Grenzen schwankt, und die Unbestimmt- 
heitsgrenzen derselben mit V(a#) und U(«) bezeichnet werden, so ist 
die Grdsse 

— F(x + 2) — 2F (x) + F(x — ®) 


2 
e==8 é 


auch endlich und jedenfalls in dem Intervall 


Yo + Ue) +43 s+ +) (V (2) — Ue) 


ary ret U@) (8 4 14 1) He) — ey 


“ 


enthalten. Es erhellt daraus sofort, dass in einem Intervall, in 

welchem f(x) integrirbar ist, auch die durch die Unbestimmtheits- 

grenzen von lim = = 
e=0 

dass beide Functionen zwischen denselben Grenzen dasselbe Integral 

geben. Man schliesst nun aus dem Resultat von § 6, dass auch hier 


die Relation gelten muss 


definirte Function integrirbar ist**), und 


x 
Fea) — [31 a)daz = xa + x’, 

wo x und x’ constant sind fiir —a<a2<+ 2. Dabei ist ¢ irgend 

eine zwischen —z und + 2 gelegene Constante. Die Functionen 

F(a) und f(#) sind nun auch ausserhalb des Intervalls —a...+2 

definirt; sie wiederholen sich periodisch. Definirt man auch § (2) fiir 

alle reellen Werthe von x durch die Bestimmung, dass 


h(a + 2mx) = F(x) + m (F(a) — F(— 2)) 
*) In der citirten Abhandlung der bayr. Akd. p. 133 


-. A® F(z) = , 
**) In den 7 ersten Paragraphen war f(a) durch lim 2 definirt; hier 
e=0 
bedeutet f(a) die Function, welche durch die Reihe definirt wird. 
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sein soll fiir alle ganzen positiven und negativen m, so ist (x) 
durchaus stetig und F(x), f(x) und §(x) stehen nun in jedem noch 
so grossen Intervall in derselben Beziehung wie vorhin im Intervall 
—a...+2. Die Gleichung 


F(z) — [8@az— xx + x’ 


gilt also bei denselben * und x’ fiir alle reellen Werthe von x, woraus 
auch hervorgeht, dass die Function 


fs@a + xx + x — > a,x? = F(x) — > Gy x? 


die Periode 22 besitzt. Dasselbe gilt also auch von ihrem Differential- 
quotienten: 

w(x) + * — aye. 
Setzt man nun hierin einmal. z = + a und einmal x = — gz, so gibt 
die Vergleichung sofort 


. ae . 
a = 5~{8(z) — F(— 9}. 


Aus der Reihe fiir F(x) erhailt man auf die bekannte Weise die 
Relationen : 


a 


1 P a 
JF@ — 3 %x"*} cos nedz = — — = 
1 
und 
nm 
F(a . 2 i ly = b,, 
{ F(x) — 5 a)2*} sin nad = — — a, 
—n 
fir n= 1, 2, 3,.... Man ersetzt nun in den letzten Formeln F(x) 


=z 


durch [¥@ae + «xx -+ x’ und integrirt partiell, indem man in der 


allgemeinen Formel 


b 6 b 
fv oY da =(UY) ay v= az 


die Function 


U = F(z) — > Ga, 2? = [B@ae +x«xr+ x’ — = a,x" 


setzt. Man darf ohne Weiteres partiell integriren, da ¥ (x) stetig ist, 
und die Glieder, welche vor das Integralzeichen treten miissten, heben 
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sich weg wegen der Periodicitét von U und von V. Man hat dann 
nach der partiellen Integration die neuen Relationen 


Y tad - 
fo + * — a,x} sin nadz = . a, 


+a 
b 
aici +x— a,x cos nxdxz = — 2 é. 


—£¢€ 


§ 10. 
Weitere Bemerkungen iiber Integrale. 


Ehe noch einmal partiell integrirt wird, muss eine Bemerkung 
eingeschaltet werden. (2%) ist kein Integral von f(a”) im gewodhn- 
lichen, eigentlichen Sinn. Das Produkt zweier im engeren Sinn inte- 
grirbaren Functionen ist stets auch selbst integrirbar. Hier aber tritt 
die Frage auf, ob, wenn f(x) eine uneigentliche Integralfunction ¥() 
besitzt, dasselbe auch von /(a) sin mx und f(x) cos nx gesagt werden 
kann. Hat man z. B. zwei Functionen p(x) und (x), von denen die 
eine p(x) im ganzen Intervall a...b eigentlich integrirbar voraus- 
gesetzt werde, und gilt von der anderen dasselbe in den Intervallen 
@...%) — &, % +2e...b bei beliebig kleinem ¢, so handelt es sich 
um die Existenz der Grenzen | 





Zoe 6 
lim f p(x) v(2)dx und lim [ p(x) v(a)dx, 
= ae : 
vorausgesetzt, dass die Gréssen 
Z—e b 
lim {(2)dx und lim J (a) da 
e=0 «=0 ye 
endlich und bestimmt sind. Wofern nun die beiden letzten Integrale 
absolut convergiren, ist es erlaubt auf die Convergenz der beiden 
ersten zu schliessen. Wenn aber nur bedingte Convergenz statthat, 
ist dies nicht immer richtig, wovon man sich sehr leicht iiberzeugt. 
Fiigt man aber die Bedingung hinzu, dass g(a) in zwei kleinen Inter- 
vallen a —a@...%, und %...%)-+ @ entweder nicht abnimmt, oder 
nicht zunimmt, so bleibt die Behauptung richtig, und man kann die 
Convergenz von 


X%—e b 
lim { 9(2)¥(a) de und lim {9 (2) ¥(a)ae 
e=—0, e=0 
a Bote 


mit Hilfe des zweiten Mittelwerthsatzes beweisen. Im vorliegenden 
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Fall ist m(x) = cos nx oder = sin nz, die Bedingung ist also erfillt. 
Wenn somit fiir f(x) nur einzelne Punkte in endlicher Anzahl aus- 
zuschliessen sind, in deren Umgebung f(x) nicht integrirbar ist, so 
darf man von der Function (2) auf das Vorhandensein eines un- 
eigentlichen Integrals von f(a) cos mx schliessen. Man kann nun 
auch auf den Fall iibergehen, wo diese singuliren Punkte in unend- 
licher Anzahl vorhanden sind, sich aber nur in einer endlichen Anzahl 
; von Punkten unendlich verdichten. Auf diesem Weg kénnte man 
noch weiter gehen*). Bei den allgemeinen Voraussetzungen, die hier 
iiber f(#) und ¥(#) gemacht worden sind, muss noch ausdriicklich 
eine Reihe 
€,(z), ©,(%), G(z), ..., 
S,(2), S,(2), S; (x), ee 
von Functionen als gegeben vorausgesetzt werden, welche beziehungs- 
f weise fiir 


f(z) cos xz, f(x) cos (2x), f(x) cos (32), ..., 
f(x) sin x, f(x) sin (2x), f(x) sin (3x2), ... 


dieselbe Bedeutung haben, wie ¥(x) fiir f(). 


§ 11. 
Durchfiihrung der Coefficientenbestimmung. 
Man geht nun zuriick zu den Gleichungen 
_ nm 
| {¥ (x) — a)%} sin neds = ~ £, 
“a 
+a 
{§(x) — a,x} cosnardr—=—— ax 


—aA 


am Schlusse von § 9. Die Constante x ist weggelassen, da man 
weiss, dass 


*) Es ist zu bemerken, dass in diesen Fiillen wohl die Convergenz von 


+71 
. 
: J f(x) cos nx dx 
—n 


erwiesen werden kann, aber nicht — im Fall bedingter Convergenz — die Relation 


+2 
lim fre cos na dx = 0. 
—n 


rz— 
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+2 +s 
sin nade — { cosnzdx—0 
—n —a2a 


ist. Es ist wieder zu bemerken, dass die Function 


os d 
6 (x) — ae = —x+ , = \F (2) — + yx 


die Periode 2 hat. In einem Intervall a...6 nun, in welchem f(x) 
im engeren Sinn des Worts integrirbar ist, gilt jedenfalls*) die Gleichung 


(7) { B@— ae} sin na dx 


cos NZX 


b 
> 6 1 + 
—— (¥ (a) ~~ & 8) y+ = J {f(«) — ay} cos nx dx. 
Definirt man jetzt eine Function g(x) durch die Gleichung 
J {¥ (x) — ay} sin nx dx 
—n 


— cos nx \” L 
i ((§ (2) — ax) = 7. + — {6, (2) — ¢,(— m)} 
- 
ay 3 
ae fo nixdx + g(x), 
—n 
so ist p(x) von — a bis + a endlich, eindeutig und stetig, und es 
ist m(— 2) =0. Dabei bedeutet ©,(x2) die erwiihnte Function, das 
uneigentliche Integral von f(a) cos mz. Bedenkt man noch, dass in 


einem Intervall a...0b, in welchem f(x) eigentlich integrirbar ist, die 
Gleichung 


b 
©, (b) — ©, (a) -{ {(@) cos nada 


gilt, so erkennt man aus der zwischen den Grenzen a und b giltigen 
Integralformel(+), dass in einem solchen Intervall g(a) sich nicht 
iindert. g(x) ist also constant in der Umgebung eines jeden der 
friiher mit 7’ bezeichneten Punkte. Somit ist nach § 5 die Function 
(x) von —a bis + 2 constant und somit gleich g(— 2) = 0. Fiir 
x =-+ a ergiebt sich, dass 
+4 
J {F(x) — ag} sin na dx =~ {6q(m) — C,(—)}; 


—n 


*) Vergl. P. du Bois-Reymond, in der mehrfach citirten Arbeit, p. 129. 
Mathematische Annalen. XXIV. 14 
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das erste Glied rechts hebt sich weg wegen der Periodicitiéit. Man 
erhiilt also 


a, = — {6, (x) — c,(— m)}, 
und ebenso 
1 ——— = S 
b, = = {Sn (2) — Sal - %)\- 
Die Grosse 
1 a i 
a = ox {¥ (2) — mt) } 


war schon friiher bestimmt. 
Es kann also jetzt der P. du Bois- Reymond’ sche Satz folgender- 
massen gefasst werden: 
Es sei eine Rethe e,, ¢,, €,,... von Punkten im Intervail 
—a...+ 2 gegeben, und es werden die andern Punkte dieses 
Intervalls mit T bezeichnet. Ferner sei die Reihe 


f(z) =a,+ a {a, cos vx + b, sin vx\ 


v=1 
in der Umgebung eines jeden Punktes T integrirbar. Wofern 
nun noch eine Folge von Functionen 
w(x), G(x), G(@), G(x), ..., 


S,(z), S,(%), S3(x), 





gegeben ist, die von — x bis + a endlich, eindeutig und stetig 


sind und in dem bezeichneten Sinn als Integralfunctionen be- 
ziehungsweise von 
f(x), f(w) cosa, f(x) cos 2x, f(x) cos3z,..., 
f(x) sin xz, f(@) sin2az, f(#) sn3a,... 


gelten kinnen, so gelten die Relationen: 


_— i. 
A= Qn {§ (2) — 3(— m)\, 


1 . . . 
an = Brg { ©, (x) as C,(— m)}, 
1 ~ ~ . 
b, = = {Sn(%)— Sa(—2)} 
fiir 
eoml1,2,3,.... 


Fiir den Beweis war die Voraussetzung wesentlich, dass die 
€,, €), €3,--~- in Reihenform gegeben waren. Wie man jetzt weiss*), 
giebt es Punktsysteme, die in eine endliche Zahl von Intervallen mit 
beliebig kleiner Intervallsumme eingeschlossen werden kénnen, und 


*) Vergl. G. Cantor: Acta Mathematica, 4,4, p. 390. 
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deren Punkte nicht siimmtlich in eine Reihe geordnet werden kénnen. 
Andererseits aber scheint die blosse Bedingung der Reihenform fiir 
das System e¢,, ¢,, ... auch zugleich weiter zu sein als die andere 
Bedingung. Es ist aber dies im vorliegenden Fall nur scheinbar. Die 
C1, x, €3, »-- Sind eben diejenigen Punkte, von denen man _ nicht 
weiss, ob die Function in ihrer Umgebung integrirbar ist. Nennt 
man singuliire Punkte solehe, um welche herum keine Umgebung con- 
struirt werden kann, in welcher die Function integrirbar ist, so kénnen 
die singuliren Punkte, welche einen Theil der e,, e,,... bilden, auch 
in einer Reihe @,, @,, ... angeordnet werden. Kin Grenzpunkt der 
Punkte @ ist aber sicher ein singulirer Punkt, muss also selbst in der 
Reihe vorkommen. Eine Reihe solcher Punkte aber hat nach einem 
Satz von Herrn G. Cantor*) die Eigenschaft, in eine endliche Zahl 
von Intervallen mit beliebig kleiner Intervallsumme eingeschlossen 
werden zu kénnen. Die Functionen, deren — in diesem Sinn — singu- 
lire Punkte in eine Reihe geordnet werden kénnen, sind also unter 
denen begriffen, deren singuliire Punkte der andern Bedingung ge- 
niigen. 


4) 


12. 
Ueber eine nothwendige Functionalbedingung. Das Verhalten einer 


beliebigen trigonometrischen Reihe an einer Sprungstelle, in der sie 
convergirt. 


Aus den vorstehenden Entwicklungen ergiebt sich leicht eine 
Kigenschaft der trigonometrischen Reihe. Wird nimlich jetzt von der 
Function 


=o 


{(“) = a,+ {a, cos (va) + b, sin (vx)} 


7=1 


nur vorausgesetzt, dass sie in einem Intervall integrirbar ist, so ist 
in diesem Intervall die Gleichung 


F(a) = fac f dB f(B) + xa +x’ 


erfiillt, und also auch 
ar | aw f de f(8) 
=— 7 we 


indem man durchaus an den Bezeichnungen von § 9 festhilt. Voraus- 
gesetzt nun, dass im Innern des Intervalls die Reihe fiir einen be- 
stimmten Punkt z convergirt, ist der Grenzwerth 


A? Fz) 


s 


*) Mathematische Annalen, Bd, XXI, p. 54. 
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iim “FC 


e—0 





endlich und bestimmt und gleich f(z), wie Riemann gezeigt hat. 
Somit ist auch 
at fae f dé f(6) 
c _ 


welche Gleichung fiir stetige Functionen eine Identitaét ist, aber nicht 
fiir jede integrirbare Function erfiillt ist. Durch die in § 4 an 


O(y)— 20 (+ ms v) + (x) gemachte Umformung ersieht man, dass 


die Relation gilt 


lim 


= /[(2), 


at fan fap f(B) =faefasre — faa f ge+o+re —B)\ dB. 
2 $ | See J 


Durch Einfiihrung der neuen Variabeln a = ¢ — a verwandelt sich 
dies in den Ausdruck: 


fae [AB e+B)+fe—B}— flee) {Meta} +fe—a)} de. 
0 0 0 
Es gelten diese Umformungen fiir integrirbare Functionen. 
Man hat also den Satz: 
Wenn eine trigonometrische Reihe in einem bestimmten 
Intervall eine integrirbare Function f(x) ergiebt, und z ist ein 
bestimmter Punkt im Innern des Intervalls, fiir den die Reihe 
convergirt, so ist auch der Grenzwerth 


lim Je f (@—@) {fe +) + fe —@)} ae 

U 
bestimmt und zwar gleich dem Werth, gegen den die Reihe im 
Punkt 2 selbst convergirt. ; 


Diese Bedingung, welche bis jetzt nicht bemerkt worden zu sein 
scheint, ist darum merkwiirdig, weil sie nothwendig ist. Es steht also 
der Werth der Reihe in einem Punkt z in einer Beziehung zu den 
Werthen an den Nachbarstellen. In den speciellen Fillen, in welchen 
Alie Gréssen, welche nach Dirichlet mit f(¢-+ 0) und f(z — 0) be- 
zeichnet werden, vorhanden sind, ergiebt der letzte Satz die Gleichung 


f(z +0) + f(z — 0) 


fe) = 








fi 
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Dieses Verhalten ist bekannt genug, aber nur fiir solche Fille be- 
wiesen *), wo die Reihe in die Fourier’sche Form gebracht werden 
kann. Hier wurde nur die Integrirbarkeit der Reihe in einem kleinen 
Intervall um z herum vorausgesetzt. Es kommt aber in der That die 
erwihnte Eigenschaft an einer solchen Sprungstelle allen trigono- 
metrischen Reihen zu. Zum Beweis setze man wieder 


[(@) =a,+ P 4 {ay cos (vx) + b, sin (vx)} . 
v=1 
Die vorausgesetzte Kigenschaft der Reihe, in 2 eine Sprungstelle zu 
haben und in dieser Stelle ausserdem zu convergiren, driickt sich darin 
aus, dass die Gréssen 


fle), lim (2+ 6), limf(e — «) 


endlich und bestimmt sind. Nun bringt dies offenbar mit sich, dass 
f(x) in einem den Punkt 2 umgebenden Intervall zwischen endlichen 
Grenzen bleibt. Es braucht aber die Reihe fiir keinen von ¢ ver- 
schiedenen Punkt zu convergiren, es miissen nur die Unbestimmtheits- 
grenzen einander und dem Werth f(¢ — 0) immer naher riicken, wenn 
2— ax positiv kleiner und kleiner wird, und entsprechend auf der 
andern Seite von z Man kann also zu jeder Grosse 0 ein Intervall 
finden, in welehem das Divergenzmass fiir jeden einzelnen Punkt < 0 
ist. Dies und nur dies wurde aber bei dem Beweis dafiir, dass 

lim a, = lim b, = 0 

r= nro 
ist, verwendet. Man kann also den Riemann’schen Satz anwenden. 
Nun ist, wenn 


F(z) = + Oy a,x? — 34 {a, cos (vx) + b, sin (vx)} 


gesetzt wird, folgende Gleichung erfiillt: 
is {4 FOES EPO) _ 9 Fite Pe Pame 
4é & 
= 4f(2) — 2f (2) = 2/(2). 
Die Grésse unter dem Zeichen limes erhilt aber bei anderer Anordnung 
die Form 
Meese 8% t+e)+ F(e) LF —2F(s—s)4+F(s—26) 


e 


e=—0 





Die Grosse 


*) Cf. Ascoli: Mathematische Annalen, Bd. VI, p, 239 und Prym: Journal 
fiir Mathematik, Bd. 73, p. 357. 
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Fat2s)—2Fe+)+Fo 


e 
liegt nun nach § 1 zwischen den fussersten Grenzen von 


. "(ae )—2F( "(2 — oe) 
line F(ax+a 2F (x) + F(x —a 


2 
a=0 « 


fir e-<cace+2e. 


Nach der in § 8 erwihnten, von Herrn P. du Bois-Reymond 
gegebenen Verallgemeinerung des Riemann’schen Satzes besteht aber 
zwischen den Unbestimmtheitsgrenzen von 


i F(z ) — 2F (x) F(x — a) 
lim — = (2) + ~ 


2 
a0 « 


und den iiussersten Werthen von f(x) in demselben festen Punkt x 
eine Beziehung. Weil nun 


lim f(¢ + B) =/f(2 + 0) 


ist, so lasst diese Beziehung auch erkennen, dass zu jeder Grésse 0 
eine Grésse ¢ so bestimmt werden kann, dass die Beziehung 
"(x )\—2F W" (ae - . 
f(e+0)—d<lim 7%) a ©—*) -Fgt0)+0 
a=0 

fiir jedes einzelne z gilt, fiir welches z< a< 2+ 2¢ ist. Und nun 
folgt die Relation 

: "(2+2s) —2F(z ) : 

lim F (z+ 28) F(z+ e) + F(z) 


2 
a0 & 


= f(e + 0). 
Es ist aber zu bemerken, dass ohne den Satz des § 1 dieser Schluss 
keine bindende Kraft hiitte. Ebenso ist auch 


: "(z) — 2F'(z - W"(g — =e) ; 
him = O)— 256 — ot Fl “= f(¢ — 0). 


e=0 il 


Ks ist damit der Grenzwerth 





, P 2e)—2F(z+8) "(2 "(2)—2F (e— "(2 — 2s) 
lim F (z+2 2) =A +¢)+ F(z) 4 F(z2)—2F (¢—e)+ F( * 
é 


e—0 & 


auf zwei verschiedene Weisen bestimmt, und man erhilt durch Ver- 
gleichung die Relation 


f@) => {fle + +f —}- 
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§ 13. 
Ueber eine Eigenschaft des Poisson’schen Integrals. Folgerung daraus 
fiir die Fourier’sche Reihe. 
Der Grenzwerth 


lim ef e-« {f(a + @) + fle —@)} da 


hat auch eine Bedeutung fiir das Poisson’sche Integral*) 


+n 
az f f@) za (1— 1") da 


1—2rcos(a—a2)+r? ? 
—# 
und es folgt daraus ein Satz fiir die Fourier’sche Reihe, welcher 
dem im vorigen Paragraphen fiir die trigonometrische Reihe gefundenen 
parallel geht. Man setze f(x) von — a bis + a als eigentlich inte- 
grirbar voraus, so gilt der folgende Satz: 


Von den beiden Grissen 


+2 

—— lim f(a) hams 

2% py 1 — 2r cos (a — x) +7" 
—n 


und 


lim af (e — «) {f(@ + a) + fle — a) da} 


ist die erste nothwendig endlich und bestimmt fiir jedes eimzelne 
x, fiir welches es die zweite ist, und es sind dann beide Grissen 
einander gleich. 
Zum Beweis fiihre man erst die Abkiirzung 
w(a) = f(@ + a) + f(a — «) 


ein, und man erhilt: 
(1—?r*)da (1—1*) dB 
fic 1 — 2r cos («@ — x) + 1? - fv. Se 


indem vorausgesetzt wird — was erlaubt ist —, dass f(x) die 
Periode 22 besitze. yr ist positiv und kleiner als 1. Setzt man nun 


*) Cf. Schwarz: Journal fiir Mathematik, Bd. 74, p. 218 und Prym eben- 
daselbst Bd, 73, p. 340; ferner P. du Bois-Reymond: Bulletin des sciences 
mathématiques, 2° série, t. IIl; 1879 und C. Neumann in den Berichten der 
siichs, Gesellschaft d. W. vom Jahr 1880. 








212 O. Héxper. 


ws i-r 
¥(r, B) = 73 cos B+ r?? 

Sly _ avr, B) (i — #*) 2r sin B 

v (r, 8) = “OB 0ti‘é‘ (A — ar cow B+ PP? 

w” (r, B) = @w(r,B)  4r—(t-+ 1°) cos B — 2r cos* B 


Bt a! , — 

a (1 — 2r cos B + r2)8 2r(1 r); 

so sind diese Gréssen fiir jedes positive r <1 durchweg stetige 

Functionen von 8. Durch zweimalige partielle Integration bekommt man 
a 


Ji w(B)¥(r, B)aB 


0 


a 


=v(r,a) { 0(6)48—v' (7,2) aa fabwb+ [aay dp (dywy), 
% % 6 


% 
wo @ eine kleine positive Grésse bedeutet, die man sich kleiner als 
zu denken hat. Die drei Glieder der rechten Seite der letzten 


Gleichung sollen mit (I), (ID), (III) bezeichnet werden. Hilt man die 
Grosse a, welche nicht null ist, fest, so haben (I) und (II) an der 
Grenze r = 1 den limes Null; denn es ist cos a < 1, also 


lim ~ (r, a) = lim w'(r, a) = 0. 
r=] r=1 


Es handelt sich um (III). Nach Voraussetzung ist nun der Grenzwerth 


lim * [ — «) w(a)da = lim a fee fase) = 4g, 
e=—0 e e=0 
0 0 0 


also auch 


a@ B. 
[a8 fare) = ga’ + ra’, 
0 0 


wobei 


lim t = 0 
a0 


ist. Fiihrt man dies in (III) ein, so spaltet sich (III) in 
g fev (r, a)da + frev'e, a)da, 
9 


welche Ausdriicke beziehungsweise (I1V) und (V) heissen mégen. 
Bei der Schitzung von (V) kommt das Vorzeichen von w” (r, «) 


in Betracht. Dieses Vorzeichen hingt ab von dem Zeichen des 
Ausdrucks 


4r — (1+ 7°) cos a — 2r cos? a, 
welcher bestiindig wachsend die Werthe von — (1 — r)* bis 4r durch- 
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liuft, wenn bei festgehaltenem + das Argument « von 0 bis = wiichst. 


Es giebt also einen einzigen Werth &, fiir den 


0<t<F 
und 
4r — (1+ r*) cos § — 2r cos? —E=—0 
ist. § ist eine eindeutige Function von r oder von 1—r=—o. Es 
ist ferner 


v"(r, a) < 0 fir OS a < &, 
und 


wv” (r, a) > 0 fir §< acc. 

Die Grosse § wird mit 6 = 1 —,r unendlich klein. Setzt man nim- 
lich fest, dass in der Formel 

4r — (1+ r?) cos a — 2r cos? « 
fiir « gelten soll 

:<e= $ : 

wo € beliebig klein angenommen ist, so kann man zu diesem « stets 
eine solche Umgebung 1 — A....1 des Punktes 1 fiir r finden, dass 
fiir solche ry der Ausdruck 

4r — (1+ r*) cos a — 2r cos? « 
positiv ist; denn er ist nicht kleiner als 

4r — (1+ r°*) cos ¢ — 2r cos’ «, 


wovon der limes bei festgehaltenem «¢ positiv wird. D. h. also, wenn 


r=1 

ry im Intervall 1 — A<r <1 gewiahlt wird, fallt € nothwendig in 
die Strecke 0...¢. Es ist also in der That der Grenzwerth 

lim § = 0. 

o=0 
Entwickelt man jetzt die Gleichung 

4r — (1 + r°) cos § — 2r cos? §=— 0 
nach € und 6 = 1 — », so ergibt sich 
O— — oF +38 + oF Po, F) + URE), 
wo §$ und $$ gewdhnliche Potenzreihen mit ganzen nicht negativen 
Potenzexponenten bedeuten. Nachdem man nun mit & dividirt hat, 
erhalt man an der Grenze 6 = 0: 
o=0 &° 

Es ist also 


cm (l +e), 


wobei wir mit e eine gleichzeitig mit 6 verschwindende Grosse bezeichnen. 
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Durch Einsetzung dieses Resultats in die Ausdriicke fir w(r, 8) und 
y'(r, B) erhilt man, wenn e,, ¢, analoge Bedeutung haben, wie e, 


Evii—6h— Fata), 
ey'(l—o,8)—=— Bata). 


Diese Betrachtungen waren néthig, um das integral 
te 
(V) free’, a) da 
0 
beurtheilen zu kénnen. Wir nehmen stets o relativ zu a so klein an, 
dass € in das Intervall 0... a fillt. Es ist dann a*y"(r, a) negativ 
von 0...&§ und positiv von —&...a. Bedeutet nun @, das Maximum 
des absoluten Betrags von rt fiir 0 < a <a, so ist go, eine nur von 
a abhingige*), nicht negative Grosse, fiir die 
lim @, = 0 
a—0 
ist, und man hat die Gleichung 
@ 5 a 

free" (r, ajda = Og. — Jools, a)de + J ay’ (r, ade ’ 
0 U § 

wobei der gewdéhnliche Mittelwerthssatz angewandt ist, und fiir die 
s Grosse © gilt: 

-1<0<+1. 
Die Grésse in der letzten Klammer, deren beide Theile positiv sind, 
werde zur Abkiirzung mit (a, 6) bezeichnet, so dass also auch 
(a, 6) al ey” (1 — 6, a)da — 2 fev"(l — 6,a)da 
0 v0 
ist. Integrirt man zweimal partiell, so erhilt man 


a 


[etv" (1 —o,0)da=a*y'(1—o,a)—2av(1—o,a) +2f/y(1 — 6, a) da. 
ri 0 


Halt man a fest, welches positiv ist, so ist 
lim ~’(1 — 6, a) = lim ¢(1 — 6, a) = 0, 
o o=0 


=0 


und, wie man weiss**), 
a 


lim fv —6,a)da—x- 
o=—0 


*) Nach seiner Definition hingt t nur von a ab. 
**) Vergl. die genannten Untersuchungen iiber das Poisson’sche Integral. 
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Also ist 


a 


lim fa?y~”(1 — 6, a)\da = 22, 
o=0 


Ferner erhailt man wiederum durch zweimalige partielle Integration: 

: é 
— fe w” (1l—6,a)\da= — &y' (1 —o,§)4-2E (1 —4,8)—2fv(l—«, alda. 

0 0 
Die durch diesen Ausdruck dargestellte Grésse hiingt lediglich von 6 
ab. Man weiss von der linken Seite, dass sie positiv ist. Indem 
nun wy stets positiv ist, erkennt man aus der rechten Seite, dass sie 
kleiner ist als 
— &y'(1 — 6, ) + 2801 — o, &), 
A 

welch letzteres fiir ein unendlich kleines 6 die Grenze = V3 besitzt. 

Fasst man diese Resultate zusammen, so bekommt man im Hin- 
blick auf den letzten Ausdruck von (a, 6): 

Wenn man sich fiir @ einen beliebig kleinen positiven Werth 
fixirt denkt, so kann stets eine hinreichend kleine Grésse angegeben 
werden, so dass fiir alle 6 unter dieser Grosse die Relation gilt: 

O(a, 6) < 2a+4+ 3/3. 
Nun ist aber nach den voranstehenden Entwicklungen 


nm 


[(B)¥(, B)aB = fw(B)¥(r, Bab + Wlr, a) fuss 


0 a 
- y'(r, a) fae [ap-w(A)-+9 ay’ (r, a)\da +O... (a, 6). 
0 0 0 


Jetzt macht man zuerst durch die Wahl von a die Grésse g, so klein 
als man will; nachher kann man, indem man den Werth von a fest- 
hilt, fiir ¢ = 1—~vyr eine Grenze bestimmén, die so klein ist, dass 
unter derselben 
O(a, 6) < 2x + 3/73 
ist, und zugleich die Gréssen 
oi 4 


fe@ve, B)dp*), ¥(r, a) feeas, ¥ (1, a) - [48-0 





*) Dass der lim dieser Grisse bei festgehaltenem a > 0 gleich Null ist, kann 

r=1 
hier als bekannt vorausgesetzt werden. Wir verweisen auf die am Anfang dieses 
Paragraphen citirten Abhandlungen. 
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und 


fev, a)da —2x 
0 


beliebig klein sind. Auf diese Weise kann man erreichen, dass 


J w(8)v(r, B)dB — 2x9 


v0 


so klein wird, als man nur will. Es ist somit 


os = lim fo v(r, B)dpB =g. 


Bekanntlich ist nun fiir r < 1: 


=@® 


+a 2) d v +x 
a ¥ (1—?)da : 
= f(®)=sre08 (@—a) aa refi («)da++ >” a a) cos(v(a—x))de. 
—z =1 Son 


Wir miissen jetzt an einen Satz von Abel idee, Ist niimlich 
ay + a,2 + a,z? + ---- == P(x) 
eine Potenzreihe mit dem Convergenzradius 1, und ist a, + a,-+ a, + -:: 
eine convergente Reihe mit der Summe sg, so ist lim (x) endlich und 
a=1 


bestimmt und gleich s; dabei denke man sich 2 reell. Wendet man 
diesen Satz auf den vorliegenden Fall an, so erhalt man: 
Wenn f(x) eine von — x bis + x im engeren Sinn inte- 
grirbare Function ist, so sind die Grissen 


in (e— «) {f@+ a) +(e — a@)} da 


re filo T= LS fie cos (v(a — x) da 


v=1 
fiir jeden einzelnen Werth x, fiir den sie beide endlich und be- 
stimmt sind, auch einander gleich. 


Dieser Satz geht dem in § 11 gegebenen parallel, ohne jedoch mit 
demselben identisch zu sein. 


Stuttgart, 1883 und Leipzig, Mai 1884. 


























Die allgemeinen Satze tiber den Zusammenhang der Functionen 
einer reellen Variabelen mit ihren Ableitungen. 


Vou 


Axet Harnacx in Dresden. 


Zweiter Theil*). 


Lehrsiitze tiber die Integrale der Differentialquotienten. 


§ 1. 
Die integrirbare Function. 


Lehrsétze. Wenn die Function f(x) in einem Intervalle von «=a 
bis « = b immer endlich ist, und bei unendlichem Abnehmen saimmt- 
licher Gréssen 6 die Gesammtgrésse s der Intervalle, in welchen die 
Schwankungen der Function f(x) grésser als eine beliebig gegebene 
Grdésse 6 sind, stets zuletzt unendlich klein wird, so convergirt die Summe 

S = 0, f(a + 8,0,) + O,f(@, + & 9) + O3f(% + 893) +++ - 

+ Onf (Sn + En On) 
nach einem bestimmten Grenzwerthe, wenn simmtliche 0 unendlich 
p=n 
klein werden, wihrend die Summe >’ d, stets gleich 6 — a und 
pol 
a+o,=—2,, 4 +0,—2,, ..., Mc t+ 0,=— 6b ist. (Riemann, 
Ges. Werke, pag. 227). 

Dieser Grenzwerth ist unabhingig von den Briichen ¢, der Wahl 
der Theilintervalle und der Art, wie bei fortgesetzter Theilung jede 
Intervallgrésse nach 0 convergirt. (du Bois-Reymond, Journ. f. 
Math. Bd. 79; vergl. auch meine ,,Elemente der Differential - u. Integral- 
rechnung“, Leipzig 1881, pag. 253 ff.). 

Als Grésse der Schwankung der Function an einer Stelle be- 
zeichnet man die positive Ditferenz der extremen Werthe innerhalb 
des Werthevorrathes der Function an dieser Stelle und in ihrer un- 
mittelbaren, zu beiden Seiten befindlichen Umgebung. 


*) Der erste Theil ist im XXIII. Bande der Math. Annalen erschienen. Ich 
citire denselben im Folgenden mit Th. I. 
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Definition. Der Grenzwerth der Summe S heisst das Integral der 
Function f(#), gebildet fiir das Intervall von a bis 6, und f(x) selbst 
heisst eine in diesem Intervalle integrirbare Function. 

Folgerung: Eine Function, welche in einem I[ntervalle integrirbar 
ist, ist auch in jedem Theile desselben integrirbar. 

Definition. Ein Punktsystem, welches die Eigenschaft hat, dass 
sich simmtliche Punkte des Systemes in eine endliche Anzahl von 
Intervallen einschliessen lassen, deren Summe beliebig klein gemacht 
werden kann, mag dabei auch die Anzahl der erforderlichen Intervalle 
iiber jeden Betrag hinaus wachsen, heisst ein System mit der Intervall- 
summe Null oder auch ein discrefes System von Punkten*), 

Jedes Punktsystem von einer Dimension besitzt eine bestimmte 
unverinderliche Minimalgrenze fiir die Summe der das System ein- 
schliessenden linearen Intervalle. Diese Grenze ist unabhingig von 
der Art, wie man bei fortgesetzter Verkleinerung der einschliessenden 
Intervalle diese letzteren bestimmt. (Stolz, Math. Annalen, Bd. XXIII). 

Eine Function, welche in einem Intervalle durchaus endlich ist, 
aber derart unstetig wird, dass die (iesammtheit aller Stellen, an 
denen die Schwankungen grésser als eine bestimmte Zahl © bleiben, 
stets nur ein discretes System von Punkten bilden, heisst eine punktirte 
unstetige Function. 

Folgerung. Functionen, welche in einem Intervalle punktirt un- 
stetig sind, sind auch in diesem Intervalle integrirbar, sowie umgekehrt, 
jede integrirbare (iiberal! endliche) Function entweder eine durchaus 
stetige, oder eine punktirt unstetige sein muss. (Hankel, Math. 
Annalen, Bd. XX). 

Definition. Zwei iiberall endliche Functionen heissen in einem 
Intervalle ,,im allgemeinen gleich“, wenn ihre Differenz nur in dis- 


ereten Punkten dem Betrage nach grésser wird als eine endliche 
Zahl o. 


*) Da es durchaus wiinschenswerth ist, in der Integralrechnung eine kurze 
Bezeichnung fiir dieses Punktsystem zu haben, so glaube ich an der von mir 
einmal eingefiihrten Bezeichnung ,,discret‘t festhalten zu diirfen. Dieselbe bleibt 
bei allen Arten der Zusammensetzung, die solch ein Punktsystem aufweisen kann, 
doch immer dadurch motivirt, dass das discrete Punktsystem im engeren Sinne 
des Wortes den einfachsten Fall der Intervallsumme Null darstellt, und dass fiir 
die Integralprobleme das discrete System im weiteren Sinne in der That durchaus 
dieselbe Bedeutung hat wie ein System von einzelnen Punkten. Die Bezeichnung 
,»integrirbares Punktsystem“, welche Herr du Bois Rey mond in seiner Functionen- 
theorie benutzt, erscheint mir weniger gut, erstlich weil das Punktsystem nicht 
integrirt wird, sodann weil eine integrirbare Function Unstetigkeiten besitzen 
kann in Punkten, die kein integrirbares System mehr bilden. Will man aber 
die Bildung.der Intervallsumme als eine Integration betrachten, so ist jedes 
Punktsystem ein integrirbares, da jedes eine bestimmte Intervallsumme besitzt. 





oa te OUrtlcetlUcek.lUmlCOe 
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Folgerung. Ist von zwei im allgemeinen gleichen, iiberall end- 
lichen Functionen die eine integrirbar, so ist auch die andere inte- 
grirbar, und beide liefern dasselbe Integral. 

Lehrsate 1. Bei einer punktirt unstetigen Function liisst sich 
nach Ausschluss gewisser Punkte durch Intervalle von beliebig kleiner 
Gesammtlinge ¢ eine obere Grenze fiir Az fixiren, so dass bei allen 
Werthen von 2, die nicht zu den ausgeschlossenen gehéren, die 
Schwankungen der Function innerhalb des Intervalles von’ z bis 
a+ Az gleich oder kleiner sind als eine beliebige Zahl 6, so dass 
also auch 

abs [f(a + OAz) — f(x)] <6 
ist, wenn 0 << O< 1 ist. 
Beweis. Nachdem man die Stellen, an denen die Schwankungen 


es . 6 . . . 
grésser bleiben als 5 durch eine endliche Anzahl von Intervallen mit 
der Gesammtliinge ¢ eingeschlossen hat, betrachte man den Verlauf 
der Function innerhalb einer continuirlichen Strecke, die zwischen 
zwei dieser Intervalle liegt. Dieselbe sei mit x,x, bezeichnet. — An 


der Anfangsstelle 2, bestimme man die Linge h, derart, dass 
. . ) 6 
abs [f(x, + Oh,) — f(%)] < FZ 
wird; alsdann unterscheiden sich auch zwei Functionswerthe im Innern 


. . i“ 26 
dieses Intervalles von einander hédchstens um —-- An der Stelle 


x, +h, vestimme man das Intervall h, so, dass 
abs (f(a, + hy + Oh.) — f(a, +h] <> 


wird, u. s. w. an der Stelle 2, +h, +h, das Intervall h,. Fahrt 
man so fort, so muss man durch eine endliche Anzahl von Intervallen 
den Punkt x, erreichen. Denn es ist nicht denkbar, dass der Process 
in unendlicher Folge nach einem mittleren Punkte x, oder dem End- 
punkte «, convergirt, weil an jedem Punkte ein endliches Intervall h 
auch riickwiirts angebbar ist, so dass sich in diesem Intervalle zwei 


° o e % 
Functionswerthe héchstens um - unterscheiden. Der kleinste unter 


den ermittelten Werthen von h befriedigt nun fiir jeden Punkt 2 des 
Intervalles 2,2, die gestellte Forderung. (An der Grenze 2, ist h nur 
positiv, an der Grenze z, nur negativ zu nehmen). Fixirt man nun 
den kleinsten Werth h, der sich iiberhaupt bei den verschiedenen 
Intervallen «2, ergiebt, deren Anzahl eine endliche ist, so hat man 
damit die Forderung des Satzes erfiillt. 

Man kann 6 beliebig verkleinern, und ebenso ¢ nach null con- 
vergiren lassen. 
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§ 2. 
Definition des Integrales einer Function, welche unendlich wird. 


Die Function f(z) wird in einem Intervalle von a bis } an 
einzelnen oder unendlich vielen Punkten unendlich, wenn es entweder 
Stellen giebt, an denen die Function punktuell einen Werth besitzt, 
dessen Betrag grésser ist als jede angebbare Zahl, oder auch Stellen, 
in deren Umgebung der Betrag der Function jede angebbare Grenze 
iiberschreitet. Es werde angenommen, dass diese Stellen nur eine 
discrete Menge bilden. Alsdann schliesse man dieselben in eine end- 
liche Anzahl von Intervallen ein, und construire eine Function f, (x), 
welche innerhalb dieser Intervalle den Werth null, ausserhalb der- 


selben den Werth f(x) hat. Bildet man nun f f,(@) dz, und con- 


@ 
vergirt dieses Integral, wenn man die Summe der einschliessenden 
Intervalle in irgendwelcher Weise beliebig klein werden lisst, immer 
nach einer bestimmten (von x abhiingigen) Grenze, so heisst dieser 
Grenzwerth das Integral der Function f(x) im Intervalle von a bis 2. 

Man erkennt, dass bei dieser Definition punktuell hebbare Un- 
endlichkeiten gar keinen Kinfluss auf den Werth des Integrales haben, 
so dass im folgenden dieser Fall gar nicht zu beriicksichtigen ist. Da- 
gegen bleibt eine Stelle, in deren Umgebung die Functionswerthe 
iiber jeden Betrag hinaus wachsen, eine singuliire, auch wenn man 
an der Unendlichkeitsstelle selbst der Function einen endlichen Werth 
beilegt; denn die Schwankungen sind nach wie vor unendlich. 

Folgerung. Zwei Functionen, von denen jede nur in discreten 
Punkten unendlich wird, und die iibrigens im allgemeinen einander 
gleich sind, besitzen, falls eine von ihnen integrirbar ist, zwischen 
denselben Grenzen auch dasselbe Integral. Denn ihre Differenz ist 
eine Fanction, welche im allgemeinen null, und nur in disereten 
Punkten unendlich oder grésser ist als eine bestimmte Zahl o; das 
Integral derselben ist demnach null. 

Auch fiir integrirbare Functionen, die unendlich werden, besteht 
der Satz, der fiir tiberall endliche, integrirbare Functionen als bekannt 
vorausgesetzt wird: 

Lehrsatz 1. Das Integral ist eine stetige Function seiner oberen 
Grenze, wenn diese als variabel betrachtet wird. 

Beweis. Ist 


F(«)= J f(a) dz, 


so ist 
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ath oth zth 
F@ +h) — Fe) = fi@) de — f f(a) ae + f @) — f@laz. 


Der Voraussetzung nach kann man nun zuerst die Punkte, welche 
die Unendlichkeitsstellen bilden, in eine endliche Anzahl von Inter- 
vallen derart einschliessen, dass der Betrag des Integrales 

xr+h 

JU@ -fA@lds 
unabhiingig von h kleiner wird als eine beliebig kleine Zahl 0,; denn 
es ist der Definition nach 

ath xh 

fre dz = lim ff (x) dx 

und da die Gesammtheit aller im Intervalle von a bis b befindlicher 
Unendlichkeitsstellen in Intervalle eingeschlossen werden kann, so dass 


J tf) —fr@ ae 


dem Betrage nach kleiner wird als 0,, und kleiner als 0, bleibt, wenn 
man die einschliessenden Intervalle irgendwie verkleinert, so folgt, 
dass auch bei jedem Theilintegrale der Betrag von 
x+h 
a 
J (f@) —A@ de 
z 
kleiner bleibt als 0,, weil man die Intervalle, welche nicht in der 
Strecke von # bis x + h liegen, simmtlich zuerst fiir sich allein nach 
0 convergiren lassen kann. Sodann besitzt die Function /,(7) im 
Intervalle von x bis « + h einen endlichen Maximalwerth, und man 
kann h so klein wihlen, dass 
ath 


fr dx 


dem Betrage nach kleiner wird als eine beliebig kleine Grésse 0, , und bei 

abnehmenden Werthen von h auch kleiner bleibt als 6,. Demnach ist 
abs [F(a + h) — F(a\] < 0, + 0, 

und da die Grésse 6, von vornherein beliebig klein gemacht werden 

kann, wihrend 0, durch Wahl von h beliebig klein wird, so ist die 


Function vorwiirts genommen stetig. Ebenso beweist man, dass sie 
riickwirts genommen stetig ist. 


Desgleichen besteht auch der eben bereits angewandte Satz: Ist 


J fa) da = Fe), 


Mathematische Annalen. XXIV. 
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so ist: 
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J f(a) dz = F(a,) — F(a). 


Denn es ist: 


fic daz — fie dz — fre dx, 


ji (2) da— fi paar fi om 


Lehrsatz 2. Jede Function F'(#), welche ein Integral ist, hat 
die Eigenschaft, dass der Grenzwerth der Summe: 


(F(y,) — F(a,)] + (Fs) — F)] + 4s) — Fy] +--- 
+ [F(#,) — F(yn)] 
gleich F'(x,) — F(a,) wird, wenn man die Theilpunkte ¥,, y,, Ys, .-.) Yn 
im Innern der Strecke x, bis x, schliesslich derart vertheilt, dass die 
Summe 


weil 


Yi Yo + Ysa + Ys Yo + + Yn—1Yn 
nach 0 convergirt, mag auch die Anzahl der Strecken iiber jede 
Grenze hinaus wachsen. 


Beweis. Ist F(x) — { fe) dx und f(x) durchaus endlich, so ist, 


wenn k den gréssten Betrag bezeichnet, den f(x) tiberhaupt annimmt, 
die Summe 


[F(y1) — F2)] + LPs) — Fs)) + ++ + + LP Gn) — F(y)] 
dem Betrage nach immer kleiner als k(y,y, + y3y, +--+ +> + Yn—14Yn): 
Sie convergirt also nach null, wenn die Summe der Theilintervalle 
null wird, 

Wird aber innerhalb der Strecken y,y,, y,y,, .--. die Function 
{(#) unendlich, so kann man zufolge der Integrirbarkeit, diese, die 
Unendlichkeitspunkte einschliessenden, Strecken so klein wiihlen, dass 
die Summe der Integrale: 


Yo Ys Yn 

fre dx + ff) os... + fr) dx 

"1 Ys Yn—t 
= [F(Y2) — FY) + LPO) — Fs)] + +++ + [FP Gn) — FO) 
beliebig klein wird. 

Lehrsatz 3. Kennt man eine stetige Function F(x”), welche in 

jedem Theilintervalle x” der Strecke a bis x, in welchem f(x) tiberall 
endlich und integrirbar ist, die Gleichung befriedigt: 

















wel hrm 
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F(a’) — F@¢’) = fro dz, 
so ist, auch wenn /(#) im Intervalle von a bis 7 unendlich wird, 
F(a) — F(a) = fro dx 


falls die Unendlichkeitspunkte der Function f(a”) eine discrete Punkt- 
menge bilden, die zugleich reductibel ist.*) 

Beweis. Schliesst man die Unendlichkeitspunkte der Function 
f(a) in eine Reihe von Intervallen ein, yy, YY, ---) Yn—1Yn, deren 
Summe beliebig klein ist, so ist gemiiss der friiheren Bezeichnung: 


fi (x) da=[(F(y,)—F(@)+[P(Ys)— F@2))+ ++ +P @) — F(yn)] 
; = (F(x) — F(a@)| +12) — FP) + ++» +14») —Fyn))- 


Sind erstlich die Unendlichkeitspunkte in endlicher Anzahl vor- 
handen, so convergirt die rechte Seite, wenn man die einschliessenden 
Intervalle beliebig verkleinert, weil /’(#) stetig ist, nach dem Werthe 
F(a) — F(a), es ist also 


J f(x) dx = F(x) — F(a). 


Sodann erkennt man weiter: ist die Anzahl der Unendlichkeits- 
stellen unendlich, so liefern alle die Stellen, welche isolirt gelegen 
sind, schliesslich keinen Beitrag zu der rechten Seite. Daraus folgt: 
Bestimmt man die Ableitung der Punktmenge, welche durch die Un- 
endlichkeitsstellen gebildet wird, so sind alle die Punkte, die nicht zu 
dieser Ableitung gehéren, unwesentlich; es bleiben auf der rechten 
Seite nur solche Intervalle nach, welche Grenzpunkte des Systems 
einschliessen. Von diesen Grenzpunkten sind aber wiederum diejenigen 
unwesentlich , welche isolirt gelegen sind. Mithin sind, falls die Punkte 
der Menge sich durch einen endlichen Ableitungsprocess wegheben, 


*) Durch diesen Satz ist die Uebereinstimmung meiner Definition des Inte- 
grales einer Function, welche unendlich wird, mit derjenigen ausgesprochen, welche 
Herr Hilder in der vorstehenden Abhandlung (§ 5) zur Grundlage wiihlt; diese 
letztere beschriinkt sich auf die Annahme, dass die Unendlichkeitspunkte eine 
»abzihlbare’’ Menge bilden, und weil zu dieser Menge stets auch ihre Ableitung 
gehirt (pag. 207), so ist sie zugleich auch eine reducibele (Cantor, Acta math. 
B. 2. pag. 409). Im folgenden werde ich die genannte Abhandlung, welche ich 
wihrend des Druckes der meinigen durch Giite des Herrn Verfassers kennen lernte, 
noch an einigen Stellen zum Vergleich heranziehen. 


15* 
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simmtliche Punkte auf den Werth der rechten Seite ohne Einfluss. 
Wenn aber der Ableitungsprocess unbegrenzt fortsetzbar ist und nach 
einer bestimmten Punktmenge convergirt, so werden fiir die rechte 
Seite nur diejenigen Intervalle von Bedeutung, welche die Punkte 
dieser abgeleiteten gleichfalls discreten Menge enthalten. Fiihrt man 
fiir diese den niimlichen Process aus, und gelangt man dabei schliesslich 
bei einmaliger oder mehrmaliger Wiederholung zu einem System iso- 
lirter Punkte, was sich zuletzt vollstiindig aufhebt, so hat man nach 
der Definition von Hrn. Cantor eine reductibele Menge, und siimmtliche 
Punkte sind sonach auf den Werth der rechten Seite ohne Einfluss; 
d. h. bilden die Unendlichkeitspunkte eine reductibele Menge, und ist 
eine stetige Function mit der vorausgesetzten Higenschaft bekannt, so 
kann man aus der Existenz dieser Function auf die Integrirbarkeit 
von f(x) schliessen und zugleich die obige Gleichung allgemein 
ansetzen. 

Bemerkung. Nimmt man die Integrirbarkeit der Function f(x) 
auch in den Intervallen, welche Unendlichkeitspunkte enthalten, mit 
unter die Voraussetzungen auf, so ergiebt sich ein directerer Beweis 
aus meiner Note iiber die Abbildung einer stetigen und unstetigen 
Mannigfaltigkeit. Denn die Differenz 


| f(a) da — F(x) 


stellt eine stetige Function dar, welche lings ganzer Intervalle con- 
stant ist und nur in Punkten einer reductibelen Menge sich indert. 
Soleh eine Function kann nur eine Constante sein. (Math. Annalen 
Bd. XXIII, pag. 285). 

Zusatz. Bilden die Unendlichkeitspunkte zwar ein discretes System, 
aber ein solches, das zugleich ein System ohne Isolationen in sich 
enthilt (Th. 1, pag. 245), also irreductibel ist, so liisst sich aus der 
obigen Gleichung nicht schliessen, dass allgemein 


fre) dz = F(a) — F(a) 


wird, falls man nicht weiss, dass F(x) eine Integralfunction ist, fiir 
welche also 


lim {[¥’(y,) — F(y2)] + (Ps) — F)] +--+» + L'a) — F(yn)]} 


gleich null wird. Ja selbst, wenn man weiss, dass f(x) eine inte- 
grabele Function ist, und dass fiir alle Theilintervalle, welche keine 
Unendlichkeitsstellen enthalten, zwischen dem Integrale von f(x) und 
der Function F(x) die Gleichung besteht: 
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Jt@ dx = F(a") — Fe), 

ev 


so darf man nicht ohne weiteres fro dx = F(x) — F(a) setzen, 


falls im Intervalle von a bis x die Stellen, an denen die Ableitung 
der Function /’(#) unendlich wird, ein irreductibeles System bilden. 
Denn es giebt stetige, nicht constante Functionen, deren Differential- 
quotient im allgemeinen gleich null ist, und nur in discreten Punkten, 
welche ein System ohne Isolationen bilden, unendlich wird. 

Auf diese Functionen muss ich um des Einflusses willen, den die- 
selben auf die Formulirung der Fundamentalsitze in der Integral- 
rechnung haben, an dieser Stelle etwas naher eingehen. 

Ich will zunichst an einem Beispiele angeben, wie man solche 
stetige Functionen von durchaus treppenférmiger Form, die doch an 
keiner Stelle eine plétzliche Werthiinderung haben, geometrisch sich 
vorzustellen und mit beliebiger Anniiherung zu construiren hat. Das 
Intervall von 0 bis 1 theile man etwa in 4 gleiche Theile und con- 


. Sas Bm , fit: ad 
struire oberhalb der Strecke von 7 bis > die Horizontallinie mit der 


7 


Ordinate :. oberhalb der Strecke von ; bis 1 die Horizontallinie mit 
der Ordinate 1. Ueber den Theilstrecken 0 bis + und + bis 3 ziehe 


man die beiden schriigen Geraden, welche die erst genannte Horizontal- 
linie mit der Abscissenaxe, und die beiden Horizontallinien unter ein- 
ander verbinden. Dies ist das erste angeniherte Bild der Function. 
Jedes der beiden Intervalle, in welchen eine schrige Gerade vor- 
kommt, theile man wiederum in vier gleiche Theile. Im Intervalle 


3 oO a , ‘ — . ™ 1 
= bis = ziehe man die Horizontallinie mit der Héhe = 


3 bis a die Horizontallinie mit der Hohe + die Intervalle von 0 


im Intervall 


bis fs und => bis =5 iiberbriicke man durch schriige Verbindungs- 


pg aie 1 
linien. Der analoge Process ist in den anderen Intervallen von = 


— : . ae - 3 ee 
bis 7 mit den Horizontallinien von der Héhe 1 und auszufiihren ; 


so erhilt man ein zweites genaueres Bild der Function. Nun giebt 
es 4 Intervalle, in welchen schriige Gerade vorkommen; dieselben er- 
strecken sich von 


ae 9 tease  Qouitinde eee 
as = : 1 S43 ba D2 ale 
Obis 5, zg bisig, Ot g bis Eta Ete BETS 
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Die Summe dieser Intervallingen ist ; und der Richtungscoefficient, 


der schriigen Geraden ist gleich 4. Setzt man nun diesen Process 
fort, indem man jedes dieser Intervalle in vier gleiche Theile theilt, 
so erhailt man 8 Intervalle, in welchen noch schrige Gerade vor- 


kommen. Die Summe derselben betrigt > und der Richtungs- 
coefficient der schriigen Geraden ist 8. Ausserdem erhalt man Inter- 
valle, in welchen die Function den constanten Werth =, = = 
besitzt. Es ist nun leicht einzusehen, dass man durch unbegrenzte 
Fortsetzung des naimlichen Processes zu einer Function gelangt, welche 


r ° ° a . . 

alle Werthe zwischen 0 und 1, die von der Form — sind, wobei n 
» 

jede ganze positive Zahl ist, innerhalb ganzer Intervallstrecken besitzt. 


Der Werth 1 erstreckt-sich vom Werthe «= 1 an riickwirts tiber 
ein Intervall von der Lange: 


1 1 1 1 1 1 1 
[tater "ztstat °°; 
1 1 -. * 2 . 
ebenso der Werth = vom Werthe x = — an riickwiirts iiber ein Intervall 
- 1 , 1 3 . 
von der Linge =- Die Werthe q und > gehdren zu Intervallen, 
. — 1 1 1 : 1 
von denen jedes die Linge gtpt:::=j hat; die Werthe —, 


. 2 <9 ts ; . . 
zs =) @ gehoren zu den Intervallen von denen jedes gleich 37a Ist. All- 


. . a . . 
gemein: jeder Werth von der Form — wobei a eine ungerade ganze 
9° 


Zahl ist, gehdrt zu einem Intervalle von der Linge 
1 1 1 1 
4” - grt + ant + series 3 4n—1 
Die Gesammtsumme aller Intervalle, fiir welche die Function definirt 
ist, wird demnach: 
2 2 4 - 16 2 3 3 
3+ zat pet .p t+ 3a 5 adh le 3 + zat or tes 
d, h. sie wird schliesslich gleich dem ganzen Intervalle. Daraus folgt, 
dass alle die Stellen, an denen die Function nicht durch einen Werth 
a ne . . . . . . 
von der Form — definirt ist, schliesslich nur eine discrete Menge bilden 
9 


kénnen. Diese Stellen sind aber definirbar als Grenzen der End- 
punkte der construirten Intervalle. Legt man an denselben der 
Function denjenigen Werth jedesmal bei, der sich als Grenzwerth aus 
der Aufeinanderfolge der Werthe f(x) ergiebt, wenn x irgend eine 
Werthreihe durchliiuft, welche nach dem betxachteten Punkte con- 
vergirt, und fiir welche die Functionswerthe bekannt sind, so hat man 
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eine Function construirt, welche mit wachsenden Werthen von z nur 
wiichst, und an jeder Stelle der Stetigkeitsbedingung geniigt. Die 
Function nimmt sonach alle Werthe zwischen’ 0 und 1 an, aber alle 


Werthe, die nicht von der Form 4 sind, nur an Stellen, die eine 


discrete Menge bilden. An den Endpunkten der construirten Inter- 
valle, sowie an den Grenzpunkten derselben ist der vor- oder riick- 
wiirts gebildete Differentialquotient unendlich gross, denn der Richtungs- 
coefficient der eingetragenen schriigen Geraden wiichst schliesslich iiber 
jede Grenze, wiahrend in allen Intervallen der Differentialquotient 
durchaus null ist. Fiir die explicite analytische Darstellung dieser 
Function, die auch fiir jeden Werth des Argumentes x durch eine 
convergente Fourier’sche Reihe gegeben werden kénnte, weil die 
Function stetig ist und nicht oscillirt, erhilt man die nimliche Form, 
in weleher Herr Cantor ein Beispiel dieser Functionen verdéffentlicht 
hat, auf die er bei seinen Untersuchungen iiber die Miichtigkeit per- 
fecter Mengen gleichfalls gefiihrt worden ist (Acta Math. B. IV). 
Dasselbe lautet: Durch den Ausdruck 


eo a 


wird, wenn man den Gréssen ¢g die Werthe 0 oder 2 beilegt und die 
Reihe sowohl endlich, wie unendlich sein lisst, eine perfecte Menge 
im Intervalle von 0 bis 1 definirt. Vermittelst derselben ist eine ab- 
ziblbare Menge von Theilintervallen bestimmt, vom Punkte a, bis 
zum Punkte b,, wenn man den Punkt a, so definirt, dass man von 
einem gewissen Werthe @ = wu an die Grosse c, gleich 0 setzt, und 
alle weiteren c gieich 2, und den Punkt by so, dass c gleich 2 ist 
und alle weiteren c null sind. Es ist dann 


c ¢. Cu—1 2 2 jst@iues Cu—1 1 
Gag t et tat vat eles De gt taut s 


woah... ieee 3 
b= 3 + aT a oe 


Zwischen den Punkten a, und b, liegt kein Punkt der Menge z mehr. 
Ausser den Punkten a, und b, enthilt aber diese Menge noch ein 
System von” Punkten g, welche von a, und 0, verschieden sind und 
zugleich die Grenzpunkte dieser sind. Die Summe aller Intervalle 
b, — a, ist gleich 

gr} 


St Rt et tt melts) +: at 


d. h, die gesammte Menge g¢ ist eine discrete. Man definire nun ein 
zweites Werthsystem ebenfalls zwischen 0 und 1 durch die Gleichung: 
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yesletst: + Bt: ] 


wobei die c, die Werthe 0 oder 2 haben. Jedem Werthe von ¢ ent- 
spricht der gleichartig gebildete Werth von y; dann sind die beiden 
Werthe von y, welche den Werthen z= a, und zg = b, entsprechen, 
einander gleich; denn es ist 


tle , Cs Cui 2 2 

$(f4+$+--4+384- gat gat] 

1/44% a 

-_< [2 te peep Baty 3], 

Diesen Werth bezeichne man mit g,. Man definire nun fiir das 
Intervall von 2 = 0 bis x = 1 die Function g(a) so, dass fiir s = z 
p(x) =y ist, und fir a, <2<b, o(x)—-g, wird, so hat man 
wiederum eine stetige Function, deren Ableitung an allen Stellen, mit 
Ausnahme der discreten Menge z, vor- und riickwirts gebildet, den 
Werth null hat. 


Fir das erst genannte Beispiel gilt im wesentlichen dieselbe 
Definition, wenn man 


ee tt+Setet:  +et::: 


und wiederum die Coefficienten ¢ gleich 0 oder 2 setzt. 

Anmerkung. Solche Punktsysteme, die sich in Intervalle von be- 
liebig kleiner Summe einschliessen lassen, und bei denen zugleich jeder 
Punkt des Systems Grenzpunkt ist, habe ich zuerst im 19. Bande der 
Annalen pag. 239 vermittelst einer allgemeinen Theilungsmethode 
nachgewiesen. Daselbst ist auch gezeigt, dass es Punktsysteme giebt, 
bei welchen die Intervallsumme von 0 verschieden ist, und die doch 
in keinem Intervalle iiberall dicht sind. Beide Arten von Punkt- 
mengen lassen sich eindeutig auf einander beziehen. 

Aus der Existenz von stetigen Functionen dieser Art ergeben sich 
nun die Folgerungen: 

Erstlich. Es besteht nicht mehr der Satz: Wenn zwei Func- 
tionen integrirbare Ableitungen besitzen, die im allgemeinen einander 
gleich sind, also nur in discreten Punkten um mehr al 6 sich von 
einander unterscheiden, so sind die beiden Functionen bis auf eine 
additive Constante einander gleich. Denn ist F(x) eine stetige Function 
mit der integrirbaren Ableitung f(a), so hat die Function F(x) + (2), 
wenn g(a) eine Function der besprochenen Art bedeutet, zur Ab- 
leitung ebenfalls die Function f(x), mit Ausnahme des discreten 
Punktsystems, in welchem die Ableitung von g(x) von null verschie- 
den ist. Der Satz bleibt vielmehr, wie im folgenden Paragraphen 
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gezeigt werden soll, nur dann allgemein giiltig, wenn die Ableitungen 
der beiden Functionen durchaus endlich sind. Der Beweis, mit dem 
ich friiher (Math. Annal. B. 19. Lehrsatz 3 bis 5) auch die Fille des 
unendlich Werdens zu umfassen suchte, basirte auf der Annahme, dass 
eine in jedem kleinste Theile unstetige Menge sich nicht eindeutig 
auf eine stetige so abbilden lasse, dass zweien Elementen a, und a, 
der unstetigen Menge, fiir welche a, > a, ist, auch immer zwei Ele- 
mente a,° und a,’ der stetigen entsprechen, fiir welche a, > a,’ ist, 
eine Annahme, die ich in einer spiiteren Note (B. 23, pag. 285) wie- 
derlegen musste, Durch die besonderen Functionen, deren Existenz 
ich bereits vor der Ausarbeitung dieser letzteren Note erkannt habe, 
wird vielmehr gerade solch eine Abbildung herbeigefiihrt.*) 

Zweitens. Kennt man eine stetige Function F(x) mit der inte- 
grirbaren Ableitung F’’(x), so ist fiir jedes Intervall, in welchem 
F(x) endlich ist, wie im niichsten Paragraphen gezeigt wird, 


® 
J F'(«x)da = F(2,) — F(x). 
x 
Dagegen darf man nicht mehr schliessen, dass fiir ein Intervall von 
a bis a, in welechem Unendlichkeitspunkte der Function F’(x) in 
discreter Menge obne Isolationen liegen, auch 


[Fo dz = F(x) — F(a) 


ist. 

Zusitze. 1. Fiir die behandelten Functionen ist der Umstand 
wesentlich, dass die Unendlichkeitspunkte der Ableitung ein System 
ohne Isolationen und von der zweiten Miichtigkeit bilden; es ist nicht 
modglich, solche Functionen, in denen die Ableitung tiberall mit Aus- 
nahme discreter Punkte null ist, herzustellen, wenn die Unendlichkeits- 
punkte isolirt sind und nur eine Menge von der ersten Miichtigkeit 
bilden, Es folgt dies aus dem Lehrsatz 3 im § 2. Th. I mit seinem 
Folgesatze, sowie aus meiner oben citirten Note tiber die Abbildung 
einer unstetigen Mannigfaltigkeit auf eine stetige. 

2. Die Unendlichkeitspunkte der Ableitung fiir eine monotone 
Function dieser Art kénnen in keinem noch so kleinem Intervalle 
iiberall dicht sein, wie aus meiner Note tiber die besondere Art der 
Abbildung  stetiger und unstetiger Mannigfaltigkeiten hervorgeht. 
Dagegen wiirde es auch méglich sein, stetige Functionen herzustellen, 


*) Im Kingang der genannten Note ist die Aussage: ,,die discontinuirliche 
Mannigfaltigkeit darf keine isolirten Punkte enthalten“ nicht correct; es muss 
statt dessen heissen: ,,nicht zwei aufeinander folgende getrennte Punkte, wie es 
im Beweise selbst schon ausgesprochen ist. 
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die nicht, wie die hier eingefiihrten, monoton sind; aber auch fiir 
diese Functionen kénnen die Ausnahmestellen nicht eine Menge von 
der ersten Miachtigkeit bilden, weil sich auch hier eine eindeutige 
Abbildung einer stetigen Mannigfaltigkeit auf eine unstetige von der 
besprochenen Art herstellen lisst. 


3. Fiir diese Functionen ist noch charakteristisch, dass 


lim f@ +4) — 2f(@) + f(@ — Aa) 
4x=0 Ax 


nicht gleich null wird bei allen Werthen von x2, woraus hervorgeht, 
dass der Satz von Rolle (Th. I, § 2. Lehrs. 6) hier keine Anwendung 
findet, so dass also in der That nur die Werthe 0 und ov fiir die 
Differentialquotienten yorzukommen brauchen. 

4. Bemerkenswerth ist noch die Frage nach der Curvenliinge 
dieser Functionen. Betrachtet man das zuerst gegebene Beispiel einer 
Function, die, wihrend 2 von 0 bis 1 variirt, die Werthe von 0 bis 1 


. . a . 
annimmt, und dabei alle Werthe von der Form — in Intervallen von 
9 


der Linge 3 besitzt, so erkennt man, dass die gewéhnliche Inte- 


n 


gralbestimmung der Curvenliinge zu einem unrichtigen Resultat fiihrt. 
Werden niimlich die singuliren, discreten Stellen der Function in 
Intervalle eingeschlossen, deren Summe « beliebig klein ist, und wird 
fiir alle iibrigen Intervalle 


f+ Qu 


gebildet, so wird die Summe dieser Integrale, da oy 0 ist, gleich 


1 — «. Liisst man « nach null convergiren, so convergirt dieser Werth 
nach 1, die Curvenliinge wire demnach ebenso gross, wie ihre Pro- 
jection auf die z-Axe. Betrachtet man dagegen die Linge der Func- 
tion in ihrer allmaligen Erzeugung, so erhilt man folgendes Resultat. 
Nach der ersten Construction ist die Linge der gebrochenen Linie: 
as Vs Viz 

2 2? ‘ 
man in z Intervallen schriige Gerade, wobei z eine Potenz von 2 ist, 


nach der zweiten ist l=t+ , allgemein: hat 


so ist die Linge solch eines Intervalles gleich  , der Richtungs- 


coefficient der Geraden gleich z, und ihre Linge gleich yi =z. 


Demnach wird die Curvenliinge 


babes : gg Witt eat pp Se. 
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Lasst man z unendlich werden, so convergirt diese Linge nach dem 
Werthe 2.*) 
Definition fiir ein unendliches Intervall. Ist die Function (2) 


definirt fiir ein Intervall von @ bis co, so bedeutet fi@ae den 


Grenzwerth, welchem sich das Integral f f(x)dx annahert, wenn man 


a 
die obere Grenze w unbeschriinkt wachsen liisst. Wird die Function 
im Intervalle von a bis w auch unendlich. so sind zwei Grenzprocesse 
auszufiihren. Man kann dieselben vereinigen, wenn man das Intervall 
durch die reciproke Substitution auf ein endliches zuriickfiihrt. Aus 
derselben erkennt man, dass eine unzweideutige Definition des 
Integrales 


[i@ae = lim hin fi (x)de =lim lim [f,(x)da 


w= fix, ii=f w=2 


gewonnen wird, sobald die Function f,(”), welche die Function f(z) 
darstellt, mit Ausnahme gewisser beliebig kleiner Intervalle, in denen 
die Unendlichkeitsstellen liegen, die Eigenschaft hat, dass 


w’ 


J f, (ade 


w 


beliebig klein gemacht werden kann, lediglich durch Wahl einer 
unteren Grenze w bei noch so grossen Werthen von w’, und bei noch 
so kleiner Wahl der Intervallsumme fiir alle Unendlichkeitsstellen der 
Function f(x) innerhalb des Intervalls ww’, 

Anhang. Der oben angefiihrte Beweis (Math. Annal. B. 19, pag. 240) verliert 
nur seine Giiltigkeit, wenn man allgemein ein discretes System von Ausnahme- 
punkten zu betrachten hat, da dieses auch die Michtigkeit der stetigen Zahlen- 
reihe besitzen kann. Dagegen bleibt er vollkommen bestehen, wenn man anuimmt, 
dass die Ausnahmepunkte nur eine ,,abziihlbare“ Menge im engeren Sinne bilden, 
d. h. eine Menge, welche von der ersten Michtigkeit ist. Alsdann sind dort die 
folgenden Sitze bewiesen. 

1. Wenn fiir eine stetige Function f(x) an jeder Stelle eines Intervalles mit 
Ausnahme einer abzdhlbaren Menge eine obere Grenze fiir Ax angegeben 
werden kann, so dass f(x + Ax) — f(a) nicht negativ (resp. positiv) wird, 
so ist f(x -+ Ax) — f(x) an keiner Stelle negativ (resp. positiv), wie klein 
auch immer Ax > 0 gewdhlt wird. 


*) Die Fille, in denen die Integralregel der Rectification versagt, sind, wie 
ich nach Vollendung der obigen Bemerkung ersehen habe, zum Gegenstande 
einer allgemeinen Untersuchung von Herrn Scheeffer (Acta Math, B. V, 1) 
neuerdings gemacht worden. 
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2. Weiss man von einer in einem Intervall durchweg stetigen Function, dass 


sie tiberall mit Ausnahme einer abzdhlbaren Menge constant sein muss, so 
ist die F'unction im ganzen Intervalle constant, d. h. sie hat ausnahmslos 
an allen Stellen denselben Werth. 


3. Wenn sich bei einer stetigen Function f(x) an jeder Stelle des Intervalles 
von x =a bis x = b mit Ausnahme einer abzihlbaren Menge eine obere 
Grenze fiir Ax angeben lisst, so dass 


ab f(x + Az) — f(x) 
as Az 


kleiner als eine belicbig kleine Grosse 3 wird, so ist die Function f(x) in 
dem ganzen Intervalle constant. 


§ 3. 
Das Integral des ersten Differentialquotienten. 


Lehrsate 1. Der vor- oder riickwiirts gebildete Differentialquotient 
des Integrales F'(z) = {re) dx ist im allgemeinen gleich dem Werthe 


der Function f(x). Die Stellen, an denen er unendlich wird, oder sich 
von diesem Werthe um mehr als eine endliche Grosse o unterscheidet, 
bilden eine discrete Menge (Math. Annal. B. 19. Lehrs. 8). 

Beweis. Alle Stellen, an denen die Schwankungen der integrir- 
baren Function f(z) unendlich oder grésser als eine endliche Zahl o 
sind, schliesse man in Intervalle ein, deren Summe beliebig klein ist. 
Alsdann folgt fiir alle tibrigen Punkte aus der Gleichung 


ath 
SOTO = & fi@ae 


erstens: Ist in der Umgebung der Stelle « vorwirts genommen die 
Function f(x) stetig, so wird 
F(a+h)— F(a) py . 

EM = AC) — f(a + 0) = f(a) 


zweitens: Ist lim f(x + h) zwar bestimmt, aber von f(x) verschieden, 
h4=0 


lim 
A=0 


so muss die Differenz kleiner sein als 6, und es wird 


lim “EF TAO = fe +0) =f (2) +(< 8) 
=0 


drittens: Wird lim f(z + h) unbestimmt, so miissen doch die Schwan- 
AO 

kungen schliesslich gleich oder kleiner sein als 6, Ist dann G die 

obere Grenze der Functionswerthe im Intervalle von az bis x + h, 

g die untere, so ist: 


G> —e+9— = > 9. 








4 £2 a 
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Convergirt h nach 0, so braucht der Quotient keinen bestimmten Grenz- 
werth zu erhalten; er bleibt aber immer zwischen den Grenzen G 
und g eingeschlossen, und diese selbst convergiren — die erste, indem 
sie entweder constant bleibt oder nur abnimmt, die andere, indem 
sie entweder constant bleibt oder nur wiichst — nach bestimmten 
Grenzen G’ und g’, deren Differenz kleiner ist, als 6. Es liegt also 
lim rer” — #8) » mag es nun bestimmt sein oder nicht, zwischen 
den Unbestimmtheitsgrenzen von f(x), deren Differenz gleich oder 
oder kleiner als 6 ist. (Sollte der Werth von f(x) ausserhalb der 
Unbestimmtheitsgrenzen G’ und g’ definirt sein, so kénnen doch die 
extremen Werthunterschiede nicht grésser sein als 6, denn sonst ge- 
hérte diese Stelle zu den gleich anfangs ausgeschlossenen). Die Punkte 
an denen der Unterschied zwischen F’(x) und f(a”) grésser werden 
kann als 6, oder an denen der Differentialquotient unendlich wird, 
sind die ausgeschlossenen discreten. Der Differentialquotient wird 
nicht unendlich, sobald f(#) durchaus endlich ist. 

Der Begriff der Unbestimmtheitsgrenzen ist zuerst von Herrn 
du Bois-Reymond pricisirt worden. 

Zusitze. Fir den riickwirts gebildeten Differentialquotienten, 
Fe + 48) — Ka — 4s) 


sowie fiir den mittleren: lim 
2Azx 


gemeinen: lim Tet fe) — Fetes gilt derselbe Satz. 

Da die Stellen, an denen die Werthe f(@ + 0) und f(# — 0) um 
mehr als 6 von einander differiren, sowie auch die Stellen, an denen die 
Unbestimmtheitsgrenzen G’ und g’ im Intervalle von z bis x +- h, und 
G” und g” im Intervalle von x bis «2 —h sich in ihren extremen 
Werthen schliesslich um mehr als 6 unterscheiden, ferner auch die 
Stellen, an denen f(# + 0) oder f(a — 0) einzeln oder beide unend- 
lich werden, stets nur discrete sind, so erkennt man, dass sich der 
vorwirts gebildete Differentialquotient des Integrales von dem riick- 
wirts gebildeten, oder von jedem allgemeinen nur in Punkten einer 
discreten Menge um mehr als o unterscheidet, und dass jeder der- 
selben nur in discreten Punkten unendlich wird. Diese Differential- 
quotienten liefern daher auch umgekehrt alle wieder dasselbe Integral. 


und jeden all- 


Lehrsatz 2. Ist fiir eine stetige Function f(x), nach Ausschluss 
von Punkten durch Intervalle von endlicher Zahl mit der Gesammt- 
linge «, an jeder Stelle 2 ein und derselbe Werth von Az aus- 
reichend, um die Ungleichung 


Af(z) i. 
~ Aa <9 


zu erfiillen, wobei @ schliesslich unbegrenzt klein wird, ist ferner 








| 
| 
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lim a“ durchaus endlich , und convergirt ¢ mit Az nach null, so 
ist die Function f(x) eine Constante. 
Beweis. Man bilde 


fre + «)da = 9(2) 


wobei x und x«- b zwei beliebige Stellen innerhalb des- Intervalls 
bedeuten, fiir welches f(x) definirt ist, so ist p(x) eine stetige Func- 
tion, und 

Uy) 


p(x -+ Ax) — (x) -({* +Aax+ a) — f(x# + a) 


= da. 


0 


Af (x) 


Da nun Az lberall mit Ausnahme der ausgeschlossenen Punkte 
kleiner wird als 6 durch Wahl von Ax, so wird, wenn K den gréssten 
Betrag bezeichnet, den a im Innern der Intervalle mit der Ge- 


sammtlinge ¢ annimmt, 


, [| oe + Az) — (2) ‘ 
abs | —— |< 00+ Ke 
Liisst man 0 mit Az nach null convergiren, und ebenso ¢, so bleibt 
dabei K endlich, weil jeder Werth K zu dem Werthevorrath von 
Af (x) 


lim gehéren muss (Th. I, § 2, Lehrs. 5) und dieser Werthe- 


vorrath der Voraussetzung nach endlich ist. Demnach wird bei jedem 
Werthe von x 


lim ?@+4%) —9%@) _ 9 
4xz=0 Ax ; 


Mithin ist g(x) in Bezug auf x eine constante Grosse, die nur noch 
mit 6 variiren kann (Th. I, § 2, Lehrs. 7). Setzt man 


fie + a)da = 0 (b) — (0), 


so folgt, wenn man b nach 0 convergiren lisst, da f(# + a) eine 
stetige Function von @ sein sollte, dass auch 


6=—0 


b 
lim + J f(a + a)da = lim °O—9O _ F(a) 


eine bestimmte von 2 unabhiingige Constante sein muss. 

Diese Beweismethode der Integralbildung ist von Herrn du Bois- 
Reymond (Abhandl. der k. bayerisch. Akad. II. Classe B. 12) an- 
gewandt worden. Sie lisst sich im vorliegenden Falle auch durch 
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eine directe Summation der Ungleichungen f(a + Ax) — f(a) << dAzx 
ersetzen. 


Bemerkung. Da es sich hier um eine ,,im allgemeinen“ gleich- 
miissige Convergenz des Differenzenquotienten handelt, so gilt der 
Satz ohne weiteres fiir den allgemeinen ersten Differentialquotienten. 
Uebrigens geniigt es auch anzunehmen, dass nach Ausschluss discreter 
Af(«) 
Ax 
Convergenz ist dann nach Th. I, § 2, Lehrsatz 5 eine daraus abzu- 

leitende Folgerung. 


Punkte an jeder anderen Stelle lim <dwird. Die gleichmiissige 


Lehrsatz 3. Besitzt eine stetige Function F'(#) einen iiberall end- 
lichen integrirbaren vorwirts gebildeten Differentialquotienten f(z), so 
ist umgekehrt das Integral dieser Function von F(x) nur um eine 
Constante unterschieden. 

Beweis. Man setae: 


J f(a)dx — F(z) = g(a), 
so ist: ° 


2+ 4a ‘ 
g(a + Ax) — p(x) oe as fiteae _ F(«+ Az) — F(a) f 


Ac Az 


Der Werth der Differenzenquotienten aXe) ist unter dem Werthe- 


vorrath der Function f(z) im Intervalle von x bis # + Az enthalten 
(Th. 1, § 2, Satz 5). Alle die Stellen x, an denen die Schwankungen 
dieses Werthevorrathes innerhalb eines Intervalles von der Linge « 
bis « + Aw grésser sind als eine bestimmte beliebig kleine Zahl 0, 
schliesse man in Intervalle ein, deren Summe mit ¢ bezeichnet sei; so 
convergirt, da f(#) integrirbar ist, ¢ nach 0, wenn man Az zu 0 
werden lisst. An allen Stellen, welche nicht zu den ausgeschlossenen 
gehdren, sind die Werthe der Quotienten axe) um weniger als 0 
a+4z 


von dem Werthe des Integrales AG ff@as unterschieden. Mithin 


hat (a) die Kigenschaft, dass nach Ausschluss von Punkten, deren 
Intervallsumme beliebig klein wird, 

. p(x + Ax) — 9 (a) 

lim | as | <0 
wird. Ausserdem ist dieser Quotient durchaus endlich. Sonach ist, 
wie im vorigen Satze mit der zugehdrigen Bemerkung bewiesen wurde, 
g(x) constant, d. h. 
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fre da — F(x) = Const; oder f f(a) dz = F(x) — F(a). 


a 


Zusate 1. Wird die Ableitung der Function F(z) auch unendlich, 
bilden aber die Unendlichkeitspunkte eine reductibele Menge, so kann 
man nach dem Lehrsatze 3 im § 2 ohne weiteres schliessen, dass auch 
dann noch die Gleichung 


fre da = F(x) — F(a) 


besteht. Bilden aber die Unendlichkeitspunkte ein System ohne Iso- 
lationen, so muss man nach den weiteren Entwickelungen, die an 
diesen Satz gekniipft wurden, noch voraussetzen, dass fiir die Function 
F(x) immer 


lim [F’(y,) — 2’(y2)] + [F's) -- Fs)] +++ [2 Ga) — FGn)] = 9 


wird, wenn siimmtliche Strecken y,y,, Y%,.-+Yn—1Y%m, SOwie ihre 
Summe nach null convergiren. 

Zusatz 2. Bedeutet f(x) den riickwiirts gebildeten Differential- 
quotienten der Function F(x) oder den mittleren, so gilt unter den 
gleichen Voraussetzungen auch derselbe Satz. Denn auf Grund der 
Siitze im § 3 des ersten Theiles lisst sich der nimliche Beweis 
durchfiihren. 

Zusate 3. Bedeutet f(a) den allgemein gebildeten Differential- 
quotienten 

him F(z + Az) — F(a + A’x) ete te F(a+e+An)—F(a+<¢) 
4x=0 4'=0 Az—Ax£ 4x2=—0 «=0 Ax 
so ist der Satz auf Grund des Lehrsatzes 9 (Th. I, § 2), sowie der 
am Schlusse des § 3, Th. I, gemachten Bemerkung ebenfalls beweis- 
bar, wenigstens fiir den Fall, dass die Gréssen Az, A’z, oder «, 
stetig sind und unveriindliche Vorzeichen besitzen. 

Lehrsatz 4. Besitzt eine stetige Function F(x) einen tberall end- 
lichen integrirbaren vorwirts gebildeten Differentialquotienten f(x), so 
besitzt sie auch einen integrirbaren riickwirts gebildeten, und ebenso 
ist der mittlere, sowie der allgemeine Differentialquotient integrirbar. 
Alle diese Functionen liefern zwischen denselben Grenzen a und 2 
auch dasselbe Integral nimlich F(x) — F(a). 


Beweis. Ist der vorwiirts gebildete Differentialquotient /(#) und 
folglich 





F(a) — F(a) = J f(x) dx 
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2w—A4z x 
F(a — Ax) — F(a) 1 - 1 * 
ie — ax [fod win aa Jf@ae 
r ~ x—J42 
2t+dez 
F(*«+ Az)—Fa+Me) _ 1 + om 
Az—Ax fae — Ate [f(a)de. 
+ d'x 
Da der Werth des Differenzenquotienten F(e—42) — F(@) unter dem 
q —Ax 


Werthevorrath der Function f(x) im Intervalle von a bis x — Az 
enthalten ist, so ist auch der Grenzwerth dieses Quotienten nur in 
Punkten einer discreten Menge um mehr als 6 von f(x) unterschieden, 
Desgleichen wird, wenn man Ag und A’z in irgend welcher Weise 
stetig nach null convergiren lisst, da mit Ausnahme discreter Punkte 
der Werthevorrath der Function f(#) im Intervalle von x bis « + Az 
und « bis # + A’ schliesslich nur Schwankungen erleidet, die kleiner 
sind als eine beliebig kleine endliche Zahl 6 
lim E+ 42) — FETA) _ Ae) +(< 6), 

woraus das Behauptete folgt. Simmtliche Differentialquotienten bleiben, 
wenn f(z) endlich ist, ebenfalls endlich, Uebrigens ist der Satz 
auch schon in der Bemerkung zum 1. Lehrsatz vollstiindig enthalten. 

Zusatz 1. Wird der vorwirts gebildete Differentialquotient un- 
endlich, aber nur in Punkten einer reductibelen Menge, so bleibt der 
Satz ohne weiteres bestehen. Im allgemeinsten Falle muss man, um 
schliessen zu kénnen, dass alle Integrale den Werth F(x) — F(a) 
haben, noch hinzufiigen, dass F(x) eine Integralfunction ist. 

Zusatz 2. Auf Grund der Zusiitze 2 und 3 des vorigen Lehr- 
satzes kann man den analogen Satz auch beweisen, wenn /(x) den 
riickwarts gebildeten, oder den mittleren, oder auch den allgemeinen 
Differentialquotienten von F(x) bedeutet. 

Mit Hiilfe der vorstehenden Siitze kann man einsehen, unter 
welchen Bedingungen der Satz von der theilweisen Integration Giiltig- 
keit hat, welcher im folgenden zur Anwendung kommen wird, und 
den wir um des EHinflusses der Unendlichkeitspunkte willen priifen 
miissen. Hs sei zu bilden 


fro y(x)dx. 


Die Function g(x) sei durchaus endlich und integrirbar, ferner sei 
f(«) eine Integralfunction, d. h. sie besitze eine Ableitung /’ (x), die 
integrirbar ist, mag diese auch in discreten Punkten unendlich werden, 
so dass 


Mathematische Annalen, XXIV. 16 
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f(2) — f(a) = fr waz 
ist; f(a) ist also stetig. Setzt man aa 
f(x) f (a)da = F(z), 
so ist auch F(x) eine non Function, und es wird 
f (a) J (a)da + f(a) g(a) = F(a). 


Ist nun diese abgeleitete Function ebenfalls integrirbar und ihr Inte- 
gral gleich F(x), so folgt: 


x zt zx x 


facf (x) J 9 (x) da + fie)e(@) da =F (x)— F(a)=f' 2) fo(2) dx 


a 


oder 
rove dz = fe) {9 (a)dax - fact (a) fo (a) dx 


Die Integrirbarkeit von F(x) ist eine Folge der Integrirbarkeit von 
f(x), sobald f’(#) durchaus endlich ist, oder nur in Punkten einer 
reductibelen Menge unendlich wird. (§ 2, Lehrs. 3.) Aber auch, wenn 


die stetige Function fo) dz keinen Wechsel der Zu- und Abnahme 


erleidet, oder auch nur, was auf dasselbe hinauskommt, nicht unendlich 
oft oscillirt, folgt aus der Integrirbarkeit von f’(#), auch wenn diese 
Function in irreductibelen Punkten unendlich wird, die Integrirbarkeit 
von F’(z). Denn es ist, wenn man die Unendlichkeitspunkte von 
f’(«) in Intervalle eingeschlossen hat, y,y., Y¥3Y4, --- Yn—1Yn, Geren 
Summe gleich oder kleiner ist als é: 


[F(y2)— F(y,)| + [F'(y,) ani F(y;)] + sites + [F°(Yn) —F’(Yn—1) 
= [f(Y2) P(Y2) —f (Ys) (Ys) | + [Ay GY) —F (Ys) PYs)| +-°- 
+ [f (Yn) P (Yn) wae f(Yn—1 )@ (Yn—1) | ? 


zx 


wobei O(a)— foe) dz ist. Wenn nun die Function g(x) durchaus 


a 


zunimmt (oder abnimmt), so ist 
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oy) =o) +8, 
O(y,) =O) +9, 
O(y,) = O(y;) +4, 


D (Yn) = D(Yn—1) + On 
also die obige Summe gleich: ; 
D(Y,) [FY2)—F(Y1) | P (Ys) [FYs) PY) ] + ++ FOG n—1)[FYn)—F (Yn) | 
F922) + 922s) ++ FO nfs). 


Der erste Theil dieser Summe ist, da O(y,), (ys) - + -P(Ye-1) eine 
Reihe von zunehmenden endlichen Gréssen bezeichnen, und da die 
Summen: 


[7 (ye) - f(Y)]) [7(Y2) —f(y)| + (7 (Ys) —f(Ys)], 

[f(Y2) — f(y] + [F@) — FYs)] + [FO6) — Fs)],--- 
unabhingig von ihrer Gliederzahl durch Wahl von « kleiner gemacht 
werden kénnen, als eine beliebig kleine Zahl 0, nach einem Abel- 


schen Satze, dem zweiten Mittelwerthsatze, selbst eine beliebig kleine 
Grésse. Desgleichen ist 


0, f(Y2) + 0,/(Y4) + 85 f(y) + cat ce + On f(Yn) 


weil die Gréssen 0 alle von einerlei Zeichen sind, dem Betrage nach 
nicht grésser als das Product der Summe (91 +0,----+ dn) mit 
2 


dem gréssten Werthe, den die Function f(x) iiberhaupt annimmt. 
Diese Summe aber wird, da ®(z) eine Integralfunction ist, beliebig klein. 


§ 4. 
Das zweifache Integral des zweiten Differentialquotienten. 


Lehrsate 1. Der vorwirts gebildete zweite Diffetentialquotient 
des Integrales: 


F(x) = f da f f(a) dx = f (a — 2)f(e)de + (« —a) fies 


in welchem f(x) eine integrirbare Function bedeutet, ist im allgemeinen 
gleich f(x). Die Stellen, an denen er unendlich wird, oder sich von 
diesem Werthe um mehr als eine beliebige endliche Grésse 6 unter- 
scheidet, bilden eine discrete Menge. 

Beweis. Alle Stellen, an denen f(x) unendlich wird, oder in deren 
vorwarts genommener Umgebung die Schwankungen von f(x) grésser 
bleiben als eine bestimmte Zahl o, schliesse man in Intervalle ein, 


16* 
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deren Summe ¢ beliebig klein wird. Alsdann folgt fiir alle iibrigen 
Punkte aus der Gleichung: 
F(a + 2Aax) — 2F (x2 + Ax) + F(a) 
Ax 


Az de 
—aa fe + Az + z)dz — ax fife + Atw+z2)—f(a+ “)|de 


Az 
= aa fie + Az+2)+ (4+ Ax — 2) (Ax — z)dz 


0 


erstens: Ist in der Umgebung der Stelle «, vorwiirts genommen, die 
Function f(x) stetig, so wird 
. A? F(a) - 
Jim te fe + 0) — f(@) 

zweitens: Ist lim f(a-+h) fiir h =O zwar bestimmt, aber von f(a) ver- 
schieden, so muss die Differenz kleiner sein als 6, und es ist: 

lim ee = Fe +0) =f @) + (<9) 

4x=0 Ax? ayy re : 
drittens: Ist lim f(x +h) unbestimmt, so sind die Schwankungen 
doch kleiner als ¢, und es ist, wenn G den Maximalwerth der Func- 
tion f(x) im Intervalle von x bis + 2Az, g den Minimalwerth 


bezeichnet, 


G> “20 5, 


also ist 
lim @ > lim “*@ > lim g 
und der Unterschied dieser beiden Grenzen ist kleiner als o. 

Der Differentialquotient wird nicht unendlich, sobald f(x) durch- 
aus endlich ist. Fiir den riickwirts gebildeten Quotienten, sowie fiir 
den mittleren; 

F(a + Ax) — 2F (x) + F(x — Az) 
Az* 





ie 
2 Wla 
2, F(x) 1 


i= az fl (e@ +) + fle —2)] (Ax — 2) de 


A 


gilt derselbe Satz. 

Diese Differentialquotienten kénnen sich auch nur in discreten 
Punkten um mehr als 6 von einander unterscheiden. 

Lehrsatz 2. Ist fiir eine stetige Function f(x), nach Ausschluss 
von Punkten durch Intervalle von endlicher Anzahl mit der Gesammt- 
linge ¢, an jeder Stelle-z ein und derselbe Werth von Az ausreichend, 
um die Ungleichung 
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A’ f (x) 


~ Aat <é 





zu erfiillen, wobei 0 schliesslich beliebig klein wird, ist ferner der 
A’ fe) 
A*z 
girt e mit Aw nach null, so ist f(x) eine lineare Function oder constant. 
Beweis. Man bilde: 


Werthevorrath des Quotienten durchaus endlich, und conver- 


fie + «)da = (2) 


so ist 
6 
A*@ (x) * Af (@ + «) 
aa ™ Azt da. 
0 
D A? f(x) os : 
a nun —j 7 liberall mit Ausnahme der ausgeschlossenen Punkte 


kleiner wird als 6 durch Wahl von Az, so wird, wenn K den 
A?f (x) 


Aa im Innern der Intervalle mit 


gréssten Betrag bezeichnet, den 


der Gesammtlinge ¢ annimmt, 


A? p(x) : 
abs hz? a Ob ao on. 
Liisst man 0 mit Aw nach O convergiren, und ebenso ¢, so wird 
weil K endlich bleibt, 
2 
lim +2 — 0, 


bei jedem Werthe von xz. Ferner ist auch 
b 
At o(2) +47 9(@) _ 4, (Atheta+4 fete) 9, _o, 


Ax Ax 


0 


lim 


Denn da der Werthevorrath des Quotienten af nur Werthe ent- 


hilt, die kleiner sind als K, so ist auch 


+ _ 
abs “ fe tS M) < Kag. 


Mithin ist nach Lehrsatz 7 des § 4 Th. I g(x) eine lineare Function 
von x. Hs besteht also die Gleichung 


b 
fre + a)da=—C,x7+ C, 


in welcher die Gréssen C, und C, von x unabhiingig, Functionen von 
b sind. 
Da f(x) eine stetige Function sein soll, so wird auch 
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b 

im ¢ - a 

lim f(a + a) da—f(z)==2 lim + lim 

wo 0 b b 

0 
also eine lineare Function mit constanten Coefficienten. 
Auch hier kénnte der Beweis durch eine directe Summation der 

gegebenen Ungleichungen gefiihrt werden, doch lasst er sich in der 
vorstehenden Form kiirzer formuliren*). 


Bemerkungen. Anstatt zu sagen, der Werthevorrath von At) 


Ax’ 
‘ : , : = eo Nn O° (x) 
bleibt endlich, kann man auch die Bedingung einfiihren, dass lim - Az 


+ . : — ps 
iiberall endlich ist, und dass lim = irs ! allenthalben gleich Null 


wird. Auf Grund des Satzes 5, § 4, Th. 1 kann man dann schliessen, 
dass der Werthevorrath endlich bleibt. 
Ebenso ist die Bedingung, dass an allen Punkten x, welche nicht 
za den ausgeschlossenen gehéren, ein und derselbe Werth von Ax 
. ° ° ° A? f(x) ° 
ausreichend ist, um die Ungleichung ot A <0 zu bestimmen, von 


2 
selbst erfiillt, sobald lim a fe) < 6 wird an allen diesen Punkten, und 


lim 4 fe f allenthalben gleich Null ist. 
Zusatz. Derselbe Satz gilt auch fiir den riickwiirts genommenen 


, A* f(x . ; : 
Quotienten —>—3— Fiir den mittleren geniigt es, die Bedingung 
. ARF x) . , 
auszusprechen, dass lim <7 kleiner als 0 wird, iiberall bis auf 
discrete Punkte, und dass dieser Grenzwerth allenthalben endlich ist. 
Alsdann bestehen bereits auf Grund des Satzes 5, § 5, Th. I die 
erforderlichen Eigenschaften, um nach der obigen Methode zu erkennen, 


At (x) ; : 
“—>— gleich Null wird, 
x 


dass also nach Satz 7, § 5, Th. I (x) eine lineare Function ist. 
Lehrsatz 3. Besitzt eine stetige Function F(x) einen iiberall end- 
lichen integrirbaren vorwirts gebildeten zweiten Differentialquotienten 


At F(x) + A~ F(a os ws 
: ay  allenthalben gleich Null, so ist 
x 


das zweifache Integral von f(z): 


dass fiir die Function g(z) allenthalben lim 


f(x), ist ferner lim 


x 


J az a dx 


a a 


von F(z) nur um eine lineare Function unterschieden. 


*) Durch die Methode der Summation ist der analoge Satz in der Abhand- 
lung des Herrn Hilder (§ 3) bewiesen. 
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Beweis. Man bilde 


p(x) = F(a) — fax fre da 


so wird 
Anz 
ae) AO) _ J (f(a Aa-te)+f(a+Aa—2)](Aa—s) de. 
5 


“Alle die Stellen, an denen die Schwankungen der Function f(x) inner- 


halb eines beliebig kleinen Intervalles 2A schliesslich grésser bleiben 
als eine beliebig kleine Zahl 6, schliesse man in Intervalle ein, deren 
Summe « beliebig klein gemacht werden kann. Die stetige Function 
g(x) hat nun folgende Eigenschaften. 





1, 7 A? @ (x) : 
“rstens ist der Werthevorrath von ia durchaus endlich; denn 
» . ‘ 2h (a 
es ist der Werthevorrath von f(#) und folglich auch von <2) 
. 2h in = e . 
durchaus endlich. Wiirde niimlich eh) nicht durchaus endlich sein, 
so kénate auch f(a) nicht endlich bleiben (Th. [, § 4, Satz 5). 
Zweitens. 
Lim 4. 29 @)+47 9(#) _ At F@)+47 F@) 


Az Az 
Ax 


ist bei jedem Werth von z gleich Null. 
Drittens. An allen Stellen, welche nicht zu den ausgeschlossenen 
A? p(x) , : : A*F(x) . 
a < 0. Der Quotient Ast ist 
OtF+A-F 
Ax 


discreten gehéren, wird lim 


nimlich, weil lim allenthalben gleich Null wird, inner- 


halb der Werthe gelegen, welche f(x) im Intervalle von x bis «+2Ax 
annimmt; (Th. 1, § 4, Satz 5) und die Schwankungen dieser Werthe 
werden kleiner als 0. 

Diese Bedingungen sind nach dem vorigen Satze hinreichend, um 
zu schliessen, dass (x) eine lineare Function ist, d. h. es ist 


F (x) — fax fre) dx+ Cxz+C. 


Zusatz 1. Ist die Function f(x) nicht iiberall endlich, jedoch 
integrirbar, so umschliesse man die Unendlichkeitsstellen mit Inter- 
vallen, deren Summe beliebig klein ist. In allen anderen Intervallen 
ist alsdann die Differenz zwischen der Function F(x) und dem zwei- 
fachen Integrale eine lineare Function. Mithin ist in jedem dieser 
Intervalle die Ableitung 
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F’ (x) —ft@ dx+C oder F(x) — F’(a) =ff(a)ae. 


Hier bedeutet « bis x ein Intervall, in welchem kein Unendlichkeits- 
punkt gelegen ist. Bilden nun die Unendlichkeitspunkte von f(x) eine 
reductibele Menge, und weiss man, dass die Function F’(#) durchaus 
stetig ist, so kann man schliessen (Lehrs. 3, § 2), dass in jedem 
Intervalle, auch in einem solchen, welches Unendlichkeitspunktes 
enthiilt, 
F’ (x) — F’ (a) -{ f(x) dx 
also: 5 


x 


F(z) = faz f(a) dx + F'(a)(a—a) + F(a) 


ist. Um zu schliessen, dass F’(x) stetig ist, geniigt es hierbei zu 
wissen, dass 
F(a2+Azaz) — 2F (a) + F(a@— Az) 


lim re 


= (0 

wird, bei jedem Werthe von x Denn diese Bedingung besagt, dass 
an jeder Stelle, an welcher F’(x-+-0) und F’(a#—0O) einen bestimmten 
Werth haben, diese Werthe nicht von einander verschieden sind; es 
werden also sprungweise Werthiinderungen der Function F(x) jeden- 
falls ausgeschlossen. Betrachtet man nun zuniichst einen isolirten 
Punkt c, an welchem f(z) unendlich wird, so ist in unmittelbarer 
Umgebung desselben: 


c—d 

F'(c— 8) -| f(z)dz+C, (a<e—9), 
c+d 

F'(e+ 8) =f fe) dxz+C’, (a,>e+9), 


a 


und folglich: 


F’(e — 0) =— J f(z)dze+C, F(e+0)— J f(x) da + C’. 
Da nun 


F' (ce + 0) = F’ (e — 0) 


sein soll, so ist 


| J pe) dx +C— f f(a) de + C’, 


also 











zu 


ass 
ten 

es 
en- 
ten 
rer 











Lehrsiitze der Integralrechnung. 245 


C’ = | fe) dz +0. 


Daraus folgt, dass auch fiir alle Punkte eines Intervalles, in 
welchem ein Unendlichkeitspunkt gelegen ist, die Relation gilt: 


F(x) = J f(a) de +6. 


Mithin kommen isolirte Punkte des Systems nicht mehr in Be- 
tracht, und es sind nur noch die Intervalle zu betrachten, welche die 
Grenzpunkte des Systems der Unendlichkeitspunkte umschliessen. Also 
reducirt sich die Gesammtheit der singuliiren Stellen auf die Punkte, 
welche die Ableitung der urspriinglichen Menge bilden, Von dieser 
fallen aber wiederum die isolirten Punkte fort, und so werden schliesslich 
alle Stellen unwesentlich, wenn die Punktmenge eine endliche Anzahl 
von Ableitungen besitzt. Convergirt aber der Ableitungsprocess nach 
nach einer bestimmten Punktmenge, so ist nur diese noch zu be- 
trachten, und reducirt sich diese Menge durch einen oder durch mehrere, 
endliche oder unendliche Ableitungsprocesse auf 0, so sind alle Punkte 
unwesentlich und die Function F” (x) nicht nur durchaus stetig, sondern 
zugleich auch 


F’ (a) =f f@) daz + C. 


Auch hier lisst sich der Beweis noch einfacher fiihren, wenn 
man die Stetigkeit der Function F’(x) von vornherein als bekannt 
voraussetzt, auf Grund meiner friiher genannten Note iiber Abbildung 
stetiger und unstetiger Mannigfaltigkeiten*). 

Zusate 2, Anders verhilt es sich, wenn die Unendlichkeitsstellen 
des zweiten Differentialquotienten ein System ohne Isolationen bilden. 
Um dieses einzusehen, denke man sich eine der im § 2 niher be- 
sprochenen stetigen Functionen als Function w(x) gegeben, und setze: 


F(z) = | ¥@) dx. 


Der zweite Differentialquotient f(a) = w(x) dieser Function is 
alsdann iiberall gleich null, mit Ausnahme der besonderen Stellen, die 
ein discretes System ohne Isolationen bilden, und an denen er un- 
endlich wird. Auch ist tiberall der Grenzwerth von 


*) Ein anderer Beweis ist in dem Satze des Herrn Hilder (pag. 194) ent- 
halten. 
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z+4ex xz—-Ax 
Fi Az) — 2F (2) + F(a — Az 1 ‘ ‘ 
"(e+ Ao) AWks (@— Az) _ vr [ fuwar+ f p(x) da 


fir Az =O ebenfalls null. Der zweite Differentialquotient f(x) ist 
eine integrirbare Function, weil er bis auf discrete Punkte den Werth 
null hat. Das zweifache Integral desselben ist gleich null; es unter- 
scheidet sich also von F(x) nicht um eine lineare Function. 

In diesem Falle reicht es also nicht aus zu wissen, dass 


die erste Ableitung F"’(%) = y(x%) durchaus stetig ist, oder dass 
+ i —~ Hla) 
lim 70) + 3 Fe) allenthalben gleich null ist. Es muss noch 


wv 


ausserdem bekannt sein, dass F(x) eine Integralfunction ist. 

Zusatz 3. Derselbe Satz gilt auch, wenn f(z) den riickwiirts ge- 
bildeten zweiten Differentialquotienten bedeutet. Fiir den mittleren 
geniigen die Formulirungen: , 

Besitzt eine stetige Function F(x) einen iiberall endlichen, inte- 
grirbaren zweiten mittleren Differentialquotienten f(#), so ist das 
zweifache Integral der Function f(z) von /'(#) nur um eine lineare 
Function unterschieden. 

Wird f(z) unendlich in Punkten einer reductibelen Menge, so ist 
At F(a) + A~ F(a) 

Ax 

Bilden die Unendlichkeitspunkte ein System ohne Isolationen, so 
muss F”(#) iiberdies den Bedingungen einer Integralfunction geniigen*). 

Lehrsatz 4. Besitzt eine stetige Function F(x) einen iiberall 
endlichen, integrirbaren vorwirts gebildeten zweiten Differentialquo- 


noch die Bedingung lim nothwendig und ausreichend. 


*) Dieser Satz iiber den mittleren zweiten Differentialquotienten bildet die 
Grundlage fiir die Beweise der beiden Siitze in der Theorie der trigonometrischen 
Reihen: 

Erstens: Zwei trigonometrische Reihen mit verschiedenen Coefficienten 
kénnen nicht im allgemeinen einander gleich sein; d. h. ihre Differenz kann nicht 
nur in discreten Punkten um eine endliche Griésse von 0 verschieden oder un- 
endlich gross sein. Zweitens: Jede trigonometrische Reihe, welche eine inte- 
grirbare Function definirt, ist eine Fourier’sche. Die Beweise, welche ich 
friiher fiir diese Siitze zu geben suchte (Band XIX) sind nur ausreichend, wenn 
man annimmt, dass die Stellen, an denen die Differenz der beiden Reihen von 
null verschieden ist, oder die Stellen, an denen die Schwankungen der integrir- 
baren Function von null verschieden sind, insgesammt eine discrete Menge bilden. 
Bei dem vorstehenden Beweise des grundlegenden Satzes habe ich die friihere 
Beweismethode des Herrn du Bois Reymond theilweise benutzt. Aber es muss 
hervorgehoben werden, dass auch jetzt noch die Beweise fiir die genannten Siitze 
nur unter der Voraussetzung gefiihrt sind, dass die Unendlichkeitsstellen eine 
reductibele, oder was auf dasselbe hinauskommt eine ,,abziihlbare‘“‘ Menge bilden, 
also noch nicht vdéllig abgeschlossen sind. Es scheint nach alledem nicht un- 
miglich, dass es trigonometrische Reihen giebt, welche im allgemeinen den Werth 
null haben, und nur in Punkten einer discreten Menge unendlich werden. 

. 
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; un ae + ® ‘ 
tienten f(x), und ist lim “ te i 0, so besitzt sie auch 
einen integrirbaren riickwirts gebildeten, und einen integrirbaren 
mittleren Differentialquotienten. gAlle diese Functionen liefern zwischen 
denselben Grenzen auch dasselbe zweifache Integral, welches bis auf 
eine lineare Function gleich F(x) ist. 
Beweis. Aus den Voraussetzungen folgt die Gleichung: 
. 
F(x) = fre) (2 —ze)dz+Cr+C’ 
und aus dieser: 
F(x —2A2) —2F(«— Aa)+ F(a) 
Axz* 
4 


= = J (f(a — Ae +2) + f(@ — Ax —s)| (Ac —2) ds, 
F(a + Ax) — 2F (a) + F(a — Ax) 
Ax* 


Ax 


= by f Vets) +fle—2)) (Qe — 2) de. 


Liisst man A() stetig nach null convergiren, und beachtet dabei, 
dass alle die Stellen, an denen die Schwankungen der Function f(z) 
grésser sind als 6, eine discrete Menge bilden, so erkennt man, dass 
die Grenzwerthe der Quotienten ,,im allgemeinen“ gleich f(x) sind. 
Sie liefern daher auch dasselbe Integral wie diese Function, und 
bleiben durchaus endlich, wenn f(x) endlich ist. 

Zusatz. Wird der vorwiirts gebildete Differentialquotient unendlich, 
aber nur in Punkten einer reductibelen Menge, so bleibt unter der 
Voraussetzung der Integrirbarkeit von f(#) der Satz ohne weiteres 
bestehen. Im allgemeinsten Falle muss noch bekannt sein, dass I” (x) 
eine Integralfunction ist. 


Das »-fache Integral des nten Differentialquotienten. 


Fiir das -fache Integral einer integrirbaren Function f(x) besteht 
nach dem Satze der theilweisen Integration die Gleichung: 


J dx f dx | ax... f(a) dx 
a a, om an 


a : T {re (a —2)"—""'de+ C,a"-2+C, a4 --» + Cy-9@+C,-1. 


an 
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Die Constanten C kann man entweder unmittelbar bei der successiven 
theilweisen Integration ermitteln, oder auch indem man schliesslich 
wiederholt nach « differentiirt, und fiir x jedesmal die Werthe 
@,, Gy, .- + Ga einsetzt. Zusammem mit der directen Gleichung fiir 
x =a, erhilt man » — 1 Gleichungen zur Bestimmung der Constanten. 
Fiir das folgende ist der Grenzwerth des nten Differenzenquotienten 
des Integrales zu bilden, wobei die lineare Function » — 2ter Ord- 
nung nicht in Betracht kommt. 

Die directe Bildung des nten Differenzenquotienten in Form eines 
einfachen Integrales fiihrt zu complicirteren Formen, deren allgemeines 
Gesetz sich zwar feststellen liisst; doch sind sie fiir das folgende nicht 
nothwendig. Denn da fiir das -fache Integral, welches als Function 
von x mit F(x) bezeichnet sei, sich successive die Ableitungen 
F(x), F’ (x),..., F(a) bilden lassen, welche, abgesehen von den 
Differentialquotienten der ganzen Function » — 2ter Ordnung be- 
ziiglich gleich 


1 * . 1 * + 
waar f Fee — tae, naar f f@)(e—#)*ds,... J feds 


also selbst stetige Functionen sind, so kann der nte Differentialquotient 
nach Lehrsatz 6, § 6, Th. I durch directe Differentiation der » — 1 ten 
Ableitung bestimmt werden. Es ist 
AN F(e+Aa)—A" F(a) _ P(e Ae+(n—1)0A2)—F"(2+(n—1)0A2) 
Az” _ Aa 
+4 2+(n-1)O4x 
= KE f (2) dz. 
t+(n—1)O 4x 


Dieser Gleichung kann man unmittelbar den Satz entnehmen: 

Lehrsatz 1. Der vorwirts gebildete nte Differentialquotient des 
n-fachen Integrales einer integrirbaren Function f(x) ist im allgemeinen 
gleich f(x). Die Stellen, an denen er unendlich wird, oder sich von 
diesem Werthe um mehr als eine endliche Grésse 6 unterscheidet, 
bilden eine discrete Menge. 

Sodann leitet man ebenso wie in den friiheren Paragraphen den 
Hilfssatz ab: 

Lehrsatz 2. Ist fir eine stetige Function f(z) nach Ausschluss 
von Punkten durch Intervalle von endlicher Anzahl mit der Gesammt- 
linge ¢ an jeder Stelle x ein und derselbe Werth von Az ausreichend, 
um die Ungleichung 


A* fe) 
Ax" 


<d@ 
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zu erfiillen, wobei 6 schliesslich unbegrenzt klein wird, ist ferner der 
Werthevorrath des Quotienten durchaus endlich, und convergirt ¢ mit 
Az nach null, so ist f(x) eine ganze rationale Function von n — Iter 
oder niederer Ordnung. 

Beweis. Man bilde 


9 (a) = {fet a) da, 


so ergeben sich fiir die stetige Function (x) die beiden EKigenschaften: 


Erstens: 
lim 4-2@) —o0 
Ax" 


fiir jeden Werth von zw. Denn es ist 
6 
A" — (x) — {tet da <db+Ke 


Ax" Az 
0 


und @ und € convergiren nach null, wihrend b und K endlich bleiben. 


Ape) 
Aa" 


Zweitens: Der Werthevorrath von ist durchaus endlich. 


Daraus folgt nach Satz 4, § 6, Th. I, dass g(a) eine ganze 
rationale Function von n — lter oder niederer Ordnung ist; also 


Jie + a) da=—C,2'+ C,a?+.---+Gu27+C,. 


Die Coefficienten C,, ..., C, werden Functionen von 0} sein, kénnen 
aber nicht mehr von «# abhiingen; sie verschwinden simmtlich fiir 
b=0. Bildet man 


lim | fre + a) da =f(2), 


so miissen, da f(x) eine bestimmte stetige Function ist, die Coeffi- 
cienten der rationalen Function 


. Ow *+ Oa” *4+---4+6,,24 6, 
f(x) = lim ; 





bestimmte von « unabhiingige Grenzwerthe annehmen. 

Bemerkung. Die Bedingung, dass nach Ausschluss discreter Punkte 
ein und derselbe Werth von Az hinreichend ist, um die Ungleichung 
A" f (@ A” “fel <é 


* ~ <0 zu bestimmen, ist von selbst erfiillt, sobald lim —— 
a” 
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wird an allen Punkten mit Ausnahme der discreten Menge, und der 
Werthevorrath von “ f(s) 
ax 
Satz 5). 
Lehrsatz 3. Besitzt eime stetige Function F'(#) einen iiberall end- 
lichen, integrirbaren nten Differentialquotienten f(x), definirt durch 


‘ A” F(x) , . . 
den Grenzwerth von lim rm { ) ist ferner der Werthevorrath des 
x 


allenthalben endlich bleibt. (Th. I, § 6, 


nten Differenzenquotienten von F(x) durchaus endlich, so ist das 
n-fache Integral von f(#), oder auch das Integral 


- ~ fre (a -— 2)*—"'dz 


von F(z) nur um eine ganze rationale Function » — 1 ter oder niederer 
Ordnung unterschieden. 
Beweis. Man bilde 


1 Pe 7 
g(2) = a J {(2) (@ — 2)" dz — F(a), 


so hat die stetige Function g(x) folgende Eigenschaften: 


: A" g(x) .; ; 
1. Der Werthevorrath von —_ ist durchaus endlich; denn 
x 
es ist 
+4 2+O0 (n—1) 42 
a 
A" (x) 1 . “ A” F(a) 
. =; f(s) ds — ————: 
Ax a“. Ax 
24+-@ (n—1) 4x 





Auf der rechten Seite bleibt der Differenzenquotient des Integrales 
durchaus endlich, weil f(x) endlich ist, und das zweite Glied ist der 
Voraussetzung nach endlich. 

2. Nach Ausschluss discreter Punkte durch Intervalle von beliebig 
kleiner Summe «¢ wird an allen anderen Punkten 


A" pe) 
Aa” 


lim < 0. 

Denn da f(x) eine integrirbare Function ist, so bilden alle die 
Stellen, in deren vorwirts genommener Umgebung die Schwankungen 
grésser bleiben als 0, nur eine discrete Menge, und da f(x) der 


nte Differentialquotient von F(x) ist, so liegt lim — jedenfalls 


innerhalb des Werthevorrathes der Function f(x) an der Stelle z. 
Mithin ist m(#) nach dem vorigen Satze und seiner Bemerkung eine 
ganze rationale Function von » — 1ter oder niederer Ordnung. Also 











8 
or 
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Fe) = ay f FO ay de + Caer + Cart +--+ Gy. 


Z I ’ i i A" F(x) : ae 
Zusate 1. Ist f(x) stetig und convergirt ————— gleichmiissig 


nach dem Werthe f(a), wozu die Stetigkeit von f(#) erforderlich ist, 
so folgt nach Lehrsatz 1, § 6, Th. I unmittelbar, dass F(x) bis auf 
eine ganze rationale Function m — lter oder niederer Ordnung gleich 
dem »-fachen Integrale von f(a) ist. 

Zusatz 2. Ist die integrirbare Function f(x) nicht iiberall endlich, 
so umschliesse man die Unendlichkeitsstellen mit Intervallen, deren 
Summe beliebig klein ist. In allen anderen Intervallen ist alsdann 
die Differenz zwischen der Function /'(#) und dem Integrale eine 
rationale Function. Mithin ist in jedem dieser Intervalle 


F(a“) = 3 fre (a — 2)" dz + (n — 1) C,a* 
“ + (n a 2) C, er-$ - . : +++ 1 a 


F" (a) = Sf fole—or Sde+(n—1)(n—2)C,2"-8 
+(n—2)(n—8) Oph + 20s 


Foam { fe) dz+(n—1)!C,. 


Hier bedeutet a bis x ein Intervall, in welchem kein Unendlichkeits- 
punkt gelegen ist und die Ableitungen der Function /'(@) kénnen in 
diesen Intervallen sowohl durch successive Differentiation als auch 
durch die Grenzwerthe der Differenzenquotienten definirt werden. 
Bilden nun die Unendlichkeitspunkte von f(x) eine reductibele Menge 
und weiss man, dass die Function /’*—'(x) durchaus stetig ist, so 
kann man schliessen, dass in jedem Intervalle, auch in einem solchen, 
welches Unendlichkeitspunkte enthilt, 


F(a) = fre de+(n—1)!6, 


ist. Hieraus folgt dann durch successive Integration die Gleichung 
a"! F(a) 


Aa" 


fiir F'(#), so bald man weiss, dass der Werthevorrath von 
durchaus endlich ist, Diese letztere Bedingung ist nach dem vorigen 
Lehrsatze erforderlich. 

Fiir die Stetigkeit der Function #'"~'(x) ist es wieder ausreichend, 
dass 








252 Axet Harnack. Lehrsiitze der Integralrechnung. 


Aa am = Az)" 
wird. Mithin ist bewiesen: 
Wird fiir eine stetige Function F(x) der nte Differentialquotient 





n—1 F A"— F 
ie (“2 = er) =0 


lim ae = f(x) auch unendlich in Punkten einer reductibelen 
x 
Menge, doch so, dass er integrirbar bleibt, ist ferner 
he A*— F(a) 
in (AP. =) =o 
Aa" (—Aaz)"“ 


n—I1 7 
bei jedem Werthe von x, und ist der Werthevorrath von = ba 
x 
durchaus endlich, so ist F(x) gleich dem n-fachen Integrale von f(x) 
bis auf eine ganze rationale Function von nm — lter oder niederer 
Ordnung. 
Fiir n = 2 fallt die letzte Bedingung deshalb fort, weil aus der 

Gleichung 

_ (4, F@—4_F) 

lim ( = th —*) == 0 

Az 


und der Endlichkeit des Integrales | f/(#) dz = F(x) geschlossen 
AF (2) 
Az 
Zusatz 3. Bilden die Unendlichkeitspunkte von f(x) ein discretes 
System ohne Isolationen, so geniigt es nicht zu wissen, dass 


werden kann, dass der Werthevorrath von durchaus endlich ist, 


ArT Fo) 


gz 


lim 





== f'n! (x) 


stetig ist; es muss tiberdies den Bedingungen einer Integralfunction 
geniigen. 

In diesem letzten Paragraphen habe ich die Bedingungen nur fiir 
den vorwarts gebildeten nten Differentialquotienten formulirt; fiir den 
riickwirts gebildeten gelten sie aber auch ohne weiteres. Mittlere 
Differentialquotienten lassen sich hier in mannigfacher Weise definiren, 
und fiir diese werden sich die Bedingungen modglicherweise in etwas 
anderer Form aussprechen lassen, Ich halte es aber nicht fiir néthig 
hierauf einzugehen, da man bisher nicht, wie bei dem ersten und 
zweiten Quotienten, durch bestimmte Probleme dazu Veranlassung hat. 


Dresden, September 1883 und April 1884. 

















Ueber eine Reihe neuer Thatsachen aus dem Gebiete 
der Topologie. 


Von 


Osxar Srwony in Wien. 
(Mit 11 lithograph. Tafeln.) 


II.*) 
Untersuchung jener Erscheinungen, welche bei einem unverdrehten, 
biegsamen Ringe von kreisférmigem Querschnitte auftreten, wenn man 
einen, den Ring bis zur Mittellinie durchsetzenden, lings der letzteren 
in sich selbst zuriickkehrenden Schnitt durch denselben fiihrt. 


Kin unverdrehter biegsamer Ring lisst sich durch einen lings 
dessen Mittellinie in sich selbst zuriicklaufenden Schnitt im Allgemeinen 
auf gweifache Art in ein neues Gebilde verwandeln, indem man den 
Ring hiebei entweder nur bis zur Mittellinie oder aber vollstindig 
durchschneiden kann. 

Im ersten Falle -betriigt die Axendrehung des schneidenden In- 
strumentes bei Vollendung des Schnittes entweder -+- 360° oder ein 
ganzes Vielfaches von -+ 360° : ¢ >< 360°, im zweiten Falle entweder 
-+- 180° oder ein ganzes Vielfaches von -++ 180°: ¢ >< 180°. 

Da ferner die um die Mittellinie des betreffenden Ringes erfolgende 
Drehung des Schnittes in beiden Fiillen entweder in einem einzigen 
Umlaufe oder aber in 2, 3, 4,..., w Umliufen vollendet werden kann, 
liefert die Ausfiihrung derartiger Schnitte eine Fiille verschieden- 
artiger Gebilde, deren allgemeine Configuration sich zunichst nur auf 
Grundlage zahlreicher Experimente mit Sicherheit erschliessen lisst. 

Zur Vornahme der letzteren beniitzt man am besten Hohlringe 
aus weichem, vulkanisirtem Kautschuck, welche einen inneren Durch- 
messer von 6°, einen fiusseren von 10° und eine Wanddicke von 
1—2™ besitzen. Man zeichnet sich- dann fiir die in Betracht kom- 
menden Specialisirangen von w und ¢ auf den betreffenden Ringen 


*) Der erste Theil dieser Abhandlung erschien im XIX, Bd. der ,,Mathe- 
matischen Annalen“ p. 110—120. 


Mathematische Annalen. XXIV. 17 
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jene Linien, in welchen die in sich selbst zuriickkehrenden Schnitte 
deren Oberfliichen durchsetzen miissen, und zerschneidet die letzteren 
schliesslich lings der aufgetragenen Curven. Auf diese Art kénnen 
alle zwischen 1 und 28 liegenden Specialisirungen von w und ¢ ohne 
grosse Schwierigkeit realisirt werden, wihrend bei massiven Ringen 
von gleichen Dimensionen in Folge des bedeutenden und ungleich- 
formigen Widerstandes, welcher bei der Drehung des Schnittes um 
die Mittellinie des betreffenden Ringes iiberwunden werden muss, schon 
Specialisirungen wie: u = 3, t= 13; wu = 12, ¢=—5 nicht mehr mit 
der wiinschenswerthen Pricision darstellbar sind. 

Um nun speciell jene Erscheinungen, welche bei Ausfiihrung eines 
in sich selbst zuriicklaufenden Schnittes erster Art auftreten, iiber- 
sichtlich charakterisiren zu kénnen, ist die Einfiihrung verschiedener 
Hilfsbegriffe nothwendig, wobei wir uns selbstverstiindlicher Weise so 
viel als méglich an die im ersten Theile dieser Abhandlung bentitzte 
Nomenclatur anschliessen. 

Demgemiiss ertheilen wir im Folgenden der Drehungszahl ¢ das 
Zeichen + oder —, je nachdem die Windungen der Grenzlinie des 
Schnittes auf der Oberfliche des Ringes mit den Windungen in Fig. 
2 (Taf. I) oder mit jenen in Fig. 1 gleichsinnig verlaufen. Hiebei 
treten die einzelnen Theile des zerschnittenen Ringes desto weniger 
aus ihren urspriinglichen Lagen heraus, je grésser ¢ im Verhiltniss zur 
Umlaufszahl: « gewihlt wurde, so dass fiir ¢ > 3w die Gestalt des 
urspriinglichen Ringes bei sorgfiltiger Ausfiihrung des Schnittes noch 
deutlich erkennbar bleibt. Dies ist u. A. auch aus den beiden zuvor 
erwahnten Figuren zu entnehmen, welche speciell fiir ¢ = -- 15 zwei 
in vier Umliufen zerschnittene Hohlringe darstellen, deren zwischen 
je zwei Windungen der Schnitteurve liegende Theile iiberdies betricht- 
lich verschmilert wurden. 

Die durch den jeweiligen Schnitt erzeugten Gebilde sind stets 
ringformig geschlossen, ihre aufeinanderfolgenden Querschnitte bilden, 
falls der zerschnittene Ring ein massiver war, congruente Kreissectoren 


360° 


von dem Centriwinkel: , deren Scheitel, wenn 4 die Liinge der 


Mittellinie des urspriinglichen Ringes vorstellt, auf einer Linie von 
der Linge Aw liegen. — Zur vollstéindigen Charakteristik dieser Ge- 
bilde sind aber ausserdem von Fall zu Fall noch je zwei Angaben 
erforderlich : 

1. Die Angabe jener Zahl: z, durch deren Multiplication mit 
360° die jeweilige Verdrehung des in Betracht gezogenen Gebildes 
bestimmt wird. 

2. Die Angabe der eventuell in demselben auftretenden Ver- 
schlingung. 
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Die erstere Angabe wird von Fall zu Fall durch Anwendung eines 
bekannten Satzes erméglicht, gemiiss welchem jede positive, resp. 
negative Ueberkreuzung zweier unverdrehter Theile eines ringartig 
geschlossenen Gebildes das Aequivalent einer Torsion um + 360°, 
resp. um —360° bilden kann.*) Zeigt also ein im Uebrigen unverdrehtes, 
ringartig geschlossenes Gebilde a im Sinne der schematischen Fig. 3 
(Taf. Il) auftretende Ueberkreuzungen, so betriigt dessen Verdrehung: 
+ a >< 360°, wiihrend dieselbe, falls die Ueberkreuzungen im Sinne 
der schematischen Fig. 4 erfolgen, die Grésse: — a >< 360° besitzt. 

Ungleich schwieriger gestaltet sich die jeweilige Formulirung der 
zweiten Angabe, welcher wir, um hiebei der Forderung miglichster 
Kinfachheit und Uebersichtlichkeit zu geniigen, die nachstehenden 
Hilfsbegriffe zu Grunde legen: 

a) Die Knotenverbindung nullter Ordnung. — Dieselbe tritt, unter 
a irgend eine positive ganze Zahl gedacht, entweder als positiver 
‘Taf. II, Fig. 5) oder als negativer (Taf. Il, Fig. 6) Knoten a‘ Art auf 
und besitzt demgemiss nur zwei Typen, welche am zweckmiissigsten 
mit den Symbolen: ((+-),] und [(—),] bezeichnet werden. Um ferner 
die Charakteristik der héheren Knotenverbindungen zu erleichtern, 
wollen wir im Folgenden jenen Theil eines gegebenen Knotens a‘ 
Art, welcher dessen Umschlingungen triigt, seine Basis, den ihr 
gegeniiberliegenden Theil des Knotens seinen Bogen und den, den 
letzteren tiberkreuzenden Theil des Knotens seinen Schlusstheil nennen. 

b) Die Knotenverbindung erster Ordnung. — Dieselbe entsteht 
dadurch, dass der Schlusstheil eines gegebenen Knotens a'* Art in 
den Bogen eines Knotens b'* Art mit gleicher Basis tibergeht, dessen 
Schlusstheil simmtliche Umschlingungen des ersten Knotens durchsetzt 
und hierauf die Bégen beider Knoten iiberkreuzt. Es kann daher diese 
Knotenverbindung in vier Typen: 


[((+)a(+)o], (+)a(—)el> [(—)a(+)], (—)a(—)e 


auftreten, von welchen hier jedoch nur der erste (Taf. III, Fig. 13 
und letzte (Taf. III, Fig. 14) in Betracht kommen.**) Ebenso zeigt 
sich hinsichtlich jener Werthe, welche a und b gleichzeitig annehmen 


*) Siehe die dritte Auflage meiner Brochure: Gemeinfassliche, leicht con- 
trolirbare Lésung der Aufgabe: ,,In ein ringférmig geschlossenes Band einen 
Knoten zu machen‘ und verwandter merkwiirdiger Probleme, p. 5, 6. 

**) Ist speciell a = b = 1, so lisst sich die betreffende Knotenverbindung erster 
Ordnung auch in der durch Fig. 7 charakterisirten symmetrischen Gestalt dar- 
stellen und iiberdies in eine Verschlingung von der Form der Fig. 8 trans- 
formiren; sie reprisentirt also einen positiven Knoten erster Art, dessen Schluss- 
theil an dem Bogen des Knotens mit einem positiven Knoten erster Art fest- 
gekniipft ist. 


a 
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kénnen, insoferne eine Beschriinkung, als die Differenz: 6 — a fiir die 
hier zu untersuchenden Gebilde entweder gleich 0 oder gleich + 1 ist. 

c) Die Knotenverbindung zweiter Ordnung. — Dieselbe entsteht 
dadurch, dass der Schlusstheil einer aus zwei Knoten a'* und b'e" Art 
zusammengesetzten Knotenverbindung erster Ordnung in den Bogen 
eines Knotens c'** Art mit gleicher Basis tibergeht, dessen Schlusstheil 
siimmtliche Umschlingungen der beiden friiher gebildeten Knoten durch- 
setzt und hierauf die Bégen aller drei Knoten iiberkreuzt. Die acht 
mdglichen Typen dieser Knotenverbindung sind folgende: 


[(+A)a(+)o(+)el 5) [(+)a(+)o(—e] ? ((+)a(—)o(++)e] ? 
[((—)a(+)o(+A)el, [(+A)a(—)o(—)el, [(—)a(+)o(—)el, 
[(—)a(—)o(+)e], [(—)a(—)o(—)c]- 


Auch von diesen Typen kommen bei dén hier auftretenden Ver- 
schlingungen nur der erste (Taf. 1V, Fig. 17) und letzte (Taf. IV, Fig. 
18) in Betracht, und sind jene Werthe, welche a, b, ¢ gleichzeitig er- 
halten kénnen, gleichfalls insoferne beschrankt, als fiir die hier zu 
besprechenden Gebilde die Differenzen 6 — a, c — a entweder beide 
gleich 0 oder beide gleich + 1 werden. 

Als allgemeinsten Hilfsbegriff fiihren wir schliesslich jenen der 
Knotenverbindung (r — 1)" Ordnung ein, welche sich aus r einfachen 
Knoten a,', ay", ..., Gp—1", a," Art mit gemeinsamer Basis in 
ganz derselben Weise aufbaut, wie die Knotenverbindung erster Ord- 
nung aus zwei, und jene zweiter Ordnung aus drei Knoten entsteht. 
Ihre 2” Typen sind der Reihe nach folgende: 


(Aa, (+)as ees (+)a,_1 (+)a,], (+a, (+)an 2As (+)a—. (— Jay}, 


[ay (Jaa + + + (Japan (AADapd > Jen (Jar s+» (Japa —)a,] 


Der erste dieser Typen entspricht der positiven Knotenverbindung 
(r—1)'" Ordnung, (Taf. V, Fig. 19), der letzte der negativen Knoten- 
verbindung (r—1)'** Ordnung (Taf. V, Fig. 20). Die iibrigen Typen 
sind bei den hier vorkommenden Verschlingungen unvertreten, und 
findet tiberdies beziiglich jener Werthe, welche a,, a,,..., G1, G 
gleichzeitig annehmen kénnen, insoferne eine Beschriinkung statt, als 
die Differenzen: a, — a,, a3 — a,,-.., @ — a, entweder insgesammt 
gleich 0 oder insgesammt gleich + 1 oder theilweise gleich 0, theil- 
weise gleich + 1 sind. 

Bei der praktischen Verwerthung dieser Hilfsbegriffe erscheint es, 
falls zwei oder mehrere wnmittelbar benachbarte Knoten einander gleich 
sind, oder aber in der betreffenden Knotenverbindung zwei oder mebhrere, 
durch keine heterogenen Zwischenglieder getrennte Knotengruppen von 


























Neue Thatsachen der Topologie, Q57 


gleicher Beschaffenheit vorkommen, der Kiirze wegen zweckmissig, 
symbolische Potenzexponenten einzufiihren, z. B. also Typen wie die 


folgenden : 
[Be (Ae (Ea (At (Ae (Ae), 
[Ee (ADs (EY (Et (Ae (Dd, 
[OA )a (Ae (FE) (Ee (Ae (Att (A) 


in den Formen: 


(Bebe (PE, (Babee 3), DBE (Be }2(he] 


zu schreiben. Man hat sich jedoch bei einer derartigen Schreibweise 
immer gegenwirtig zu halten, dass die einzelnen Glieder eines solchen 
Typus nie wie die Factoren eines Productes mit einander vertauschbar 
sind, indem fiir keine einzige, in unverdrehten biegsamen Ringen 
erzeugbare Knotenverbindung eine Abiinderung der Reihenfolge der 
sie constituirenden Knoten méglich wird. Ausserdem ist noch hervor- 
zuheben, dass sich die Ordnungszahl einer gegebenen Knotenverbindung 
nur dann erniedrigen liisst, wenn die Gréssen a,, @,, ..+, Apt, Gr; 
welche im Folgenden als Windungszahlen bezeichnet werden mogen, 
theilweise verschwinden, und zwar gilt in dieser Hinsicht folgender 
Erfahrungssatz :*) 

Jede Knotenverbindung s‘’” Ordnung, von deren s + 1 Windungs- 
zahlen: ay, dy, +++) Ms, Gs41 etwa s, mit der Null zusammenfallen, 
wiihrend die s—s,-+1 tibrigen Windungszahlen gleich 1 werden, lisst 
sich in eine Knotenverbindung (s—s,)" Ordnung transformiren. 

Nach diesen vorbereitenden Betrachtungen sei es nunmehr gestattet, 
jene allgemeinen Sédtze iiber Schnitte erster Art mitzutheilen, zu welchen 
ich auf Grundlage von 112, mit Hohlringen von der eingangs erwiihnten 
Beschaffenheit vorgenommenen Experimenten**) gelangt bin: 

I. Fiihrt man durch einen unverdrehten, biegsamen Ring von kreis- 
férmigem Querschnitte einen in sich selbst zuriicklaufenden Schnitt erster 
Art, so besitzt das hiedurch erhaltene, ringartig geschlossene Gebilde 
stets eine in Form von Ueberkreugzwngen auftretende Verdrehung, welche 


*) Um etwaigen Missverstiindnissen bei der experimentellen Priifung dieses 
Erfahrungssatzes, welchem 74, mit schmalen Kautschuckstreifen von mir aus- 
gefiihrte Experimente zu Grunde liegen, vorzubeugen, habe ich speciell die 
Knotenverbindungen von den Typen: 

(+): (Ado, (A) (+)o7, (A) (Ao (+)], 
CL (AY (Ado d*), LECH Ao}? Ci UA)? (Ao (+):")] 
in den Figuren 9, 10, 11, 12, 15, 16 bildlich dargestellt, 

**) Niheres hieriiber findet man im ersten Theile meiner Abhandlung: ,,Ueber 
eine Reihe neuer mathematischer Erfahrungssiitze* (Sitzungsberichte der Wiener 
Akademie, 85. Bd., Il. Abth., p. 907—928). 
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bei positiver Axendrehung des schneidenden Instrumentes negativ, bei 
negativer Axendrehung desselben positiv ausfallt und ihrer absoluten 
Grésse nach durch das Product der um 1 verminderten Umlaufszahl u 
des Schnittes in 360° bestimmt wird. Es ist also diese Verdrehung 
villig unabhingig von dem jeweiligen Werthe der Drekungszahl t. 

II. Das durch den Schnitt erhaltene Gebilde ist nur fir ¢—--1 
und « >2 knotenfrei, in allen iibrigen Fiillen jedoch mit einer Ver- 
schlingung versehen , welche bei positiver Axendrehung des schneiden- 
den Instrumentes als negative, bei negativer Axendrehung desselben 
als positive Knotenverbindung auftritt. Die jeweilige Ordnungszahl 
dieser Knotenverbindung wird erhalten, wenn man den absoluten Be- 
trag der kleineren der beiden Zahlen wu und ¢ — er mag mit a bezeichnet 
werden — um zwei Kinheiten vermindert, wonach die Knotenver- 
bindungen, welche bei einer Drehung des Schnittes um —+- t >< 360° in 
u Umliufen, beziehungsweise bei einer Drehung um +- u >< 360° in t 


Umiliiufen entstehen, eine und dieselbe Ordnungszahl a -— 2 besitzen. 
Ill. Die zwei hiebei erhaltenen positiven Knotenverbindungen 
(a — 2)'* Ordnung sind iiberdies von gleichem Typus und stehen zu 


den beiden, durch die erwiihnten Schnitte hergestellten mnegativen 
Knotenverbindungen derselben Ordnung in dem Verhiiltnisse eines 
gegebenen Objectes zu dem Spiegelbilde seiner Riickseite. Ihre all- 
gemeine Beschaffenheit lisst sich sofort priicisiren, wenn man — unter 
b den absoluten Betrag der griésseren der beiden Zahlen uw und ¢ ver- 


b 4 nd fr, 
standen — den unechten Bruch = als eine gemischte Zahl: 
b 0 
, ey 
eae 


darstellt. Es charakterisirt niimlich die bei der Division von b durch 
a erhaltene ganze Zahl k die Arten, ferner der Divisionsrest im Vereine 
mit a die Anzahl der unter einander gleichen Knoten, indem jede der 
vier in Betracht gezogenen Knotenverbindungen (a —2)" Ordnung sich 
aus «@—@ Knoten k Art und @ — 1 Knoten (k+ 1)" Art zusam 


\ 
mensetet. Hienach ist die Summe der Windungszahlen simmtlicher 
Knoten: 


k(a— e) + K+1) (e—1) = b -—k—1 

von dem jeweiligen Werthe von a vollig unabhiingig. 
LV. Die, einem bestimmten Werthe von a und siimmtlichen, der 
Bedingung b > a Geniige leistenden Specialisirungen von b zugehérigen 
Knotenverbindungen (a — 2)'* Ordnung zerfallen in so viele von 


einander verschiedene Gruppen, als die Zahlenreihe: 1, 2,3,...,a—1 


relative Primzahlen gegen a aufweist. Um also deren Typen fiir irgend 
einen, willkiirlich gewihlten Werth von a vollstdindig zu beschreiben, 
hat man hdchstens 2(a—1) symbolische Gleichungen aufzustellen, 
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welchen sich die ersten a — 1 Gleichungen auf negative, die 


iibrigen auf positive Drehungszahlen beziehen. Da ferner die letzteren 


Gleichungen aus den ersteren unmittelbar durch Vertauschung des 
Zeichens + mit — hervorgehen, geniigt von Fall zu Fall die Angabe 
des Schemas der Typengleichungen fiir negative Drehungszahlen, dessen 
allgemeiner Bau aus den nachstehenden symbolischen Relationen zu 
entnehmen ist: 


Q 


O 


s 


Q 


=1:7T = ($F); 

=2,a=2m+1:T=({ ipa (+2); 
=3,a=—3m+ 1:7 = ((+)P{(+)4.(+)8- V2); 
= 3, santo HH}? (Ae; 
=4,a=—=4m4+1:7= = ((+)" L(pA)egi (be } 3]; 


=4,a=>4m4+3:7= L(A) (A) (he); 
=)D,a=5m+1:T7=([(+)" (A )ags (+) = 15 
=5,a=—5m+2 
T= DE (Hess (Het (Bga}? Hr); 
=, ¢ nding 3: 
=0CH Ha Dit Pa Hi}: 


= 5, a= 5m + 4: T= [{(+)8 (Ha } (be); 


a—4 a—4 


Mi it (+) Ik+- 1(+)e} F (be {(A)era(+)e} 4 iE 


ji 


$38 (Has Ha} 1]; 


a—1 


t— [4 
‘ole 
at+l ip [4+ 
fa 


Te hy {(+ Me ADs} * |; 

_ a+2 a o 
= 24 (+), Pan} (Hass (Pu Panh |; 
=a — Ks a=5m+1: = 1K +), hips" "j 


o=—a—5, poe 


P= (+) (He Pa {Hh Hit Pi 
m Ne 3: 
Hint} {Ch Di Hh beat Pls 


a | 

| 
R 
£4 
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o=a—5,a=—5m+4: 

T= ({(+).Hea'} (+) Hea}? {Ae Hea i 
e=a—4,a—4m4+1:T=[{(+), (ben); 

=a—4,a—4m+3: 

T =([{(+), (be } {CH (Hota PP {+ Hea} 
g=a—3,a=—3m4+1:7T=({(+),(ben'} 
o=—a—3,a—3m+2: 

T = [{(+), (ba (Ha (4+). hte 
@=a—2,a=—2m4+1:7T=—[{(+), (He's 


e=a = (4), (731. 
V. Ist allgemein 7 der den Specialisirungen: 
u=a,t—— (ak-+ Q) 


zugehorige Typus der durch den Schnitt erhaltenen Knotenverbindung 
(a —2)'* Ordnung, so besteht fiir @ < = a und “ ——- + * gwischen 
T und dem Typus: : 
TI” = (9 {(+): (Hais}) = [9(A, B)| 
jener Knotenverbindung, welche den Specialisirungen: 
u=oe+to=—a, t=—(adk+o) 
entspricht, die symbolische Relation: 


(1) sba-iaancnaullio 
Ist dagegen @ one als + 34; und demgemiiss der Quotient: —— ; 
in der Form: g + >, es > 2) darstellbar, so besteht zwischen 7’ 
und dem Typus: 
= [v(A, B)] 
jener Knotenverbindung, welche den Specialisirungen : 
u=a—o+trtr=—a’, t=—(a’k+1) 
zugehdrt, die analoge Beziehung: 
(2) T —[¥(ABe, By). 


VI. Was schliesslich die Anordnung der, eine gegebene Knoten- 
verbindung (a — 2)'*" Ordnung constituirenden Knoten ke und (k-+ 1)'" 
Art lings ihrer gemeinsamen Basis anbelangt, so ist dieselbe stets 
eine derartige, dass die symbolische Gleichung ihres Typus, wenn 
k =O gesetzt wird, eine in jene Knotenverbindung transformirbare 

















Neue Thatsachen der Topologie. 961 


Verschlingung charakterisirt, welche bei einer Drehung des Schnittes 
um @ >< 360° in @ Umliufen erhalten wird. Wéhrend also die Anzahl 
und die Arten der Knoten durch die Zahlen a, k und @ eindeutig be- 
stimmt erscheinen, kommen bei der Charakteristik ihrer Reihenfolge 
stimmtliche Nenner: @,, Q,, .-., Qs jenes Kettenbruches: 


1 
atl > 
Cet+:. 1 


@s 


in Betracht, in welchen sich der Quotient: + von Fall zu Fall verwan- 


deln liisst, da die Exponenten in der jeweiligen Gleichung fiir T direct 
VOM Oy, Qo>++-, Qs abhiingen. 


Von den hier mitgetheilten allgemeinen Sitzen sind die beiden 
unter V subsummirten Gesetze in theoretischer Hinsicht die wichtigsten ; 
sie ermdglichen auch die Lésung des Problems, die jeweilige symbolische 
Gleichung fiir T fiir beliebige positive ganzzahlige Specialisirungen von 
01) Qo» +++, Qs vollstiindig zu pracisiren. 

Vertauschen wir nimlich — unter ¢,, ¢, C,,..-+, s—1 die bei der 
Ermittelung der Zahlen: 9,, 03, Q,, +--+, Qs Successive auftretenden 


Divisoren verstanden — die allgemeine, fiir 2 bestehende Ketten- 


bruchentwicklung mit dem ibr iiquivalenten Gleichungssysteme : 


i i re ee 
o Gq ” paw _" c; ” 
e+ es + 
a+ ° 2 Cy 3 Cy 
C3 1 Cyy 1 
—_ = aoa: —= - 
* ey + <t “s—2 @s 
3 


so ist fiir ge, >2 kraft (1) der fragliche Typus: 7’ direct aus jenem 
Typus: 7, ableitbar, fiir welchen 

w=ete, t=— {(9 + ¢)k + @} 
wird, wahrend 7’, seinerseits zufolge (2) aus dem Typus 7',” jener 
Knotenverbindung hervorgeht, welche fiir: 

U=4+%, t=— {(,+e)k +e} 
entsteht. Sobald jedoch og, mit der positiven Einheit zusammenfiallt, 
wird 7 kraft derselben Relation und der fiir diesen Specialfall bestehen- 
den Gleichung: 


a wit? ate eS 
2 Ct 


a—e “4 
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unmittelbar durch 7,” bestimmt, wonach die dem letztgenannten Typus 
zugehérigen Werthe von w und ¢ sowohl fiir g, >2 als auch fiir 
o,=1 den Ausgangspunkt fiir alle iibrigen Typenreductionen bilden. — 
Da die Quotienten: 
Cy + ee 1 Cs Ce + Cy C4 
= 0. = 1 
Cg + + Cp’ (Cg C3) — & + 1 + C3 

augenscheinlich stets grésser als 2 bleiben, ergiebt sich 7,” jedesmal 
nach (1) aus dem Typus 7, jener Knotenverbindung, welche den 
Specialisirungen : 

u=ct,+e;, t= — {(¢, + ¢,)k+ Co} 
entspricht, und 7',’ wieder nach (2) aus dem fiir 

wes +c, t= — {(c, + o)k + Cy} 
charakteristischen Typus 7’,”, so dass wir auf dem hier eingeschlagenen 
Wege schliesslich zu der Umlaufszahl «u = ¢, » + ¢,1 =o, + 1 und 
zu einer der beiden Drehungszahlen: 


t= — {(9,+ 1)k-+ 1} beziehungsweise: t= — {(9, + 1)k + @,} 
gefiihrt werden. — Es besteht also die Verwerthbarkeit der zwei, unter 


V subsummirten Gesetze bei der Lésung des vorgelegten Problems 
darin, dass deren wiederholte Anwendung einen Aufbau der jeweiligen 
unbekannten Typengleichung auf Grundlage zweier, durch die Erfahrung 
gegebener Typengleichungen erméglicht, indem ja die den Substitutionen: 
uU=@, @Q=l; u=a, o=a—! 
zugehorigen Typenrelationen durch das unter IV mitgetheilte empirische 
Typenschema fiir jeden in Betracht kommenden Werth von a eindeutig 
bestimmt sind. 

Die analytische Formulirung der hiebei sich ergebenden sym- 
bolischen Relationen bedingt dann die Unterscheidung zweier Haupt- 
fille, je nachdem der fiir : resultirende Kettenbruch eine ungerade 
oder eine gerade Anzahl von Gliedern besitzt. 

Ist niimlich erstens, unter a@,, @), @3,..., @r—1 beliebige positive 
ganze Zahlen gedacht, 

QO; = A, Op = 425 Os = Ag, + +) Os = Ars) 
so erhilt man fiir 7’ nach Einfihrung der Abkiirzungen: 
A( BAG) = A,, A,(BA*%—'A®)% = A,, 

A, (BA®*%*! A® A®)® = A 


3? 


. . 


A,—1 (BA At AP AG... Ap") = An, 

















iS 
ir 


fe 
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durch Auflésung eines Systems cinfacher Functionalgleichungen*) das 
Resultat : 
(3) T = [A%-! Ae As Aw... A") a= [R,]. 
Ist hingegen zweitens die Anzahl der Kettenbruchglieder gerade, mit- 
hin allgemein : 
Q1 = 4,, Oo = A, Oy = Ay, .- +, Os = Asr, 
so resultirt fiir 7’ in letzter Linie die Gieichung: 
(4) T = [(R,A,1(BR,)""] = 
= [(A%-1A® At... A%—1) A (BA%-1 Ae AS... AMr—1)*8r—") | 


— Die vier wichtigsten Specialisirungen von (3) und (4) werden durch 
die nachstehenden Gleichungen gebildet: 


(a) s=2:T = [A% (BAG), 

(8) se 3:7 =— [Ae {A (B As tela), 

(y) s=4: 7 = [A%-! Aot(B AY 1 Ama"), 
(0) s= 5: T = [A% A% { A,( B A“ 1 AG)™} 4}, 


welche, wie man sich unmittelbar tiberzeugen kann,**) séimmtliche 
symbolische Relationen des unter 1V mitgetheilten empirischen Typen- 
schemas richtig liefern. 

Ausserdem liisst sich ohne Schwierigkeit darthun, dass die Re- 
lationen (3) und (4) auch mit unserem dritten allgemeinen Gesetze in 
volistiindiger Uebereinstimmung stehen, also das Symbol A in jeder 
derselben im Ganzen (a—)mal, dagegen B nicht ofter als (g —1)mal 
auftritt. 

Der gewiinschte Beweis wird am iibersichtlichsten, wenn wir 
hiebei von der Betrachtung des ins Unendliche fortlaufenden schema- 
tischen Kettenbruches: 

1 
a+ 1 
y+ 1 
ST cs 
‘.in inf. 
ausgehen und dessen Niherungsbriiche: 


*) Niheres hieriiber findet man im zweiten Theile meiner Abhandlung: 
,Ueber eine Reihe neuer mathematischer Erfabrungssiitze’* (Sitzungsberichte der 
Wiener Akademie, 87, Bd., II]. Abth. p. 556—587). 

**) Hiebei sind im Hinblick auf die Thatsache, dass keine Knotenverbindung 
eine Abinderung der Reihenfolge der sie constituirenden Knoten erméglicht, 
natiirlich nur solche Transformationen der betreffenden Specialisirung von 7' zu- 
lissig, welche das Princip der Unvertauschbarkeit stimmtlicher Factoren in dem 
fiir 7 erhaltenen symbolischen Producte nicht alteriren, 
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1 a Ag + 1 
@,? Ga,+17’ a4,a,-++ 4,-+ 4, ’° 
der Reihe nach mit 4, 4, % bezeichnen. Es ist dann der 
p WV,’ N,? Nooo": . 
Zo ; 
Quotient £ speciell fiir den ersten Hauptfall gleich N,, , hingegen 
sid 
im zweiten Hauptfalle gleich =-~, und zufolge der bekannten, all- 
2r 
gemein giltigen Gleichungen: 
Za = On Zn—1 + Zn-2; N, = 4, Na-1 + Ni-2 
einerseits : anderseits: 
Z,=4a,2,+ Z,, N, = a,N,+ N,, 
Z,=4,Z,+ 4Z;, N, = 4,N,+ N;, 


LZor—s = der—3 Zer—4 + Ler—5; Ne,r—s = Aer- 3 Nor—1 ++ Nes, 
Z2- ,= lg,—1 Zor—2 a Lars; Neor--1 = der 1 Ney_2 + Ner—s; 
mithin auch: 

Lert _— Z, + a Z, + as, Z, + a, Z; + Pale + A2r—1 Zer—2, 

No as N, + a, N, +. a, N, “fe a, N, ao "ee? at ay 2: 
Dies vorausgeschickt lassen sich zuniichst jene Zahlen «,, 6,, welche 
anzeigen, wie oft die Factoren A und B in dem symbolischen Producte 
A, vorkommen, sehr einfach ausdriicken. Man erhilt niimlich fiir 
nm = 1, 2 direct: 

F r 
a=1+a4,(a,—1)=—N,—2Z,, Bi, =a, = 2,; 
a, = N,—Z,+ a,{N, — 4Z4,+a,(N, — Z,)} = N,—4,, 
r iJ if if 
6, = Z, + a,(Z, + a,4,) = Z,, 

woran sich der Wahrscheinlichkeitsschluss kniipft, dass allgemein: 
a,-1 = Nen—2 = Len—2; | = Leon—23 a, = Neon — Lan; Bn —_ 22 n 


ist. — Indem wir denselben einstweilen hypothetisch als richtig an- 
nehmen, folglich dem Producte: 
? lil a as 1 ao, 
B At Ay’ A’ As’. . . Aye? 
in Hinblick auf die Gleichungen: 
23, —Zan9 Z. N3,— Non—2 N. 
Ta ee re oe ed 
2n 2n 
den Factor A im Ganzen (Non: — Zon—1)mal, den Factor B hiagegen 
(Zen—:)mal zuschreiben, ergeben sich die fiir: 
A — (BA*™ A®* A® Afmn-1 Af 20-1) 420-42 
n+1 n i to a n—1 n 


charakteristischen Zahlen a1; nti In den Formen: 
+1) + 








ler 


en 


nh 
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Cnt = Neen — Zen + A2n+2 { Non 1 — Zon + Aent1 (Neon ae Zan) \ 
= Non+2 — Zens; 
Bra = Zen + G2n+2 (Zen—1 + A2n+1 Zon) = Zant2 
Hienach gilt unser Schluss ftir @41, Bn4i, sobald er fiir a1, Bro; 
é,, B, zutrifft; er gilt also fiir beliebige positive ganzzahlige Werthe 
von ”, da seine Richtigkeit fir » = 1 und n = 2 bereits erwiesen ist. 

Nachdem auf diese Art die Zahlen a,, B,; @, B,;-+.; Gn, Baj--- 
definitiv festgestellt worden sind, kénnen nunmehr auch jene Zahlen 
a“, y'; x", y” ermittelt werden, welche anzeigen, wie oft die Factoren 
A und B in jeder der beiden allgemeinen Typengleichungen (3) und 
(4) vorkommen. Man gelangt hiebei im ersten Hauptfalle zu den 
Relationen: 

a = N, — Z, + a, (N, — Z,) + as (Ny — 4) + a; (Ne — Ze) + 

fees ders (Nore — 221-2) = Nor — Zer-1 = a — @Q, 

y = 0;,Z,+ 0,4, +4,4, + +++ + Ari Zgre2= ari — 4,=e—1 
und analog im zweiten Hauptfalle zu den Beziehungen: 

x” == Nop — Zerit + Nor—2 — Zer—2 + 
+ (d2r— 1) (Nor-1 — Zar) = Nar — er = — Q, 

y" = Zer1 — Z, + LZor~2 + (der — 1) Lori = Lar — Z, =e@e- A. 
womit die Uebereinstimmung der Relationen (3) und (4) mit dem dritten 
Gesetze erwiesen ist. 

Dieselben bilden also thatstchlich die vollstiindige Lisung des uns 
vorgelegten Problems fiir u =a, t = — (ak + @), aus welcher sich die 
entsprechenden Formeln fiir u =a, t = + (ak + @) unmittelbar durch 
Vertauschung der Symbole A = (+), B= (+)api mit (—)e, (—)eqi 
ergeben. 

Auf Grundlage der Relationen (3) und (4) lassen sich ferner die 
beiden nachstehenden Siitze beweisen, welche iiber weitere interessante 
Higenschaften der hier in Betracht kommenden Knotenverbindungen 
Aufschluss geben: 

a) In allen, einem bestimmten Werthe von a zugehdrigen Knoten- 
verbindungen, welche ausser Knoten k‘* Art auch solche (k + 1) 
Art enthalten, gehen dem ersten Knoten (k-+1)'*" Art so viele Knoten - 


ker Art voran, als der erste Theilnenner des, dem Quotienten ° 
iiquivalenten Kettenbruches Einheiten besitzt, so dass das Anfangsglied 
jeder derartigen Knotenverbindung durch einen Knoten k' Art 
gebildet wird. 

b) Sind 7 = [AF(A, B)], 7, = (AF ,(A, B)] die Typen der 


beiden, den Specialisirungen : 


u=a, t=—(ak+o); u=a, t= —(ak+a— Q) 
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entsprechenden Knotenverbindungen (a — 2)" Ordnung, so_besteht 
zwischen F(A, B) und F(A, B) allgemein die Relation: 
(5) F ,(A , B) = F (B,A i. 
wonach, sobald T bekannt ist, auch T, bestimmt erscheint. 

Der Beweis des ersten Satzes ist durch Constatirung der Thatsache 
geliefert, dass das symbolische Product R, gemiiss der 


Bedeutung 
von A, mit: 


A {A(BA™"*)"} Af AY AS... AS? 


r—1 

identisch ist, also das Symbol A im Ganzen a, mal von B steht. 
Ungleich weitliufiger gestaltet sich die Deduction des zweiten 

Satzes, welcher im ersten resp. zweiten Hauptfalle nach Einfiihrung 

der Abkiirzungen: 


B(AB"')* = B,, BAB" Bt) = B,, 
B, (A B*" BP BY)* = B,, 


B,, Us B*" BY By BY . . . Ban-1) 2 — B, 


in den hinsichtlich ihres Baues vollstiindig mit (3) und (4) iiberein- 
stimmenden Formeln: 


(6) (s=2r—1): 7, = [AR] = 
= (AB Bt BY BS... 4. 

(7) (s=2r): 7, =(AR,B,1(ABR,)2r—) = 
= [((AB" BP BY... owt) Bea ( AB BP BS . a ty@r—h 
seinen sells Ausdruck findet. 

Da niimlich kraft der Identitiit: 

eo. 4 
<.. £6 3 
a 
—1 
. . a e 
die Entwicklung: 
+e 
a at 
G+ | 
Ost+-. 1 
+ " 
die weitere: 
Sa. 7] 
es 
1 3+ 3 7 
Qo+-. 1 
“_ 











n 


io 








Neue Thatsachen der Topologie. 


‘ 2 és a— . 
zur nothwendigen Folge hat, liefert die Verwandlung von = °- in 


einen Kettenbruch im ersten Hauptfalle die Theilnenner 1, a, — 1, 
ly, Ag, 5 + +) Gar—1, im zweiten die Theilnenner: 1,a,—1,a,, ay,...d2,, 
so dass fiir 7’; unter Anwendung der Abkiirzungen: 


AB =(A,), (A,){B(A,)*}* = (A), 
(A,) {B(A,)” (A,)“ r = (A;), 
(An—1) { B(A,)™ (Ap) (Ay) « . . (An—1)*2*-8 28-4 = (An) 


im ersten resp. zweiten Hauptfalle urspriinglich die symbolischen Re- 
lationen: 


(8) qT, = 
=[{(A,)"(A,)™..(A,—1)"2"- } (At) {.B(A,)?(Ag)™ (Apa)? POA 7 
(9) T, = [(A,)™ (AQ) (Ag)... (Ar)? 


bestehen. Auf diese Art fordert der Nachweis des zweiten Satzes die 
allgemeine Begriindung der Behauptung, dass einerseits die beiden, 
scheinbar voéllig von einander verschiedenen Gleichungen (6) und (8), 
anderseits die Relationen (7) und (9) gleichbedeutend sind, was sich 
erst auf Grundlage von drei, im Folgenden abgeleiteten Hilfsgleichungen 
darthun liasst. 

Indem wir hiebei vor Allem zwischen den Symbolen (A,), (A,) 
(A,;); B,, B,, B, einen directen Zusammenhang herzustellen suchen, 
gelangen wir unmittelbar zu den Relationen: 


B(A,)* =B,, AB*" BY = (A,), 
B(A,)*(A,)* = B,,  AB** BY BY = (A,) 


und folgern aus denselben inductiv, dass allgemein: 


(10) (A,) = AB*" Br BY Bs... Bee, 

(11) B, = B(A;)" (A,)* (A,)* . . - (An)** 

sein muss. Hs ist dann — die Richtigkeit dieser Annahmen einst- 
weilen hypothetisch acceptirt — offenbar: 


(An) BH = (Aq) {B(Ay)"(Ag)"*( Ag)" « « « (An) 2™} 2H = (Ansa), 
also auch umgekehrt: 
(Anti) = (Aq) Be2*t! = AB" BY By BY... BH, 
und 
By(Anqi)®™? = B,(A BY Bo BY BY... Beets yet? — Bus, 


d. h. vice versa: 











268 O. Smory. 


Buys = B, (Ant “emt? oe B( A,)"( (A,)“(A, )* ° » + (Angr)?2"t# ? 


womit, da eine Vertauschung von » mit m+ 1 in den Gleichungen 
(10) und (11) dieselben Resultate liefert, die allgemeine Giltigkeit von 
(10) und (11) festgestellt ist. 


Kin analoger Gedankengang fiihrt zur Einsicht in die universelle 
Richtigkeit der dritten Hilfsgleichung: 


(12) (A,)"(A,)" (Ag) « « « (Ana)? (4p) = 
= (AB** BY BY Bs... BY) By, 


welche sich zunichst gleichfalls als hypothetische Verallgemeinerung 
von zwei speciellen Relationen: 


(A,)* (Ay) = (4))"" Br = (A BY) B(A,)* Br 
=A pallial (AB*~* BY) B,, 
(A,)**(Ay)*(As) = (Ay) (AQ) BY = 
= (A B*~ BY) B, (A,)* BY = AB Br B® = 
= (AB BPB?) B, 
ergiebt. Denn sobald man provisorisch annimmt, dass die Gleichung 
(12) zutrifft, wird das symbolische Product: 


{(A,)*(Ay)(4g)™ « . - (Ant)®** (An) } (An) (Ang) 
mit: 


(AB*~* BY BEB. : aoe) Bu-1(An)"2™* (An41) os 
= (A B** BP BY BY... Bem) By_1 (An) BAH = 
= AB Bt By Be... Bee Bite 
identisch, man gewinnt also fiir jenes Product genau denselben Aus- 
druck, welcher aus (12) durch Vertauschung von n mit n+ 1 hervorgeht. 
Mit Hilfe der Gleichungen (10), (11), (12) kann nunmehr die von 
uns behauptete Coincidenz der Relstionce (8) und (6), (9) und (7) 
direct ersichtlich gemacht werden. 
Ks ist niimlich kraft der dritten und ersten Hilfsgleichung: 


{(A,)"(Ay)“(A5)™ -. (A,_1)**-*} (Ap) = 
ne f(A 1)"(A,)"(A, is (A,_»)"—4(A,_1)} (A,_1)®"-? = 
= (AB BO BEB ih e* B,~2(A,—1)*-? = 
= AB Be BY BY... B23 B,1, 


ferner zufolge der zweiten Hilfsgleichung: 


{B(A,) (Ag) (Ag) « (Apa) 2} 2711 = BO 


r—1 ’ 











Go 
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mithin das Product der beiden Factorengruppen in der That gleich 
AR,, d. h. (8) = (6). 


Da endlich: (A,)”(A,)“(A;)” ...(A,)“" gemiiss der dritten Hilfs- 
gleichung mit: 
(AB*~ BY BY By... B®) B_(A,)% 
zusammenfallt, und (4,) kraft der ersten Hilfsgleichung dem Ausdrucke: 
A B* Br BY BY... Ber 


entspricht, ist auch (9) = (7), und hiemit der Nachweis des zweiten 
Satzes perfect.*) 

Unsere letzten, den Relationen (3) und (4) entspringenden Folge- 
rungen beziehen sich auf die Substitution k — 0, fiir welche die ge- 
nannten Gleichungen gemiiss dem sechsten allgemeinen Gesetze gleich- 
zeitig jene Knotenverbindung charakterisiren, welche im ersten und 
eweiten Hauptfalle fiir u = 0, t = — a erhalten werden. Da nun der 


Quotient - im ersten Hauptfalle mit: 


1 ;, . 1 
u , 
im zweiten mit a 
—+ayi t 1 ae tS 

a+, 1 a+, 
A371 My, 

. ‘ wall onl P 
identisch ist, und der Factor A“ = (+)o", sobald er in dem be- 
treffenden symbolischen Producte an erster Stelle steht, kraft unserer 
Definitionsweise der Knotenverbindungen verschiedener Ordnungen fiir 
den Typus der zugehérigen Knotenverbindung gegenstandslos wird, 
resultiren fiir die erwiihnte Specialisirung von / unter Anwendung der 

Abktirzungen : 


(+)a, = C, (+)a4ti = D; C( DCs") =(C,, 
° C, (Do Cr )* 7 C, ? C, (D in Cr" Cz" 7 = (;, 
C,_(DO™ CMO OS... C3) *H — Cy, 
die beiden allgemeinen Transformationsgleichungen: 
(13) [AT AS AS... AC) oe 
=[(C** OP Of... 0%5-*) C_,(D CCF OF...0%5-8) ary, 
(14) [( At As ae A*) , (BA*™ A? As . »f Art) rN) i 
= (C* "Ch Cs Os... C%), 
*) Dass derselbe auch nach Vertauschung von A und B mit (—),, (—)gy4 


seine Giltigkeit behauptet, ist in Hinblick auf die, seiner Ableitung zu Grunde 
gelegten Fundamentalformeln selbstverstindlich. 


Mathematische Annalen. XXIV. 18 
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welche selbstverstindlicher Weise auch nach Vertauschung des Sym- 
boles (+) mit (—) giltig bleiben. 

In jeder derselben charakterisirt das linker Hand stehende symbo- 
lische Product eine Knotenverbindung der (a — a, — 1)'" Ordnung, 
in welcher die Windungszahlen von {(a+1)—@t+ ¢)} Knoten 
verschwinden, wihrend jene der (9 — 1) iibrigen Knoten den gemein- 
samen Werth 1 besitzen. Unsere beiden Gleichungen besagen also in 
Uebereinstimmung mit einem friiheren Erfahrungssatze, dass jede der- 
artige Knotenverbindung in eine solche (9 — 2)” Ordnung transformirbar 
ist, welche sich aus {(a,-+1)e—a} Knoten a,” Art und (a—a,e—1) 
Knoten (a, + 1)" Art zusammensetzt. 

Die wichtigsten, in (13) und (14) enthaltenen specielleren Rela- 
tionen lauten: 

(a@’) ... [((BAG)e-!] = [Ce], 
(p’) cece [{A(BAe a ad = [C® (DC ) ade P 
(y’) i [A,ot (BA%—! A,%)%-"] eee [Cu {C( D Cu!) \ a), 
(0°)... [A,* {A, (BAC Ao) 8 he] = [Cet Catt (DCeIt Cs )o-1); 


sie sind den Formeln: (a), (8), (y), (0) direct zugeordnet und liefern 
daher auch séimmtliche Transformationsgleichungen, welche fiir k = 0 
zur Reduction der symbolischen Gleichungen des unter IV mitgetheilten 
empirischen Typenschemas erforderlich sind. 


Il. 


Untersuchung jener Erscheinungen, welche bei einem unverdrehten, 

biegsamen Ringe von kreisférmigem Querschnitte auftreten, wenn man 

einen, den Ring vollstandig durchsetzenden, lings dessen Mittellinie 
in sich selbst zuriickkehrenden Schnitt durch denselben fiihrt. 


Die hier zu beschreibenden Gebilde zeigen im Vergleiche zu jenen, 
welche aus einem unverdrehten, biegsamen Ringe durch Schnitte erster 
Art entstehen, insofern einen complicirteren Bau, als hier ausser posi- 
tiven und negativen Knotenverbindungen verschiedener Ordnungen 
auch wechselseitige Verschlingungen je zweier Gebilde vorkommen, 
welche nur in den einfachsten Fiillen auf positive (Taf. VI, Fig. 21) 


oder negative (Taf. VI, Fig. 22) Verbindungen irgend welcher Art 
reducirbar sind. 


Es combiniren sich niimlich die genannten Verbindungen hier 
gemeiniglich mit anderweitigen eigenthiimlichen Verschlingungen, zu 


deren vollstiindiger Charakteristik die nachstehenden Hilfsbegriffe 
geniigen. 
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a) Die Verknotung erster Ordnung (Taf. VI, Fig. 23, 24), als 
welche wir jede Verschlingung zweier gleichgebauter Knoten bezeichnen, 
in der, falls man den imneren — in beiden schematischen Figuren als 
verdickte Doppellinie gezeichneten — Knoten von dessen Basis bis zum 
Schlusstheile durchliiuft, die correspondirenden Elemente des dusseren 
Knotens sich stets zur rechten Hand vorfinden. Der jeweilige Typus (7’) 
der Verknotung stimmt natiirlich mit jenem der beiden, sie consti- 
tuirenden Knoten iiberein und wird demnach, wenn die letzteren 
positive Knoten a‘ Art vorstellen (Fig. 23), das Symbol: [(++),], hin- 
gegen bei einer Verschlingung zweier negativer Knoten a'* Art (Fig. 24) 
das Symbol: [(—)q] besitzen. Im ersten Falle nennen wir auch die 
Verknotung positiv, im zweiten negativ. 

b) Die Verknotung zweiter Ordnung (Taf. VII, Fig. 25, 26). 
Dieselbe entsteht, sobald sich zwei gleichgebaute Knotenverbindungen 
erster Ordnung derart verschlingen, dass je zwei einander correspon- 
dirende Knoten derselben zusammen eine Verknotung erster Ordnung 
bilden, und an der Uebergangsstelle von den Schlusstheilen des ersten 
in die Bégen des zweiten Knotenpaares gleichfalls keinerlei Ueber- 
kreuzungen von, einander entsprechenden, Elementen der beiden 
Knotenverbindungen stattfinden. Je nachdem die letzteren positiv oder 
negativ sind, wird man auch die Verknotung als positiv oder negativ 
zu bezeichnen haben und ihren jeweiligen Typus: 7’ durch dasselbe 
Symbol charakterisiren kénnen, welches den, sie constituirenden Knoten- 
verbindungen zugehért. Es repriisentirt also speciell die in Fig. 25 
schematisch dargestellte positive Verknotung erster Ordnung eine solche 
vom Typus: [(+)a(+)], hingegen die in Fig. 26 veranschaulichte 
negative Verknotung erster Ordnung eine solche vom Typus: [(—)a(—)»]. 
— Verknotungen von den Typen: [(+)2(—),] und [(—)a(+).] kommen 
bei den hier zu beschreibenden Gebilden nicht vor, und sind iiberdies 
jene Werthe, welche a und b gleichzeitig annehmen kénnen, insofern 
beschrinkt, als b entweder gleich a oder gleich a + 1 ist. 

c) Die Verknotung r” Ordnung (Taf. VIII, Fig. 27, Taf. IX, 
Nig. 28), welche sich in derselben Weise aus zwei gleichgebauten Knoten- 
verbindungen (r — 1) Ordnung zusammensetzt, wie die Verknotung 
zweiter Ordnung aus der Combination zweier Knotenverbindungen 
erster Ordnung hervorgeht. Es constituiren demnach je zwei einander 
entsprechende Knoten der beiden Kunotenverbindungen (* — 1)‘ Ord- 
nung auch hier mitsammen eine Verknotung erster Ordnung, und zeigen 
die Uebergangsstellen von den Schlusstheilen des 1', 2'", ..., (r—1)' 
Knotenpaares in die Bégen des 2'", 3', . . ., re" Knotenpaares nirgends 
Ueberkreuzungen von einander correspondirenden Elementen jener 
Knotenverbindungen. Das jeweilige Typensymbol der letzteren be- 
stimmt zugleich den Typus der betreffenden Verknotung, so dass 
18* 








272 


QO. Simony. 










































speciell die in Fig. 27 und 28 schematisch dargestellten Verknotungen, 
welche wir kurzweg als positive und negative Verknoturg r'** Ordnung 
bezeichnen, die Typengleichungen: 


P = [(+A)a, (Adan * * + (Aap (ADae] , 
T= [(—)a, (—)a, eH, (—)a (—)a,] 


zu erhalten haben. — Analog wie bei den, durch Schnitte erster Art 
erzeugbaren Knotenverbindungen (7 — 1)'** Ordnung bleiben die iibrigen 
Typen: 


[(+)e: (+)a, lisp (+)a,—1 (—)a,] oe rs [(—)a (—)e, a (—)a,_5 (+)a,.| 


bei den hier vorkommenden Verknotungen gleichfalls unvertreten, und 
sind die jeweiligen Werthe von a,, a,, ---, a, entweder insgesammt 
gleich a, oder theilweise oder insgesammt gleich a, + 1. 

Nachdem hiermit die im Folgenden gebrauchten neuen Hilfsbegriffe 
ausreichend priicisirt erscheinen, muss behufs ihrer praktischen Ver- 
werthung noch hervorgehcben werden, dass die Verbindungen und 
Verknotungen in den sie enthaltenden Gebilden anfiinglich nicht isolirt 
sind, sondern jene Aufhiingungen, aus welchen die betreffende Ver- 
bindung besteht, unmittelbar nach Vollendung des Schnittes theils 
innerhalb, theils ausserhalb der jeweiligen Verknotung auftreten. Da 
sich nun die Aufhingungen der ersten Kategorie lings einer der beiden, 
in einander verschlungenen Knotenverbindungen ohne Schwierigkeit 
von jedem Knoten auf den niichstfolgenden, mithin durch fortgesetztes 
Verschieben endlich auf den Schlusstheil des letzten Knotens iibertragen 
lassen, kann man die Verknotungen von den Verbindungen stets so 
trennen, wie es in den Figuren 23—28 dargestellt ist. Dieselben 
veranschaulichen iiberdies die Thatsache, dass die mit einer gegebenen 
Verknotung combinirten Aufhingungen in allen hier vorkommenden 
Fallen zugleich mit dieser positiv oder negativ ausfallen — Ihre 
Charakteristik kann natiirlich ebenfalls mittelst symbolischer Relationen 
gegeben werden, und wollen wir hierbei im Anschlusse an die zur 
Beschreibung einfacher Knoten eingefiihrten Typengleichungen den 
Typus: 7 einer gegebenen Reihe von Aufhiingungen durch das Symbol 
[(+),] oder [(—),] ausdriicken, je nachdem dieselben die in Fig. 21 
oder die in Fig. 22 dargestellte Verbindung constituiren. 

Dies vorausgeschickt ziehen wir jetzt zuniichst jene Gebilde in 
Betracht, welche aus einem unverdrehten, biegsamen Ringe entstehen, 
wenn man die Axe des schneidenden Instrumentes bei Ausfiihrung des 
betreffenden Schnittes gweiter Art in einer wngeraden Anzahl: 2p — 1 
von Umliufen um ein gerades Vielfaches von -- 180° : -++- 2q >< 180° 
dreht. 

Man erhilt so immer je zwei ringformig geschlossene Gebilde, 
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deren aufeinanderfolgende Querschnitte, falls der zerschnittene Ring 
ein massiver war, congruente Kreissectoren von dem Centriwinkel 
- - vorstellen. Ihre Scheitel liegen — unter A die Liinge der Mittel- 
linie des urspriinglichen Ringes verstanden — in jedem der beiden 
Gebilde auf einer Linie von der Liinge Au, und sind auch die Ver- 
drehungszahlen: ¢,, 2, beider Gebilde stets einander gleich. Auf 
diese Art erscheint das Ergebniss des Schnittes von Fall zu Fall ein- 
deutig bestimmt, sobald ausser dem gemeinsamen Werthe: 2 von 2, 
und 2, noch die Typengleichungen der durch den Schnitt erzeugten Ver- 
bindungen und Verknotungen angegeben werden. 

Meine diesbeziiglichen, durch Ausfthrung von 43 Experimenten*) 
erhaltenen Resultate erméglichen die Aufstellung folgender allgemeiner 
Gesetze: 

I. Der jeweilige Werth von z ist bei negativer Axendrehung des 
schneidenden Instrumentes positiv, bei positiver Axendrehung desselben 
negativ und seinem absoluten Betrage nach stets gleich der um 1 ver- 
minderten Umlaufszahl des betreffenden Schnittes zweiter Art. Gleich- 
zeitig mit ¢ fallen dann auch die Verbindung und eventuelle Ver- 
knotung beider Gebilde positiv resp. negativ aus. 

II. Die Anzahl: h der durch den Schnitt bedingten Aufhiingungen 
ist fiir g <u constant gleich w, wihrend sie fiir g > u mit dem je- 
weiligen Werthe von g zusammenfiallt. 

Ili. Die durch den Schnitt entstandenen Gebilde sind nur fiir 

wal, ¢=-+ 2q, 
beziehungsweise : 
u=2p—1, t=+2 

unverknotet, in allen tibrigen Fiillen jedoch mit einer Verknotung 
versehen, und stimmt deren Typus ausnahmslos mit dem Typus jener 
Knotenverbindung iiberein, welche durch einen Schnitt erster Art von 
der Umlaufszahl: 2p —1 und der Drehungszahl: +- q erhalten wird. 
Da sich nun bekanntlich bei derartigen Schnitten dieselbe Knoten- 
verbindung dadurch herstellen lisst, dass man die Axe des schneidenden 
Instrumentes in gq Umliufen um + (2p — 1) < 360° dreht, und q 
offenbar sowohl eine ungerade als eine gerade Zahl vorstellen kann, 
so entspricht jeder durch Schnitte erster Art erzeugbaren Knotenverbindung 
eine Verknotung von congruentem Typus. 

Um nunmehr auch den Zusammenhang dieser Inductionsschliisse 
mit unseren friiheren Erfahrungssiitzen vollstiindig zu tibersehen, ver- 
gleiche man die auf der Ringoberfliche fiir w= 2p —1, ¢=q ent- 

*) Niheres hieriiber findet man im dritten Theile meiner Abhandlung: 
,,Ueber eine Reihe neuer mathematischer Erfahrungssiitze“ (Sitzungsberichte der 
Wiener Academie, 88. Bd,, II. Abth., p. 989 — 974). 
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stehende Grenzcurve des Schnittes erster Art mit jenen Grenzlinien, 
welche einem Schnitte zweiter Art von gleicher Umlaufszahl aber doppelt 
so grosser Drehungszahl zugehoren. Hiebei zeigt sich, dass die letzteren 
aus je zwei identisch verlaufenden Grenzlinien der ersten Art bestehen, 
und jede Windung der einen Grenzlinie zwischen je zwei Windungen 
der anderen zu liegen kommt. Es kann also das, jenem Schnitte 
zweiter Art entsprechende Resultat auch erhalten werden, indem man 
durch das, mittelst des besprochenen Schnittes erster Art hergestellte 
Gebilde nochmals einen in sich selbst zuriicklaufenden Schnitt fiihrt, 
welcher die Centriwinkel simmtlicher Querfliichen desselben halbirt. 

Hieraus geht hervor, dass zuniichst die Inductionsschliisse I und 
III als nothwendige Consequenzen friiherer Erfahrungssitze aufzufassen 
sind. Beziiglich des Inductionsschlusses II ist diess allerdings nicht 
unmittelbar evident, liisst sich aber leicht auf Grundlage der bekannten 
Thatsache darthun, dass die Ordnungszahl der, durch irgend einen 
Schnitt erster Art erhaltenen Knotenverbindung gefunden wird, wenn 
man den absoluten Betrag der kleineren der beiden Zahlen w und ¢ 
um zwei Kinheiten vermindert. 

Ist niimlich erstens fiir den betreffenden Schnitt zweiter Art q 
kleiner als w, so besitzt jedes der beiden Gebilde eine Knotenverbindung 
(q — 2)" Ordnung, welche von der Gesammtverdrehung des Gebildes: 
(uw — 1) >< 360° den Betrag: (q — 1) >< 360° in Form jener (gq — 1) 
irreductibeln Ueberkreuzungen in Anspruch nimmt, welche der aus 
den Umschlingungen des ersten Knotens heraustretende Schlusstheil 
des (gq — 1)’ Knotens mit den (q¢—1) Knotenbigen bildet. Die 
iibrigen (w — q) Drehungen um je 360° treten in den knotenfreien 
Theilen beider Gebilde zwar urspriinglich auch als Ueberkreuzungen 
auf, lassen sich aber durch Streckung derselben direct in ebenso viele 
Windungen um je 360° umsetzen, womit vorliufig das Auftreten von 
(w — q) Aufhiingungen erklirt ist. Da ferner der Schnitt an und fiir 
sich q volle Windungen um die Mittellinie des Ringes ausfiihrt, was — 
unabhingig von den jeweiligen Verdrehungen beider Gebilde 
q weitere Aufhingungen des einen Gebildes auf dem anderen bedir 
so ergiebt sich fiir g << wu in der That: h=(w—qg)+q=—u. 

Ist dagegen zweitens q grésser als wu, so absorbiren die zwei in 
allen derartigen Fallen entstehenden Knotenverbindungen (uw — 2)'*" Ord- 
nung mit je (w — 1) Knoten die gesammte Verdrehung beider Gebilde 
in Form von irreductibeln Ueberkreuzungen, und kénnen daher nur 
die Windungen des Schnittes in der Gestalt von Aufhiingungen zur 
Geltung gelangen, d. h. es muss h = gq sein. 

Es eriibrigt jetzt noch die Besprechung jener Schnitte zweiter Art, 
fiir welche uw und ¢ entweder gleichzeitig ungerade Zahlen vorstellen, 
oder u eine gerade, ¢t eine ungerade Zahl reprisentirt. 


igt, 

















Neue Thatsachen der Topologie. 275 


Indem wir hierbei von der Betrachtung der Grenzlinien des je- 
weiligen Schnittes auf der Ringoberfliiche ausgehen, ergiebt sich, dass 
dieselben immer eine einzige in sich selbst zuriickkehrende Curve von 
doppelter Kriimmung constituiren, welche die Peripherie jedes Quer- 
schnittes des Ringes in 2u gleiche Theile zerlegt und dessen Mittel- 
linie ebenso oft umwindet, als ¢ positive oder negative Hinheiten be- 
sitzt. Es ist mithin jeder solche Schnitt zweiter Art einem Schnitte 
erster Art mit gleicher Drehungszahl aber doppelt so grosser Umlaufs- 
zahl iiquivalent, und lassen sich alle hier in Betracht kommenden Ge- 
bilde direct auf Grundlage unserer ersten Reihe von Erfahrungssiitzen 
beschreiben. 

Auf diese Art kinnen in unverdrehten, biegsamen Ringen ohne 
Ausfiihrung von Querschnitten tiberhaupt nur einfache Verbindungen, 
Knotenverbindungen und Verknotungen erzeugt werden, wobei sich 
speciell bei den einfachen Verbindungen, den Knotenverbindungen nullter 
und Verknotungen erster Ordnung durch passende Wahl von u und t 
jeder denkbare specielle Typus realisiren lisst, wéihrend Knotenver- 
bindungen und Verknotungen hiherer Ordnungen nur in gewissen, durch 
meine friiheren Entwicklungen vollstindig prdcisirten Typen herstell- 
bar sind. 

Hieran kniipft sich unmittelbar die Frage, wie oft irgend eine 
empirisch mégliche Verbindung beziehungsweise Verschlingung auftritt, 
sobald man fiir die Schnitte beider Kategorien alle dénkbaren Speciali- 
sirungen von # und ¢ in Betracht zieht? 

Da diese Frage augenscheinlich in drei Unterfragen zerfillt, er- 
scheint auch fiir deren Beantwortung eine dreifache Gliederung noth- 
wendig, und suchen wir demgemiiss vor Allem jene Zahl (N) zu 
ermitteln, welche besagt, durch wie viele Schnitte eine bestimmte ein- 
fache Verbindung, z. B. eine Verbindung vom Typus: 7’ = [(+-),] er- 
zeugt werden kann. 

Zu diesem Zwecke unterscheiden wir im Hinblick auf die That- 
sache, dass Verbindungen lediglich bei Schnitten zweiter Art mit 
ungeraden Umlaufszahlen vorkommen, zwei Fille, je nachdem a gerade 
oder ungerade ist. . 

Im ersten Falle entsteht die Verbindung a'* Art kraft des In- 
ductionsschlusses II so oft, als die halbe Drehungszahl des betreffenden 
Schnittes grésser als dessen Umlaufszahl ist und gleichzeitig den Werth 
a besitzt. Es wird mithin N hier gleich der, durch eine bekannte 
Formel bestimmten Anzahl: Z jener Glieder der Zahlenreihe: 1, 2, 3, 

..@—1, welche in Bezug auf a relative Primzahlen vorstellen. 

Im zweiten Falle tritt die Verbindung a'** Art zuniichst in jenen 
Z Fillen auf, fiir welche w =a ist, und q kleiner als a bleibt. Sie 
entsteht aber ausserdem fiir « < a noch so oft, als in der zuvor er- 
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wihnten Zahlenreihe wngerade relative Primzahlen in Bezug auf a 
vorkommen. Da nun die Anzahl der letzteren, wie eine einfache 


Ueberlegung lehrt, gleich = Z ist*), besitzt N in diesem Falle den 


Werth: : Z. 


Die hier gezogenen Schliisse gelten natiirlich auch fiir die Ver- 
bindung vom Typus: 7’ = [(—),] und lehren, dass N ausser fiir a = 2 
nur dann eine ungerade Zahl ist, wenn sich a als Potenz einer abso- 
luten Primzahl von der Form: 4p — 1 darstellen lisst, indem fiir: 

a= (4p — 1)" 
die Gleichung: 
Z = 2(2p — 1) (4p — 1)" 
besteht. 

Noch einfacher gestaltet sich die Erledigung der beiden iibrigen 
Unterfragen, welche die Bestimmung von N fiir positive oder negative 
Knotenverbindungen, beziehungsweise Verknotungen fordern. — Da 
hierbei nur empirisch médgliche Verschlingungen in Betracht kommen, 
wird deren jeweiliger Typus: 7’ stets als eine Specialisirung jener all- 
gemeinen Typengleichungen (3) und (4) auftreten, welche wir im 
zweiten Theile dieser Abhandlung fiir u =a, t=—-+- b, resp. u=b, 


¢=-+a nach Umformung des Quotienten: - =k + in einen 


Kettenbruch abgeleitet haben. Infolge dessen ist in der vorgelegten 
Typengleichung die Windungszahl: w, des ersten Knotens stets gleich ik, 
die Anzahl: m, der Knoten mit héheren Windungszablen gleich 9 — 1 
und die Gesammtzahl aller Knoten: » gleich a — 1, also: 


a=n+1, b=(n+1)0,+(%,4+ 1), 
mittelst welcher Daten sich iiber den jeweiligen Werth von N, wie 
folgt, entscheiden lasst: 

a) Bildet 7 den Typus einer positiven oder negativen Knoten- 
verbindung , so kann dieselbe fiir uwngerade Werthe von a und b durch 
zwei verschiedene Schnitte erster Art, jedoch durch keinen einzigen 
Schnitt zweiter Art erzeugt werden, wahrend in jenem Falle, wo ent- 
weder a oder b eine gerade Zahl vorstellt, speciell der Schnitt erster 
Art mit gerader Umlaufszahl einem Schnitte zweiter Art mit der halben 
Umlaufszahl und derselben Drehungszahl entspricht. Es ist also im 
ersten Falle N constant gleich 2, im zweiten dagegen gleich 3. 

b) Charakterisirt 7 eine positive oder negative Verknotung, so 
beschriinkt sich die Frage nach den méglichen Erzeugungsweisen der- 
selben von vornherein auf Schnitte zweiter Art mit ungeraden Um- 





*) Die einzige Ausnahme von dieser Regel tritt fiir a= 1 ein, fiir welche 
Specialisirung N = 2 ist, weil die positive und negative Verbindung erster Art 
bekanntlich in einander transformirt werden kénnen. 
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laufszahlen und geraden Drehungszahlen. Es wird daher, sobald eine 
der beiden Gréssen a,b durch 2 theilbar ist, nur ein einziger Schnitt 
die betreffende Verknotung hervorbringen, wihrend bei wngeraden 
Werthen von a und Bb stets je zwei, durch die Gleichungen: 


=a, t=+2b; u=b, t=+2a 


priicisirte Schnitte das gewiinschte Resultat liefern. 

Hiermit erscheint der jeweilige Werth von N fiir jede empirisch 
modgliche Verschlingung direct gegeben, und tritt nunmehr auch das 
eigenthiimliche Verhiltniss der Verbindungen zu den Verknotungen 
deutlich hervor. Da nimlich kraft des Inductionsschlusses II fiir beide 
zuvor angefiihrte Substitutionsreihen die Anzahl der, gleichzeitig mit 
der Verknotung entstehenden Aufhingungen dieselbe bleibt, combinirt 
sich jede Verknotung nur mit einer einzigen Verbindung, so dass der 
Zusammenhang zwischen den jeweiligen Typengleichungen fiir T und 
T gleichfalls als ein fixer anzusehen ist. 

Diese Thatsache fiihrt auf die Vermuthung, dass jede Verknotung 
mit der ihr zugehérigen Verbindung — theoretisch betrachtet — Ein 
Ganzes ausmache, 

Um hieriiber Aufschluss zu gewinnen, recurriren wir auf die be- 
kannten Wechselbeziehungen zwischen Knotenverbindungen und Ver- 
knotungen, gemiiss welchen aus jeder Knotenverbindung mittelst eines 
Liingsschnittes eine Verknotung von congruentem Typus herstellbar 
ist, folglich alle friiher aufgestellten Transformationsgleichungen fiir beide 
Verschlingungsformen gelten. Es werden also auch die der Substi- 
tutionsreihe : 


—2p—1, t=+2{k@p—1) +}, 
beziehungsweise: 
u=2p—1, t=-+20 
entsprechenden Verknotungen der 2(y — 1)' und (9g — 1)" Ordnung 
fiir k=O in einander transformirbar sein, wobei dann die Zahl der 
irreductibeln Ueberkreuzungen in jedem der verknoteten Gebilde von 
2(p—1) auf (g@ —1) sinkt, respective je (2p —@—1) Ueber- 
kreuzungen in ebenso viele Windungen um je 360° verwandelt werden 
kénnen. Auf diese Art erfahren die der ersten Substitutionsreihe zu- 
gehérigen {k(2p — 1) + 9} Aufhingungen fiir / = 0 einen Zuwachs 
um (2p —@~— 1) Aufhingungen von gleichem Zeichen, und so ent- 
steht die, fiir die zweite Substitutionsreihe charakteristische Verbindung 
der (2p — 1)" Art. Dies beweist, dass an den Transformationen 
der Verknotungen die ihnen zugeordneten Verbindungen gleichfalls An- 
theil nehmen, womit die friiher ausgesprochene Vermuthung ihre Be- 

stitigung gefunden hat. 
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Zum Schlusse der vorliegenden topologischen Untersuchungen*) 
modgen jetzt noch in Kiirze die Griinde dargelegt werden, aus welchen 
ich bei der Lésung der hier behandelten Probleme weder den auf die 
Umschlingungen zweier geschlossener Linien beziiglichen Satz von 
Gauss, noch die von B, Listing und G. Tait fiir Knoten gewahlten 
Darstellungsweisen verwerthen konnte. 

Was zuniichst den Gauss’schen Satz**) betrifft, so besagt der- 
selbe bekanntlich, dass — unter x, y, 2 die Coordinaten irgend eines 
Punktes der einen, unter a’, y’, 2° jene irgend eines Punktes der 
anderen geschlossenen Linie, unter A die Determinante: 


a—2z, y—y, 2-8 
dz, dy, dz 
dz, dy, dz 
verstanden — das durch beide Linien ausgedehnte Doppelintegral: 


we 


> >. 
/ / 4 — == 4m 
Sto )2 1 ay’ \e tb (e’ — 222 
x oo y (a — x)? + (y — y)*® + & — 2° 


ist, wenn m die Anzahl der Umschlingungen vorstellt. 

Bringt man behufs praktischer Verwerthung des Integrales eine 
der beiden Curven durch Biegung in eine horizontale Ebene, so zeigt 
sich sofort, dass die zweite Curve, wenn man dieselbe von irgend 
einem ihrer Punkte aus vollstindig durchliuft, die Ebene der ersten 
Curve bei manchen Umschlingungen von oben nach unten, bei anderen 
von unten nach oben durchsetzen kann. Es wird also, wie schon 
C. Maxwell***) erkannt, aber erst O. Boeddicker?}) eingehend 
nachgewiesen hat, nothwendig, zweierlei Arten von Umschlingungen 
zu unterscheiden, je nachdem dieselben infolge von Durchsetzungen 
erster Art oder von solchen zweiter Art entstehen, wonach der 


*) Eine eingehende Erérterung ihrer theoretischen Bedeutung findet man im 
dritten Theile meiner mehrerwihnten Abhandlung, p. 953 — 971. 

**) Dieser Satz, bekanntlich der einzige, in welchem Gauss das Gebiet der 
Topologie in Betracht gezogen hat, wird von seinem Entdecker mit folgenden, 
historisch interessanten Bemerkungen (s. Gauss’ Werke, V. Bd., p. 605) ein- 
geleitet: ,,Von der Geometria Situs, die Leibnitz ahnte, und in die nur einem 
Paar Geometern (Euler und Vandermonde) einen schwachen Blick zu thun 
vergiénnt war, wissen und haben wir nach anderhalbhundert Jahren noch nicht 
viel mehr wie nichts. Kine Hauptaufgabe aus dem Grenzgebiete der Geometria 
Situs und der Geometria Magnitudinis wird die sein, die Umschlingungen zweier 
geschlossener oder wnendlicher Linien zu ziéhlen.“ 

***) §.h. dessen 1873 zu Oxford erschienenes Werk: ,,A treatise on Electricity 
and Magnetism‘‘, vol. II, p. 40, 41. F 

+) 8. h. dessen 1876 zu Stuttgart erschienene Schrift: ,,Erweiterung der 
Gauss’schen Theorie der Verschlingungen mit Anwendungen in der Electro- 
dynamik":, p. 52 —58. 
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numerische Werth des genannten Doppelintegrales von Fall zu Fall 
durch das Product: 4s(a — b) a bestimmt erscheint, in welchem a 
die Anzahl der Umschlingungen erster Art, 6 jene der Umschlingungen 
zweiter Art vorstellt, und ¢ gleich + 1 oder — 1 zu setzen ist, je 
nachdem a — b positiv oder negativ ausfiallt. 

Hieraus folgt aber weiter, dass der numerische Werth jenes Doppel- 
integrales beispielsweise fiir eine Doppelverbindung zweier Curven vom 
Typus [(+)a(+).], (@ > 0) ebenso gross ausfillt wie fiir eine einfache 
Verbindung (a — b)'*' Art, mithin speciell fir a= 0b nicht nur fiir 
zwei unverschlungene Curven, sondern auch fiir zwei Curven in einer 
Doppelverbindung vom Typus: [(-++)a?] verschwindet. 

Auf diese Art steht der Gaussische Satz zu dem, was ich als 
positive resp. negative Aufhingung bezeichne, im Allgemeinen in keiner 
eindeutigen Beziehung, und war daher auch eine Anwendung desselben 
auf die von mir behandelten Fragen a priori ausgeschlossen. 

Um endlich noch B. Listings*) und G. Taits**) Darstellungs- 
weisen gegebenen Knoten, soweit hierbei spiiter von mir verwendete 
Knoten in Betracht gezogen wurden, ersichtlich zu machen und einen 
directen Vergleich mit meiner Darstellungsweise derselben Gebilde zu 
erméglichen, habe ich die betreffenden Knoten auf Taf. X und XI 
einerseits in den von mir gewihlten Gestalten, anderseits in den, ihnen 
von jenen Mathematikern gegebenen Formen abgebildet und driicke 
die zwischen den verschiedenen Verschlingungen geltenden Beziehungen 
im Folgenden symbolisch aus, wobei ich die Namen: Listing und 
Tait der Kiirze wegen auf deren Anfangsbuchstaben reducire und fiir 
die Worte: ,,transformirbar in‘‘ das Zeichen 7 beniitze. 

Das Experiment lehrt nimlich, dass die nachstehenden Trans- 
formationen ausfiihrbar sind: 

F, 29-(L., T), F. 30 (T.) © F. 41, (2 = ((+),); 
F. 31, 32 (T.) OF. 42, (7 = [()? Ds 
F, 33, 34, 35, 36 (L., T.) © F. 43, (7 = [(—), (+),])3 
F. 37, 38 (T.) © F. 44, (7 = [( cea 
F. 39 (T.) © P. 45, (2 = [He Hil); 
', 40 (T.) © PF. 46, (7 = (+): (+)2))5 
v4 7, 48 (‘T.) WF. 59, (1 = [\—), (H3))3 
F, 49 (‘T.) © F. 60, (2 = (+). (— D5 

*) S. h. dessen 1848 zu Géttingen erschienene ,,Vorstudien zur Topologie“, 
p. 54—58. 

**) §. h. ausser dessen Arbeit: ,,On knots“ (Transactions of the royal society 
of Edinburgh, vol, XXVIII, part I, p. 145—190) noch eine Reihe kleinerer Auf- 


siitze tiber dasselbe Thema in den ,,Proceedings of the royal society of Edin- 
burgh, Session 1876—77 u. 1878 —79. 
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F. 50, 51 (T.) & F. 61, (7 = [(—), (4); (—),); 
F. 52, 53, 54 (L., T.) W F. 62, (7 = [(—)? (+)")); 
F. 55, 56 (T.) ® F. 63, (7 = [(+)*}); 

F. 57, 58 (T.) © F. 64, (7 = [(+), (+)2)). 


In diesem Schema, welches alle von Listing graphisch dar- 
gestellten Knoten und fast die Hilfte simmtlicher von Tait abgebil- 
deter Knoten enthalt, repriisentiren F. 41 und 44 speciell die positiven 
Knoten erster und zweiter Art, Fig. 42, 43, 45, 46, 60 Verkniipfungen 
erster Ordnung, Fig. 59, 61 solche gzweiter Ordnung, F. 62 eine Ver- 
kniipfung dritter Ordnung, endlich Fig. 63, 64 Knotenverbindungen 
erster Ordnung, und diirfte wohl schon eine oberflichliche Vergleichung 
der in einander transformirbaren Figuren geniigen, um die grdéssere 
Einfachheit meiner Knotenformen gegentiber jenen von Listing und 
Tait erkennen zu lassen. 

Eine Verwendung der letzteren Knotenformen in meinen topo- 
logischen Untersuchungen wire daher mit der, vom wissenschaftlichen 
Standpunkte nothwendigen Forderung unvereinbar gewesen, die in 
Betracht gezogenen Erscheinungen nicht nur vollstdndig, sondern auch 
méoglichst einfach zu beschreiben. 


Wien, im November 1883. 








































Ueber die Parameterdarstellung der Verhiltnisse der Theta- 
functionen zweier Veranderlicher. 


Von 
Orro SraupeE in Breslau. 


Einleitung. 


Die vorliegende Arbeit ist aus dem Bediirfniss erwachsen, die 
Theorie der Umkehrung der hyperelliptischen Integrale 1. Ordnung in 
einer Form zu entwickeln, welche fiir gewisse geometrische Anwendungen 
geeigneter sei, als die bisher bekannten Darstellungen jener Theorie. 
Dieser Veranlassung entsprechend ist in der Arbeit vor Allem ange- 
strebt worden, in den aufzustellenden Formelsystemen die im Wesen 
derselben begriindete Gruppirung der betheiligten Elemente auch der 
Anschauung méglichst unmittelbar darzubieten. Von den verschiedenen 
Momenten, die diesem Zwecke dienen, seien hier die hauptsichlichsten 
hervorgehoben. 

Es bedarf zuerst der gleichmdssigen*) Bezeichnung der 6 Ver- 
zweigungspunkte der zweiblittrigen Riemann’schen Fliche vom Ge- 
schlecht 2, im Gegensatz zu der fiir andere Untersuchungen mitunter 
vortheilhaften Bezeichnungsweise, bei welcher einer der Verzweigungs- 
punkte die ausgezeichnete Benennung oo oder drei beziiglich die aus- 
gezeichneten Benennungen 0, 1, co erhalten. 

Es ist zweitens fiir die Behandlung des Umkehrproblems in dem 
geforderten Sinne von besonderer Wichtigkeit, in Gestalt und An- 
ordnung der beziiglichen Formeln die charakteristische Gruppirung der 
16 Thetafunctionen zweier Verdnderlicher mit Bezug auf die 6 Ver- 
eweigungspunkte zum Ausdrucke zu bringen. Diese Gruppirung besteht 


*) Die gleichmiissige Bezeichnung ist schon friiher angewendet bei C, Neu- 
mann, Die Umkehrung der Abel’schen Integrale (Halle 1863); Thomae, 
Sammlung von Formeln, welche bei Anwendung der elliptischen und Rosen- 
hain’schen Functionen gebraucht werden (Halle 1876); Cayley, On the double 
Thetafunctions in connexion with a 16-nodal quartic surface, Crelle’s Journal 
Bad, 83, 8. 216, (1877); Weber, Ueber die Kummer’sche Fliche 4, Ordnung mit 
16 Knotenpunkten und. ihre Beziehung zu den Thetafunctionen mit 2 Veriinder- 
lichen, Crelle’s Journal Bd, 84, 8. 339, (1877), und anderwirts. 
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darin, dass 6 von den 16 Thetafunctionen beziehungsweise einzeln den 
6 Verzweigungspunkten zugehéren, wihrend die 10 iibrigen den 10 
verschiedenen Eintheilungengaller 6 Verzweigungspunkte in jedesmal 
2 Gruppen von je 3 entsprechen.*) 

Einen weiteren Beitrag zu der verlangten Gestaltung der Resultate 
bringt eine auf die erwihnte Gruppirung der 16 Thetafunctionen und 
der 6 Verzweigungspunkte gegriindete Indicesbezeichnung der Theta- 
functionen mit sich ,**) welche in der Arbeit eingefiihrt ist und sowohl 
mit der Weierstrass’schen Indicesbezeichnung***) als mit der Rie- 
mann’schen Charakteristikenbezeichnung}) in engem Zusammenhang 
steht. 

Als letztes fiir die Entwicklung wesentliches Moment ist die Er- 
setzung der 16 Thetafunctionen durch 16 andere je um einen con- 
stanten Factor von jenen verschiedene Functionen hervorzuheben. 
Dieselben entsprechen den, nach dem Vorgange des Herrn Weier- 
strass, bei der Theorie der Abel’schen Functionen dreier Veriinder- 
licher von Herrn Schottky7}+) gebrauchten Sigmafunctionen. 

Unter gleichzeitiger und durchgreifender Verwerthung der auf- 
geziihlten Vortheile niihert sich die darzustellende Theorie der Ueber- 
sichtlichkeit, ohne welche die Anwendung auf gewisse Gebiete der 
Geometrie einen befriedigenden Abschluss nicht erreichen kann. 

Was die analytische Behandlung des Umkehrproblems nach den 
angegebenen Grundsiitzen angeht, so lege ich die von Herrn Rosen- 
hainjy}T) verfolgte KFragestellung zu Grunde, welche in vervollstiin- 
digter Form so ausgesprochen werden kann:*}) Die Verhiiltnisse der 

*) Das Gesetz dieser Gruppirung liegt in den Entwicklungen bei Cayley, 
A memoir on the single and double Thetafunctions (Philosophical transactions of 
the R. society vol. 171, S. 938 ff., 1879), ausgesprochen. 

**) In anderer Weise ist bei Cayley, a. zuletzt a, O., die Gruppirung zur 
Grundlage einer Bezeichnung (,,single-and-double-letter notation‘) verwerthet. 

***) Ueber die Grundlagen der Weierstrass’schen Bezeichnung referirt 


Borchardt, Crelle’s Journal Bd. 87, S. 169 (1878), ferner Kiénigsberger, 
Crelle’s Journal Bd. 64, 8. 20 (1864). 

+) Vgl. Prym, Neue Theorie der ultraelliptischen Functionen, Wiener 
Denkschriften Bd. 24, 8. 43 (1864). 

Tabellen zur Vergleichung der verschiedenen Bezeichnungen findet man bei 
Cayley, a. zuletzt a, O., 8.935 und bei Forsyth, Memoir on the thetafunctions, 
particularly those of two variables, Philosophical Transactions of the R. society, 
vol. 173, 8. 788 (1881). 

+t) Schottky, Abriss einer Theorie der Abel’schen Functionen von drei 
Variabeln (Leipzig, 1880), SS. 36. 153. 

tit) Rosenhain, Mémoire sur les fonctions de deux variables et 4 quatre 
périodes, Mémoires présentés par divers savants, Paris, 1846. 

*+) Die Formulirung entspricht der von Borchardt ausgearbeiteten 
Jacobi’schen Theorie der elliptischen Functionen, Jacobi’s Ges. W., hrsg. von 
Borchardt und Weierstrass, B. I, 8, 497. 
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16 Thetafunctionen von 2 Variabeln v, , v, und 3 Parametern ay, , a9, @o5 
sind als algebraische Functionen zweier unabbiingig verinderlicher 
Stellen g,, s, und 4,, s, eines algebraischen Gebildes von der Form 
s? = (a)—2) (a,—2) (@,— 2) (a, — 2) (a, — 2) (a, — 2) darzustellen, 
und das hiermit in impliciter Form gegebene Functionsverhiitniss 
einerseits nach v,,v,, andererseits nach z,,s, und 4,, s, aufzuldsen. 
Ferner sind die Nullwerthe der 10 geraden Thetafunctionen und die 
Nullwerthe der partiellen Differentialquotienten der 6 ungeraden, endlich 
auch die 3 Parameter a,,, @,., Gy, der Thetafunction durch die 6 
Verzweigungspunkte a), @,, @,, @,, a, a, des hyperelliptischen Ge- 
bildes auszudriicken. Hieran hat sich noch der Nachweis zu schliessen, 
dass das letztere ein allgemeines hyperelliptisches Gebilde 1. Ord- 
nung ist.*) 

Die Behandlung dieser Aufgabe kann in 2 Theile gespalten 
werden, von denen der eine die Theorie der Thetarelationen als ein- 
zige Voraussetzung hat, der andere aber auf die Theorie der Periodicitats- 
moduln der als hyperelliptische Integrale gedachten Argumente der 
Thetafunction sich stiitzt. Die schiirfere Charakterisirung der beiden 
Theile kann erst nach Einfihrung einer Reihe von Bezeichnungen 
gegeben werden und ist in den §§ 6 und 17 nachgeholt, wo zugleich 
der Gedankengang der vorliegenden Arbeit im Einzelnen erliutert ist. 

Von den beiden Theilen ist in der Arbeit nur der erste behandelt, 
der in der Ueberschrift kurz als Parameterdarstellung der Verhiiltnisse 
der Thetafunctionen bezeichnet ist, wihrend der zweite einer andern 
Gelegenheit aufgespart bleibt. 


Kapitel I. 


Parameterdarstellung der Verhiiltnisse der geraden Thetafunce- 
tionen und der partiellen Differentialquotienten der ungeraden 
Thetafunctionen fiir verschwindende Argumente. 


§ 1. 
Definition und Bezeichnung der Thetafunctionen. 


Die Thetafunction zweier Verinderlicher wird definirt durch die 
Gleichung: 


(1) O (5.8) (0; Vo) 


—@ 
*) Vgl. die Anmerkung von Weierstrass in der eben erwihnten Jacobi’- 
schen Theorie, a. a, O. 8. 545. 
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Hierin sind mit v,, v, die beiden Argumente der Function, mit 
G11 G2, Gq aber gegebene Constanten bezeichnet, welche der zur 
Convergenz der Doppelsumme (1) erforderlichen Bedingung entsprechen, 
dass der reelle Theil der quadratischen Form: 


246 2 
Ay, My? - Zap My + Ag My 


fiir alle positiven und negativen ganzen Zahlen n, und n, negativ sei. 
Von den 4 Buchstaben ¢,, &, @,', €, soll jeder entweder der Zahl 0 
oder der Zahl 1 gleich sein, sodass der Complex der 4 Buchstaben, 
die Charakteristik der Thetafunction, 16 verschiedene Bedeutungen 
erhilt. 

Die Definitionsgleichung (1) umfasst daher 16 verschiedene Func- 
tionen der Variablen v,, v,. Diese 16 Functionen sollen im Folgenden, 
statt durch die 4 Indices, welche ihre Charakteristik ausmachen, in 
einfacherer Weise unterschieden werden. Eine von ihnen soll keinen 
Index, die 15 iibrigen aber je ein Indicespaar bekommen; und zwar 
soll jedes Indicespaar aus zwei verschiedenen der 6 Zahlen 0, 1, 2,3, 4, 6 
bestehen. Im einzelnen sei die Bezeichnung durch folgende Tabelle 
festgesetzt : 


‘00 
5 (00) (1, V) = B(Y%, V) 
01 
(0, , Vo) = By, (v,, VQ) a (o1) (V,, Vp) = Bs, (1, Vp) 


10 
11 1) (is Vq) = Fs (01, V2) 


i 1) » of 
10 11 . 

9 (10 (1, Vp) = Doo (V;, V2) ® (10) (1, ¥2) = Mia(%, %) 
10 01 

# (09) V.) = Bo, (%, %) # (10), Vg) = Fog (%, V2) 

(2) 00 11 

a (%0 )) (04, Vp) = Fq4 (0, , V2) a (60) (01, Va) = Fog (V1, Vo) 
11\, 00 

a (11) (0, V2) = By, (%, V2) #(o1) ( 01» V2) = Fys (0, Vp) 


/00 

. (11) (My, V2) = Fos (M%, %2) 
10 

° (o1) (Vy, Vp) = Fo5 (04, V2) 


O1\. 
° (oo) (Vy, Vp) = Fy5(%, Y), 





Die Stellung der beiden Indices eines Paares wird als gleichgiiltig auf- 








f- 
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gefasst, sodass z. B. @,,(v,, v2) und 4, (v,,%,) dieselbe Function 
bedeuten. 

Die eingefiihrte Aenderung in der Bezeichnung mag vorerst als 
eine Abkiirzung betrachtet werden; ihre Motivirung giebt § 10. 

Gegenwiirtig sei nur hervorgehoben, dass die mit 2 Indices be- 
zeichnete Thetafunction wngerade ist, wenn die Summe der beiden 
Indices gerade, und dass sie gerade ist, wenn die Summe der beiden 
Indices ungerade ist oder die Indices fehlen. 


§ 2. 
Parameterdarstellung der Nullwerthe der 10 geraden Thetafunctionen. 


Zwischen den Werthen, welche die 10 geraden Thetafunctionen, 
Oix(V,, V2) mit ungeradem i + x, fiir die Argumente v1, = 0, v, = 0 
annehmen und welche kurz mit #;, bezeichnet werden sollen, bestehen 
eine Reihe von identischen Relationen. Unter Benutzung derselben 
kann man die 9 Verhiiltnisse der 10 Constanten @;, durch eine ge- 
ringere Zahl yon einander unabhingiger Parameter ausdriicken. Als 
soleche Parameter werden hier sechs mit a), @,, @, 43, @, a, (collectiv 
mit a;) zu bezeichnende Gréssen benutzt. Dieselben sind durch die 
gegebenen Constanten @,,, @,., @,. der Thetafunction nicht einzeln, 
sondern nur in der Weise bestimmt, dass 3 von einander unabhingige 
Doppelverhiiltnisse von je 4 der 6 Parameter gegebene Werthe erhalten. 

Man denke sich dementsprechend etwa a), a,, a, beliebig angenom- 
men und definire a,, a,, a, durch die Gleichungen: 


(dg—)(G,—@) 91; Os __ (Gg—4) (Qy— ay) __ Os OL 
Gia) (dea) — “92 62, ? (ue) (aa) — 92, 03, ? 
(3) iat 
(@p—dy)(as—a;) __ Par Pas y 
“(@4—4p) (@g— 44) ions 1 a, 


Nimmt man hierzu die 6 identischen Gleichungen: 


*) Das negative Zeichen in der 2. Gleichung ist deshalb gewiihlt, damit die 
Formeln unmittelbar auf den Fall passen, wo die a,, a2, Gg sowohl wie die a; 
reell sind und a; > a, > a, > a, >a, > @, ist. Es liegt sonach in dem Ansatze 
(3) eine gewisse Beschriinkung der Allgemeinheit, die fiir die nachherigen Formeln 
(5) in der Bevorzugung der natiirlichen Reihenfolge der Indices 0, 1, 2, 3, 4, 5 
ihren Ausdruck findet; die Differenzenproducte unter den Wurzelzeichen sind 
niimlich derart, dass sie alle positiv werden, sobald die a; reell und der erwihn- 
ten Ungleichung entsprechend sind. Wollte man diese Beschrinkung beseitigen 
und die volle Gleichberechtigung der 6 Parameter hervortreten lassen, so diirfte 
man nur die achten Potenzen der @;, in ihren Verhiiltnissen angeben. 

19 


Mathematische Annalen. XXIV. 








































286 Orro Sraupz. 


Os Dis + Fis Os — Fis Oi, — 0, 9° Oh. — 9, Oi; — 9% Fi, —0, 
(4) } 93, 03, — 03, 03, — 91, 01, — 0, 9° Os — Oh Oi, + 93, 91, —0, 
901 Dis — Fh Os + Fir Dis = 0, O° Hs — Os O11 — Oh Dis — 0"), 


so bestimmen sich aus den 9 Gleichungen (3) und (4) eindeutig die 
9 Verhiltnisse der Biquadrate der 10 Constanten @;, in ihrer Abhingig- 
keit von den 6 Parametern q;. 

Indem man aus den gefundenen Ausdriicken die 4. Wurzeln aus- 
ziebt und einen Proportionalitiitsfactor « einfiihrt, stellt sich das 
Resultat folgendermaassen dar: 








= a /(a,— ay) (4, — 4p) (4g—ay) - (4;— 45) (45 — 4,) (A; — 4s) 
o1 = & V/(a, — @,)(a@,— a,) (a, —Gs) -(d3— a; ) (a; — A) (@p — Gs) 
Bo, = a V(a,—a,) (a,—4,) (a,—a3) (4, —as) (4, — a9) (@y — 4) 
9; = a V/(a,—a;) (a; —a,) (@,—@,)- (4, — ay) (3 — ay) (Ay — A) 
. 9, = a j/(a, —a,) (a, — ay) (a,—a,) -(@3— a; ) (a, — ay) (4, — a) 
7 By = @& (a3 — ay) (4, — Ay) (4g—Gy) « (4,— 45) (4, — 4) (4, — 2) 
ye, = « /(A,— a5) (4g — Ay) (4g—Ay) « (4g—ay) (43 — 4) (4, — Ag) 
94, = a@ /(a,— ay) (ay— ay) (dy —4,) -(4,— 4) (4; — Ag) (@g — Ay) 
8, = « /(a, — a3) (a3 — ay) (@y—aa,) « (a, — @;) (@, — a,) (a, — 4) 
94; = a V/(a, — a) (3 — Ay) (@p—@y) « (@3— 4) (@, — 4) (4, — g)-**) 


Ueber die Bedeutung der Quadrate der 4. Wurzeln lassen sich aus den 
Relationen (3) und (4), in welche die Quadrate der Constanten 9;, 
eingehen, noch einige Schliisse ziehen, wihrend die Bedeutung der 
4. Wurzeln selbst aus den zwischen den Constanten @;, bestehenden 
Relationen allein nicht vollstiindig ermittelt werden kann. Da aber 
die linken Seiten der Gleichungen (5) ihrer Definition nach als eindeutig 


*) Die Formeln giebt in anderer Bezeichnungsweise unter anderen Weber, 
Anwendung der Thetafunctionen zweier Veriinderlicher auf die Theorie der Be- 
wegung eines festen Kérpers in einer Fliissigkeit, Math. Ann. Bd. XIV, 8S. 182 
(1878), ferner: Krazer, Theorie der zweifach unendlichen Thetareihen auf Grund 
der Riemann’schen Thetaformel (Leipzig, 1882), S. 41. 42. 

**) Diese Form der Parameterdarstellung der Nullwerthe der geraden Theta- 
functionen, findet sich bei Cayley, A memoir on the single and double Theta- 
functions, Philos. Transact. of the R. society vol. 171, S. 940; die erste der 10 
Formeln friiher schon bei Thomae, Sammlung von Formeln, welche bei An- 


wendung der elliptischen und Rosenhain’schen Functionen gebraucht werden 
(Halle, 1876), 5. 11. 
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bestimmte Constanten zu betrachten sind, so werden die Verhiltnisse 
der 4. Wurzeln in gleichem Sinne aufzufassen sein.*) 

Um in Riicksicht hierauf mit denselben rechnen zu kénnen, ist 
es zweckmiissig, die 15 vierten Wurzeln j/a;—a,, wo i und x zwei 
Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2,3, 4,5 sind und i > x, als selbstiindige 
Gréssen einzufiihren. Dabei soll das Symbol j/a; — a, immer einen 
bestimmten und ein fiir allemal denselben der 4 Werthe der 4. Wurzel 
aus a; — a bedeuten. Unter der 4. Wurzel: 


Vai — ay ) (a; _ dy) seey 
woi>x,?@>-x’,..., soll alsdann immer das Product: 


Va; oun fi Va - Ag' +s 
und in diesem die einzelnen Factoren in dem festgesetzten Sinne ver- 
standen sein. Um diese Auffassung auf die Formeln (5) anzuwenden, 
hat man vorerst das Differenzenproduct unter den einzelnen Wurzeln 
in (5) so zu schreiben, dass in jeder Differenz der Index des Minuenden 
grésser ist als der des Subtrahenden; was bei allen 10 Formeln (5) 


geschehen kann, ohne dass sich ein Minuszeichen unter der Wurzel 
einstellt; so ist z. B.: 





® == a j/(a,—4,) (a,— ay) (@y — Gy) *(4; —4y) (4 — 4) (4g —4). 

Die hierbei vorausgesetzte Festlegung der Werthe der 15 Wurzeln 
j/a; — ay, i > x, ist nun nicht vollkommen willkirlich. Vielmehr 
hat man sich dieselben so ausgefiihrt zu denken, dass die Verhiltnisse 
der 10 in (5) enthaltenen Wurzeln den Verhiltnissen der durch die 
4) Gyo, Ago eindeutig bestimmten Constanten @;, gleich werden. 


§ 3. 
Lineare Transformation der Argumente der Thetafunctionen. 


Nachdem die Verhiiltnisse der Nullwerthe der geraden Theta- 
functionen ihre algebraische Parameterdarstellung gefunden haben, 
wiirde sich die Aufgabe anschliessen, die Nullwerthe der 12 partiellen 
Differentialquotienten der 6 ungeraden Thetafunctionen in dhnlicher 
Weise auszudriicken. Dieselben seien zur Abkiirzung mit of, a, 
(¢ + * gerade) bezeichnet in dem Sinne, dass: 

@, _ i} 9; (2) ae (_— V.) | ¢ 

o,—0, v0 1,0, 0 


OY, OV 
*) Bei reellen @,,, Gj, Gg sind #, H,, %.3, 04, immer positiv; dagegen 
kann #,, in diesem Falle positiv oder negativ sein, weil 


Fr (Gir, — 2s Goa) = — Fra (rr, Gia» Gag) 
ist, die Convergenzbedingung der Thetareihe aber durch die Umkehr des Vor 
zeichens von dj,» nicht alterirt wird. 
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Es wiirde sich indessen ergeben, dass die Verhaltnisse der a”, a2) 
nicht rein algebraisch von den Parametern a; abhiingen. Um trotzdem 
partielle Differentialquotienten zu gewinnen, deren Nullwerthe in ihren 
Verhiltnissen algebraische Functionen der a; sind, muss man die 
Thetafunction nicht nach den urspriinglichen Argumenten 1, , v, differen- 
tiiren, sondern statt dieser Argumente durch eine ijineare Transformation 
neue Argumente einfiihren. Die letzteren seien mit u,, uw, benannt 
und mit v,,v, durch die Relationen verkniipft: 


(6) Oy = Hy Uy HF &yQ My, 
Vo = Myy My PF Ayo My, 
in denen @,, G19, G1, G. (collectiv mit «,, bezeichnet) vorliufig 


disponibel bleibende Constanten von nicht verschwindender Determinante 
bedeuten. 


Man kann hiernach die Thetafunctionen als Functionen von u,, w, 
betrachten und mag allgemein 


(1) Dix (0, , V2) = Oix (Uy, Ue) 
setzen. 

Es ist dann fiir die 10 geraden Thetafunctionen (so oft i+ x 
ungerade ist): 


(8) Dix = 4;,(0, 0) = 0;,(0, 0) = Ojx. 


Dagegen wird fiir die 6 ungeraden Thetafunctionen (so oft i + x gerade 
ist), wenn man: 


[ 00, (U4, Ue) | Py (1) [ 00, , (Uy, Ue) Py (2) 
OU, %==0,%=0 stil %4=0,%=0 = 


OUg 
setzt: 


9, 
(9) 


’ (1) ’ (2 
05, Dix + Oy, Diz’, 
* (2) * (1) ‘(2 
0;; = O59 Dix + Cy Bis . 


§ 4. 

Parameterdarstellung der Nullwerthe der partiellen Differentialquotien- 
ten der 6 ungeraden Thetafunctionen. 

Die Thetafunction enthalt, insofern sie als von u,, wu, abhingig 

betrachtet wird, 4 disponible Constanten @,,, @., @,, G9. Ueber 

diese soll so verfiigt werden, dass 4 von den 12 Grdssen 0;{”, 0,2 


“Ee ix 


ihren Verhiltnissen nach gegebenen algebraischen Ausdriicken in den 
a; gleich werden. 


. ane : ee ° > ‘ 
Um diese Verfiigung zu treffen, fiihre man vorerst die 6 Con- 
stanten ein: 
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mo, = « /(a,—a,).(a3—a;) (4; — a,)(a, — a5). M,,, 
Nyy = & V/(ay — ay) - (3 —,) (a, —A,)(a, — ag) . My, 
ho = a} (dy) — ay). (a3 — a) (4; — 4) (a, — a=) - My, 
No, = & WV (dy — G,) . (4,— Gy) (4, — Gy) (iy — 4) - My, , 
Yu) = & V (a; —@,).(@ — @,)(@,— @y) (ay — ay) .M,, 
ns = & V/(a, — a5) .(a,—a,) (A, — a) (Gy — Ay) -M 5, 


O 
(10) wo die M;, folgende Producte bedeuten: 


M,, = (a,—,) (@,— a3) (4g — a) + (4, —,) (4, — As) (4, — a5), 
My, = (@,— a) (a, — @)(@, — A; + (Ay — @,) (4g — 4g) (4g — a; ), 
My. = (ay —4,) (4g — Ag) (@y — 5) - (2 —,) (Ag — Ag) (€g—A;), 
M,,, = (a, — ay) (A3 — Ay) (Ag — dy) + (4; — Ay) (45 — Ay) (4, — A), 


M,,, == (@; — &) (45 — Ay) (Gs — a)+ (4, — Gq) (4, — Ay) (@; — Ay), 





| My, = (4, — ay) (@, — Ay) (@, — 4) + (3 — Ay) (4g — GQ) (A, — a4). 


Die Verhiiltnisse dieser 6 Constanten ;, sind der Definition nach von 
denselben 6 Parametern a; abhiingig, wie die der Nullwerthe der 10 
geraden Thetafunctionen; auch soll beziiglich der Bedeutung der 4. 
Wurzeln in (10) das zu den Formeln (5) Bemerkte gelten. Endlich 
soll der in den Definitionsgleichungen (10) vorkommende Factor « der 
nimliche sein, wie in den Gleichungen (5); man kann sich denselben 
vorléufig als durch die Gleichung: 
a 


c=; ss coe 


V (@g— Ag) (4 — Ay) (Gq — Ag) + (43 — as) (a;—a4) (ay — 43) 








bestimmt vorstellen. Das Bildungsgesete der 6 Ausdriicke (10) ist 
dies, dass jedes der 6 Differenzenproducte unter den 4. Wurzeln 10 von 
den 15 Differenzen a; — a, enthilt und in den einzelnen Ditferenzen- 
producten beziehungsweise die Parameter a), a, @,, 4, G3, a, fehlen.*) 

Nach Einfiihrung der Gréssen »;, (¢-++% gerade) sollen die 4 Coef- 
ficienten der linearen Substitution (6) so bestimmt werden, dass unter 
Annahme zweier beliebiger Constanten g, und g,: 


*(1) as — Ie "(1) as, — Ie 
0:1 = . O13 = Nis. 


= 1)- . 
(11) J2— Hi Ist» 92 —- % 
@,.”) jen Se ee a ee oe 
; n— G2 "1 ~ 1 — 9 3 


‘ . ‘(al ‘(2 . 
Sobald man diese Werthe von 4 der 12 Constanten 6;”, 0; annimmt, 


*) Vgl. Thomae, Sammlung von Formeln etc, 8. 13. 
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sind die 8 ast bereits mit bestimmt. Es gelten nimlich fiir die 


1 . . "a r(2 ° . 
Pix, a2, a,” , einerseits und die 0,,, 0,2’, 0; andererseits die Re- 
lationen*) (m = 1, 2): 


oy Bo, Py, O35 ; = Fos 9,395 oer” — Do; a, 5 P45 a3” 
DP By, Oy, Der” —= Foy; Hy, Fk” — Oy; og yg 18” 


? 
> 
(12) *(m) > (m) 
a B,, 3), Pao = 0,;9,,; Fo; — By, B43 945915 ? 
a Hy, Fo, Bor” a By; Do; Do; O51 x + 945993925915”, 
und ebenso: 
©, 8; O,, O35” = O,,0,3 O,5 O51"? — ,, O,, ©,, O18", 
) O,,0,, O21" = 7 O39; 84; O51 a. - Oy; 9.5 Oy. 5915”, 
S) Oy; Bo, O45" = —- 0,; O,; Oo; Os” — 0,; Q,; 0,05", 
O Oy, O,, Os” = O43 Oy, 9, O54” + O,, Oy, 0,518”. 


(13) 


Aus den Formeln (13) ergeben sich, unter Zugrundelegung der 
Werthe (11) und unter Benutzung der Darstellung (5) der 0;, = %;,, 
die 8 noch tibrigen 0;%". Man erhiilt durch Ausfiihrung der Rechnung: 





‘ Daa $ a2 — Ie (1) ay — Ge 

e. = ao Ge Neo io) (1) iy el Y re) 2, = Noo 
” Je— 91 lea» - Je— 91 Tao » - Je — lo2 » 
(2) @y — (2 a —g ”(0) &.— 9g 

04 = = = 2 Noq > a0” — rs a N40 > a= > a No2> 

(14) 
@,{? ee ae 6. an 2 — 8 » [ .., &~—-.. 
Jo — 91 135 9 51 92 — M51 > 13 Ie —% is» 

* (2) a, — oe.) as — J * (2) a, — 
5 => _ = Fr = ?)- (3) ‘ = — Nia e 
. n—g > Ve 91 — gp “H1? P 2 — 9 


Hiermit sind aber die Verhiiltnisse der Nullwerthe der 12 partiellen 
Differentialquotienten der 6 ungeraden Functionen ©;,(u, U.) algebraisch 
durch die 6 Parameter a; dargestellt. Dabei ist die Constante nix der 
gemeinsame Factor von O;!) und 0;2 und unterscheiden die 


1 
beiden Constanten g, und g, die nicht gemeinsamen Factoren von ©; 
und 0; . 


Zufolge der Voraussetzung iiber den in die Definition (10) der »;, 


*) Dieselben ergeben sich, indem man die zwischen den Thetafunctionen 
bestehenden Productrelationen (vgl. Krazer, a. a. O. S. 39) einmal mit den 
Argumenten %,, v, und einmal mit den Argumenten w,, u% schreibt, dieselben 
nach v und v, und beziehungsweise nach w, und w, partiell differentiirt und 
hierauf die Argumente v,, vg und 4, %, verschwinden liisst. 














(1 














(15) 


(16) 
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eingehenden Factor a, kann man das erhaltene Resultat weiter dahin 
ausdehnen : 

Durch die Formeln (5) und (14) ist das Verhiiltniss von irgend 2 
der 22 Grissen 0;,(—= 8: ,) (¢ + * wngerade), 9 @;? . @; 2 (¢ + x gerade) 
rein algebraisch durch die 6 Parameter a; dargestellt.*) 

Dabei sind allerdings in den Functionen 0;,(u,, wu.) 4 Constanten 
11, &y9, M4, yo enthalten, welche die urspriingliche Thetafunction 
9, (V,, V.) nicht aufwies, Dieselben sind mit Riicksicht auf die Glei- 
chungen (9) und (11), also durch die Gleichungen zu bestimmen: 
| Pst + a, os.) = 2 = : N51 cy O45" + ty, HY? = 2 a 9 Nis» 

1p B51 + oO) = —- N51» i$) + @, 2H) = as 1133 
ihre Determinante wird dann im Allgemeinen nicht verschwinden. 

Uebersichtlicher kann man die Coefficienten «,, durch folgendes 
System von 12 Gleichungen definiren: 





My HY? yy DY? = r = . Nay» %_ Bet) try » Of) = —- Naa» 
Oy 94)" + My, O40” eo _— Nin» 42 O40” + Gyo O40” = ao 10» 
04, Box? ee, dy) = s _ gq, lore = M12 af? + a» du) = = —— Noo + 
O14 933) + Ory a0 = ae — 2 M35» “12 O55” + &%, » O35) = ia 2 — N35 » 
4, B51 + ety, O51” = Pai ; Msi» ya Dot’ Mae oD = z or N51» 
Oy a3” + My, os) = rs = = 13» tt, OS” + a, 2 OS” = ™ 2 =e Nis: 


Sobald nimlich die 4 letzten dieser Gleichungen — das sind die Glei- 
chungen (15) — bestehen, folgen die 8 iibrigen vermége der Identititen 
(12) von selbst. 


§ 5. 
Darstellung des Factors « durch die Coefficienten «,,. 
Um die Coefficienten «,, aus den Gleichungen (15) zu berechnen, 
wiirde man diese durch @ dividiren und die Quotienten 7st . = durch 
die a; ausdriicken mittels der Formeln (5) und (10). Alsdann findet 


*) Vgl. Schottky, Abriss einer Theorie der Abel’schen Functionen dreier 
Variabeln (Leipzig 1880), 8. 153, Formeln (27) 
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’(1) * (2) (i) a’ (2) 
a, a5 P15 715 


. . . 1 13 . 
man die «,, durch die Quotienten 2 er et ee und die 


a; dargestellt. 

Diese nur zur Orientirung angedeutete Berechnung der a,, soll 
indessen nicht verfolgt, sondern die «,, zunichst als durch die Glei- 
chungen (16) definirte Gréssen weitergefiihrt werden. 

Durch diese Coefficienten «,, stellt sich in einfacher Weise der 
Factor @ dar, welcher in den Gleichungen (5) und (10) auftritt. 

Aus den Definitionsgleichungen (16) der «,,, @,5, @;, @ 9 ergiebt 
sich namlich mit der Abkiirzung 


(17) A = O41 Gy — yy My), 
Aes (1) ___ (@g — Ja) Gan + (43 — 9s) a1 ” 
Ie — 91 oi 
4 g, (2) __ (Gs — Je) M2 + (Az — 4) 
a Li =: N51» 
91 — Ie 
{ 915 , (a; os Je) Xog + (a, Ji) Ge 
= ~o. ; Nis 
Je— 1 
(Gs, — Jo) Oy + (A, — Gy) Oey 
Ad, = : —— 
. 1 — 9s lis 


Hiermit erhilt man: 


A (ai : — Or) O15”) = ——s N51 N13° 
J2 1 
Nun besteht aber die Relation*): 
(18) I OP — OP OY = 99,,9,.9,, 
und ist mit Riicksicht auf (5) und (10) 
DI A291, an a. 


(Gs — G3) N51 Nis 
Demnach ist: 
1 
(19) e == — —— 
VA (92—91) 


Der in den Gleichungen (5) und (10) auftretende Factor a ist also von 
der Determinante der Substitution (6) abhdingig. 


*) Vergl. iiber dieselbe Rosenhain, a. a. O. S. 483; Kossak, das 
theorem der ultraelliptischen Functionen 1. i he (Berlin, 1871), 8. 15. Thomae, 
Sammlung von Formeln etc. S. 17 (1876); Weber, Ueber die Kummer’sche 
Flache 4. Ordnung mit 16 Knotenpunkten und ihre Beziehung zu den Theta- 
functionen mit 2 Veriinderlichen, Crelle’s Journal, Bd. 84, 8. 338 (1877). Der 


Additions 


Beweis der betreffenden Formeln ist nur am letztgenannten Orte angedeutet. 
Dagegen findet sich ein Beweis der entsprechenden Formeln fiir hyperelliptische 
Thetafunctionen von beliebig vielen Variabeln bei Thomae, Beitrag 


zur Be- 
stimmung von @ (0 


0,...,0) durch die Classenmoduln algebraischer Functionen. 


Crelle’s J. Bd, 71, S. 201, Formel 14 (1869). 

















Thetafunctionen zweier Veriinderlicher. 993 


Die Abhiingigkeit von g, und g, ist nur eine scheinbare, indem 
in A g, und g, so vorkommen, dass A(g, — g,) wieder von g, und 
Jy frei wird. 


§ 6. 
Resultate der bisherigen Paragraphen. 


Indem in § 1 von der Definition der Thetafunction ausgegangen 
wurde, ist die Auffassung der Parameter a,,, 4, @.. der Thetafunction 
als von vorn herein gegebener Gréssen zu Grunde gelegt. Mit ihnen 
sind dann zufolge der Definition der Thetafunction auch die Nullwerthe 
%;, der 10 geraden Thetafunctionen (i -+ * ungerade) und die Null- 
werthe #,  9;© der partiellen Differentialquotienten der 6 ungeraden 
Thetafunctionen (7 +- x gerade) als gegebene Constanten zu betrachten. 
Die Aufgabe, auf deren Lésung die §§ 2—5 ausgehen, besteht in der 
Darstellung der durch mannigfache Relationen miteinander verkniipften 
22 Constanten 3;,, 0°), #© durch die 6 unabhingigen Parameter a;,. 

Was fiir die Lésung dieser Aufgabe in den §§ 2—5 geschehen 
ist, kann so charakterisirt werden: Es sind neben den 6 Parametern 
a; 4 Hilfsgréssen @,,, G9, Gg; 9 (Guy) eingefiihrt worden, welche 
ihrer Definition (16) nach von den a; und den Verhiiltnissen der 
tix, HO, HE) (vgl § 5 zu Anfang) abhingen. Alsdann ergeben 
sich die 22 Constanten durch die Gréssen a; und «,, dargestellt; es 
gelten niimlich die 10 formeln: 


1 


(20) = ————— 
VA (92—9) 


} ‘( y—Ay)(y - y)(Ay—4y) « (a,—as)(a, = ay Yay - ay) 


u. s. w. (vgl. (5) und (10)) und ferner die 12 Formeln: 


, — gy) 009+ (ay — 9) pi 
(21) of — 92) ret (a W)%_ 1/4, —a4)*( dg —@, )(Gs—A, )(,—Gy)-M,, 
A (Jz — 91) VA(G2—9) y : 
wo wie friiher: 
My, = (4, — Ay) (Ay — Gy) (@y — 45) - (Ay — Ay) (Ay — As) (Gy — G5) 
> 


u. s. Ww. (Auflésungen der Gleichungen (16) mit Riicksicht auf (10) 
und (19)), wobei A = @,, a. — @ 5G). 

In diesen Formeln sind nun die 10 Gréssen a; und e@,, nicht von 
einander unabhiiugig; vielmehr bleibt weiter die Aufgabe zu lésen, die 
4 Coeffieienten «,, durch die 6 Parameter a; darzustellen, womit dann 
die eigentliche Aufgabe vollstindig gelést ist. 

Die 4 Hilfsgréssen «,, haben aber noch eine weitere Bedeutung, 
insofern sie in die Definition der Functionen 0;, (w,, uv.) eingehen. 
Wie man sieht, sind die Formeln (20) und (21) von verschiedenem 
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Charakter; die Producte YA (g, — g,) - #,*) sind niimlich direct gleich 
algebraischen Functionen der Parameter a;, wahrend die Producte 
VA(g, — g,)- #:2"*) noch von den Hilfsgréssen «,, abhingen. Um 
nun eine Thetafunction zu bilden, bei der dieses verschiedene Ver- 
halten der Nullwerthe der geraden Thetafunctionen und der Nullwerthe 
der Differentialquotienten der ungeraden Thetafunctionen in Wegfall 
kommt, ist die Function: 
Oi (ty tho) = Fin (Oy, My yy Uy, Ogg My  Oyy thy) 
(vgl. Formel (1)) definirt werden. Unter Einfiihrung dieser Theta- 
function und geeigneter Verfiigung iiber die Coefficienten «,, erhiilt 
man an Stelle von (20) und- (21): 
VA(g,.—9;). 0 
(22) j= V(a, — @,) (@,— Gq) (4p — @g) - (@3 — 5) (4, — 4) (4, — a) 
und 9 weitere Formeln 
und: 


VA (J, — gy) + O21” 
Ay 


= 2% V(a,—4,) + (@3—45) (a5— 4) (4 — 45) « My, 
J2— 91 7 ‘ 4 


VAG.—=9)- Of 

(23) —= = = V/(a.—4,) + (a3 — as) (a, —a,) (a, — G3)» N,, 
(wo wieder 

My, = (a,— a;) (4,— a) (@,— a;) - (4, —a,) (a, — ag) (a, — a5) 


gesetzt ist) 





und 5 weitere Formelpaare. 
Die Thetafunctionen 9;,(u,, #) haben somit die Eigenschaft, dass die 
2 5 ’ 
os . ‘) ’ @ . ° 
Verhiiltnisse der 22 Constanten 0;,, 0;:’, 9;. rein algebraisch von 
den 6 Parametern a; abhingen. 


*) Die hier gegebene Qarstellung des Factors VA(@. — 9;) gelangt, wenn 
die Determinante A, wie ich dies bei einer andern Gelegenheit zeigen werde, 
durch die Parameter a; ausgedriickt wird, zur Uebereinstimmung mit den Dar- 
stellungen von Thomae, Beitrag zur Bestimmung von #(0,0,...,0) durch die 
Classenmoduln algebraischer Functionen, Crelle’s J. Bd. 71, S. 201 (1869); Fuchs, 
Ueber die Form der Argumente der Thetafunctionen und iiber die Bestimmung 
von #(0,0,...,0) als Function der Classenmoduln, Crelle’s J. Bd. 73, S. 305 (1871). 
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Kapitel IL. 


Parameterdarstellung der Verhiiltnisse der Theta- (Sigma-)- 
functionen fiir veriinderliche Argumente. 


§ 7. 
Ein System untereinander unabhingiger Relationen zwischen den 
16 Thetafunctionen. 


Zwischen den 16 Thetafunctionen 0;,(u,,,) mit verinderlichen 
Argumenten bestehen zahlreiche Relationen, welchen simmtlich iden- 
tisch geniigt werden kann, indem die Quotienten der 16 Thetafunc- 
tionen als algebraische Functionen zweier neuer Variabler z,, 2, dar- 
gestellt werden. Die Méglichkeit einer solchen Darstellung beruht 
darauf, dass aus der Zahl der erwihnten Relationen auf mannigfache 
Weise 13 von einander unabhingige Relationen ausgewihlt werden 
kénnen. Solche 13 Relationen sind die folgenden, wobei zur Abkiirzung 
Oi. (wu) fiir O;,(u,, wu.) gesetzt ist: 


0° O35(w) = Of: Ods(w) + OF, Ofo(u) — Oi Ode (uw), 
0° O51 (u) = — Ops O54 (w) + O3s Ofo(w) + Cis Oia (u), 
O° Ois(u) =  Oh5 Oza(u) — O25 Ofo(w) + Ofs Odo (e), 
O'Ou(u)—=  O510* (u) — Of: Ofo(w) — O51 O82 (w), 
Q’Oi3(u) = 05307 (u) — Ojs Of (w) + O33 Ob: (w), 
O° Ops (u) = 0550" (w) + Of; Oi (u) + O35 Oba (0), 
O02 (wu) = 020" (w) + Ob: Ob2(u) + Of Od: (u), 
O° O23(u) = 0330” (w) — Obs Oi (uw) — Of; OX (w), 
0° O35(w) = 03,0" (u) — Ops Ob2(u) + Of; O%(u), 
O° Oi (wv) = 01,0 (uw) — 0 Ox (w) + O08: Ofo(u), 
O° Ois(u) =  Oi30* (uw) + ©3303, (w) + Obs Ofo(w), 
O° Ois(w) =  Of50° (uw) — O35 Os (uw) — O's Cin (0), 


03 8p; Oo; (%) On (u) — O.5 0,595; (w) Oyo(u) + 04; 94; Oy, (w) Oo (u) = 0. 


Auf Grund eines solchen Systems von 13 Relationen hat Herr 
Krazer*) die Rosenhain’schen Formeln in verallgemeinerter Form 
abgeleitet. Die Relationen nehmen aber eine fiir den vorliegenden 


*) Vgl. Krazer, a. a. 0. S. 42 ff. 
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Zweck geeignetere Gestalt an, wenn man an Stelle der 16 Theta- 
functionen 16 andere je um einen constanten Factor von jenen ver- 
schiedene Functionen einfiihrt, was im foigenden Paragraphen ge- 
schehen soll. 


§ 8. 


Definition der Sigmafunctionen zweier Veranderlicher. 


Neben jede der 16 Functionen 0;,(u,, wu.) sei eine mit gleichen 
Indices behaftete Function 6;,(u,, w,) gestellt, und zwar sei*): 


fiir «+ x = ungerade: fiir i + x = gerade: 
O,, (ty, Ue) O.. (tt, Ue) 
- ix i» “2 - \ ix\“1i>s “2 
(24) Gi (u,, U) = 6 : Gin (Uy, Uy) = — a 9’ ® 
ad 0; + ix 
Dabei ist zu beachten, dass nach (14): 
OF (1) * (2) 
(29) — (0; -f- 0: ) = Nix 
ist, 


Die Nullwerthe der geraden Sigmafunctionen werden nach der 
Definition (24) gleich 1, 


(26) Gix=1 (i+ ungerade); 


fir die Nullwerthe der partiellen Differentialquotienten der wigeraden 
Sigmafunctionen hat man nach (14): 





f 2) an o' (1) a “2 — 9 da AS 
a $e— Hr’ - 92-9” = 92— 9” 
o (2) —— M — I : o’ (2) = a— ; o (2) —— a — 9 , 
(26) ™ hi — Ge - Ii — Ie = Ii — Ge 
26 
ot) —, “1 — 2 of — 2% of 1) = 4S — 9% 
35 cs ao 1 ee 13 tte ms 
92 9; 92 " J2—- % 
o Owain ay =e... Or an a3—- | o’ (2) ax a; — 4 : 
” I: — Ge 1 91 — 92’ 8 Ki — Ge 


Fiihrt man die Functionen 6;,(u,, wu.) unter Beriicksichtigung der 
Werthe (5) und (10) der 0,, und »;, in die Thetarelationen des § 7 
ein, so nehmen dieselben nach entsprechender Reduction die folgende 
Gestalt an, wobei 6;,(u) fiir 6;,(u,, wu.) steht: 


. 


*) Die Bezeichnung o ist im Anschluss an Herrn Weierstrass gewihlt 
(vgl. Schottky, a.a. 0. 8. 36 u. S. 153). Die hier eingefiihrten Sigmafunctionen 
unterscheiden sich von den bei Herrn Schottky benutzten wesentlich nur um 
einen Exponentialfactor von der Form ¢40"°+24e%tt4nu* der fiir alle 16 Func- 
tionen derselbe ist und dessen Hinzufiigung fiir die Entwicklungen des Textes 
ohne Einfluss bleiben wiirde. 








- 
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(28) 


(29) 
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— (d,—4,) (4y— Ay) (4) —A) 635 (wu) 
= (@y—G,) (g— ay) (€,—ay) 624 (Ul) + (4,—Gy) (€,—A,) (4 —A2,) Gi0(U) 
+ (ay—ay) (ay>—ay) (a,—a, ) Gow), 
— (@y—€,) (€y—ay) (iy — @y) 651 (10) 
= (a,—4,) (@—d3) (a,—@g) 624() + (@,—ay) (4,—A5) (yp —at) Gio(t) 
+ (ay—ay) (ay—ag) (4 — Ay) Gp2(u), 
— (@y—a,) (@4—ay) (4p —Ay) 633 (U) 
= (a,—a,) (a,—a;) (@, —a;) 634(u) + (a,—ay) (4 —a4) (@y —C4,) Gio) 
+ (ay—az) (p—a;) (@2—a) Gp2(W). 
(a, — a4) {6°(u) — 601 (u) } 
= (ay — a,) { (ay —as) (dy — as) Goa (u) — (a, — a5) (a, — a;) Gi0(u)}, 
(a, — a,) {6° (uw) — oes (u)} 
= (a) — a3) {(a,—a;) (ay —a,) 62 (uw) — (a, —a;)(a, — a,) G40 (u)}, 
(a — a) {0° (uw) — 645 (u)} 
= (ay — as) { (@y — ay) (@y — Ay) 6o2 (U) — (4, — a) (4, —A3) G40 (u)}, 
(a,— ay) {6° (uw) — ox (u)} 
= (a,— a,) {(a,— a5) (a,— a5) 624 (uw) — (4) — 3) (dy — A) Goo (u)}, 
(a, — ay) {6° (uw) — 633 (u)} 
= (a,— 5) { (a,—a;) (a, — a,) 624 (u) — (ay — a5) (ay — 4) O02 (u)}, 
(a, — ay) {6° (uw) — 0% (u)} 
=(a,—a;) {(a,—4@,) (4, —43) G24(u) — (ay — 4) (4) — Gg) G02 (et) }, 
(@)— a) {o° (w) — oi (u) } 
=(a,— a,) {(a) — a3) (@y) — as) 640 (U) — (ay — Gg) (ay —- as) G24 (u)}, 
(ay) —a,) {6° (u) — ois (u)$ 
=(a,— a5) {(a, — a) (dy — ay) G40 (t) — (4, — Gs) (@y — ay) 634 (u)}, 


(a) — a2) {6° (u) — Gis (w)} 





‘= (a,— 4s) { (@)— a) (49 — 4) Gi0(u) — (ay — ay) (A, —- ay) 621 (w)} ; 


(Gy — Gy) Gy4(U) Gy, (U) + (4, — Aq) Fy (U) Fy, (U) 
+ (dy — ay) 59) (0) = 0*). 


*) Auch auf die Gestaltung der Vorzeichenverhiiltnisse dieser Formeln ist 


die in § 2 geschehene Bevorzugung der natiirlichen Reihenfolge der” Indices 
0, 1,2, 3, 4, 5 von Einfluss geblieben, 
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Man erkennt, wie in diesen Formeln die Indices der Sigmafunc- 
tionen und der Parameter a; sich in iibersichtlichster Weise gruppiren. 
Warum iiberall die geraden Indices 0, 2, 4 unter sich und die un- 
geraden 1, 3, 5 unter sich, nicht aber die geraden und ungeraden 
wechselseitig, gleichberechtigt hervortreten, wird in § 10 seine volle 
Erklirung finden. 


7 g 9. 
Algebraische Darstellung der Sigmaquotienten. 


Indem man die 8 algebraischen Functionen zweier unabhingiger 
Veriinderlicher z, und 2z,: 


pi = V(a; — 2) (a — %)*), 
j= (), 1, 2,3, 4, 5, 


Sx = V (49 — 2x) (4, — &x) (4, — 2x) (@3 — 2x) (4, — 2x) (A; — 2x), 
sen, 2, 

einfihrt, findet man nach dem von Herrn Rosenhain**) und 

Krazer***) eingeschlagenen Verfahren, dass den 13 Relationen des 


§ 8 geniigt wird durch folgende Substitutionen, in welchen » einen 
Proportionalititsfactor bedeutet: 


(31) ath 7 Uy) = Py, Gy (Uy, Uy) = PPy, Gyn (My, Uy) = PP,, 
31) ; 
Gy, (Uy, Up) = PP,» Fy (Uy, My) = PPy, Gy, (ty, Uy) = MP,, 





6(u,, U) = earns | . 8 J 82 
$ &,— Ze \ (dg—Z4) (Ae — %) (A,—2,) (@y— 2g) (Ag—Zq) (4— Za) 
— op M1PsPs ae Sq 
? &y—2_ \ (Ay—#) (Ag—%) (€5—%) (@4—2 ) (3 —2y) (4,2) }? 
Go, (tty, tty) = gp PiPs Ps . 84 j _— Sg : ) 
By— Bq \ (Ay—2) (Ag—%) (@g—2}) (@,—2g) (€gq—2) (Ay — 2s) 
—_— PoPsPs 8; se Sg 
(32 © SB (e-ae *) eee) 
G3 (tty, Uo) == gq P2PEPa =< S1 See ex) 
%—Z_ \(A3— 2%) (Ag —%4) (Ay—2;) (ds —Zp) (@g—%q) (A4—2) 
mm ep ersP 51 _— Se 
eth &,—%e Spe aT (@y>—2Z) ae : 
Gy; (Uy, Uy) = D PsPxPe _—  — — ) 
; y—2_ \ (4;—24) (@g—%) (Ay —2}) (@s—2) (@y—Zg) (A4—2e) 
__ - PoPrPs ; 84 re Se 
| fhe a &;) vacate aaa 


*) Vgl. Schottky, a, a, O. S. 158. 
*ty A a. O. S, 421 ff. 
*#*) A. a. O. S, 46 ff. 
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PiPsPo 84 8g 
Go, (Uy, U SS ee 
21 thy Ma) = By—Bq \ (Ay—44) (@g— %) (€o—4) (Gy —22) (@4—- 2p) (Ag — 2) 
_ SaEaPs ( s. ais x oe 
? By—2_ \ (Ag—24) (Ag—%) (A5—%4) (d@g—Zp) (@g— 2) (A;—29) 
PsPsPo Sy S82 
653 (Uy, Uy) = 4 — ——_—__?—___.. 
2a ( 14a) —= P By—& \ (Ag—2%) (4, —2) (Ay —2}) (@3— 2g) (@g— 2g) (@p— Za) 
= phePi(___ ois! eons 
By— Bq \ (g—Z24) (s— &) (a—%) (dg—£q) (€s—2e) (@,—2p) 
len ot. \eee PsPs Po a ee = _ $2 a 
Oy Ma) = Y 2,—2q apie 1) (@o—%) (@s—2y) (@4— %q) (Ap—hq) 
PoPiPs /_ 8 ee . ae = ) 
(32) 24—%_ \ (Ag— 2) (@,—%) (@s—2) (@g—#») (@;—%2)(Ags— 2%) }’ 
Oa) 
Pi PoPe2 8 Ss 
6, ,(t,, Uo) = — _— — 
ai( ” 2) ? &—% cee (@;—£g) (Gg — 2) (Ag—2p) 
PaPads ee ae 
By— Bq \(@y—%) (@s— 41) (@;—41) (@4—22) (4g— 22) (4s—%) }” 
= 8 8 
649 (U,, Uo) = —- - ——__—— 
sa - 2) P's,—% —k eer (@g—Za) (g— 22) (Az — 22) 
ee. aM RRR a: 
(@s—8,) (€s—2,) (@—2) (@y—&g) (As—%2) (@;—2) 
( — 4s ra 82 
O45(hy, Uy) = P 2y— 2 Ger ns (a;—%e) een eee 
PsPiPs 8} a 2s. Yee 
Ta &—% ( —&,) (@,—#;) (4g—#) ae ) 


Was die Zweideutigkeit der Gréssen p; und s, angeht, so denke 
man sich die »; und s, in Producte aufgelést in der Weise: 


p= V aj ae Va; — &, 
Se = & Vd) — bx Va, — bx Vy — Bx V dy — Bx VO, — 2p V5 — bx. 
Dann werden alle zwischen den Sigmafunctionen bestehenden Rela- 
tionen durch die Substitutionen (31), (32) erfiillt, wenn jede der 
Wurzeln /a; — 4, Ya;— 2, eine beliebige, aber in allen Formeln 
(31), (32) dieselbe Bedeutung hat, und tiberdies ¢, und ¢, je nach 


Belieben , aber je gleichmiissig in allen Formeln (32), gleich + 1 oder 
gleich — 1 genommen werden. 


§ 10. 


Die algebraischen Charakteristiken der Sigmafunctionen. 


Man erkennt beim Anblick der 16 Formeln (31), (32), sowie der 
Formeln (5), (14), (10) unmittelbar das einfache Gesetz, welches die 
*) Val. tiber diese Form Weierstrass: ,,Zur Theorie der Abel’schen 


Functionen“‘, Crelie’s Journal Bd. 47, S. 292, Formel (7), sowie Schottky, a. a, 0. 
8. 158, Formel (37). 
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Vertheilung der 6 Parameter a,, @,, @,, 43, @,, @, auf die algebraischen 
Ausdriicke in den genannten Formeln befolgt. Indem man in diesem 
Gesetz eine wechselseitige Zuordnung der 16 Sigmafunctionen (‘Theta- 
functionen) und der 6 Parameter a; begriindet sieht, kann man sich 
dahin ausdrticken: 

Jede der 6 ungeraden Sigmafunctionen (Thetafunctionen) gehort zu 
einem der 6 Parameter, jede der 10 geraden Sigmafunctionen (Theta- 
functionen) gehirt zu je einer der 10 miéglichen Gruppirungen der 
6 Parameter in 2 Gruppen von je dreien. 

So gehdrt beispielsweise 6,,(u,, u.) ZU a), G(u,, u) zu der Grup- 
pirung (a,@,a,) (a,4,a4,); allgemein ist die Zusammengehdrigkeit aus 
folgendem Schema zu ersehen, wo 6;, fiir 6;.(#,, uw.) und ¢ fiir a; steht: 


° _ os 
6,,:0, Oy 2 4, Gy 2 4, 

; a “es. 
Gy; * 1, 65429) O13 29) 





1 124 140 102 
(33) Ses: 64, : 64, : 
"* 1035’ 4° 235’ *\435’ 
324 340 302 
Go? - , Goo 2 - Gyo 2 = 
%* 1051 "3°1251° “° 451? 
524 540 (502 
oO . oO . oO e 2 
%* 1013? = 8" bot te 


Der Reihenfolge der Indices innerhalb der einzelnen Tripel ist hierbei 
keine Bedeutung beizulegen. 

Will man hiernach die algebraische Darstellung der Sigmaquotienten 
als Grundlage der Indicesbezeichnung der Sigmafunctionen wiahlen, so 
wiirde man jeder ungeraden Sigmafunction einen Index, jeder geraden 
aber sechs in 2 Gruppen zu dreien getheilte Indices beilegen. Es wiire 
also z. B. 6, mit 6, und 6 mit Go24 zu bezeichnen. Diese Bezeichnung, 

135 
sie mag die der algebraischen Charakteristiken heissen, ist bei der 
vorausgesetzten Grundlage diejenige, welche keinerlei Willkiir in sich 
schliesst. Dagegen: 


Die Zweiindicesbezeichnung, welche in der vorliegenden Arbeit gi 
braucht ist und den Vorzug der Einfachheit besitzt, ist nur eine von 
10 gleichberechtigten Bezeichnungen. 

Man erkennt nimlich aus dem Schema (33), dass bei ihr die 
Gruppirung 024.135 der 6 Indices ausgezeichnet ist, und erkennt 
ebenso leicht, wie der Uebergang von der Bezeichnung der algebraischen 
Charakteristiken zu der Zweiindicesbezeichnung stattfindet; die beiden 





























Indices der ungeraden Function 6,,(u,, wu.) beispielsweise sind die beiden 
Zahlen, welche mit dem einfachen Index von 6, (u,,#,) das eine der beiden 
Tripel 024, 135 bilden; die beiden Indices der geraden Function 
6y,(U;, M%) sind die beiden Zahlen, welche in der entsprechenden 
Gruppirung 124.035 (vgl. (53)) gegen die ausgezeichnete Gruppirung 
024.135 verstellt sind. 

Nach dieser Charakterisirung der Zweiindicesbezeichnung ergiebt 
es sich als nothwendige Folge, dass bei Anwendung dieser Bezeichnung 
iiberall die Unterscheidung der geraden und ungeraden der Zahlen 
0, 1, 2, 3, 4, 5 eine Rolle spielt. Dies findet sich bestitigt in den 
Formelsystemen: (4), (12), (13), (18), (§ 7), (27), (28), (29). 

Die Zweiindicesbezeichnung geht unmittelbar in die von Herrn 
Weierstrass*) eingefiihrte Indicesbezeichnung iiber, wenn man die 
Zahl 5, wo sie unter den beiden Indices einer Function 6;, vorkommt, 
wegliisst, dagegen statt o (ohne Index) schreibt 6,. Um diesen ein- 
fachen Uebergang von der Zweiindicesbezeichnung zu der Weierstrass’ - 
schen Bezeichnung zu erméglichen, sind in der vorliegenden Arbeit 
die 6 Parameter a; mit den Indices 0, 1, 2, 3, 4, 5, nicht mit 1, 2, 
3, 4, 5, 6 benannt, was iibrigens vielleicht vorzuziehen wiire. 


Algebraische Darstellung gewisser Combinationen der Sigmafunctionen. 


System von Formeln ab, welches fir die weiteren Entwicklungen 
gebraucht wird; es bedeutet g eine beliebige Constante und ist 6;, (w) 
fiir 6;,(u,, uw.) geschrieben: 


(34) 


geben sind. 


Aus den Formeln des § 9 leitet sich ohne Miihe noch folgendes 





*) A.*a, O. Crelle’s Journal, Bd. 47, S. 291, Formel (2) und (7). Henoch, 
De Abelianarum functionum periodis, Berolini 1867, S. 14, wo die vollstiindigen 
Tabellen der Bezeichnung fiir die Thetafunctionen von 2 und 3 Variablen ge- 
Fiir 4 Variable findet man die entsprechende Tabelle bei Prings- 
heim, Zur Theorie der hyperelliptischen Functionen, insbesondere derjenigen 
3. Ordnung (e@ = 4), (Leipzig, 1877), 8. 18. Vgl. auch die in der Einleitung oben 
erwihnte Notiz von Borchardt, Crelle’s Journal Bd. 87, S. 169. 


oP 





As 


3 - 


Os, 
a, 
ay 
ay 


Mathematische Annalen. 


=—_ < a,— 9 ‘ 
913 (U) Gog (Ut) + oF G5 (4) Gog (e) 
) 5 3 
—y a — 9 / 
~ Gy, (U) Gy, (we) + = i G13 (WU) Go5(u) 
vo & ag — 9 
nee ay (W) Go, (w) + ee Gy, (U) Go, (w) 
— a 3 1 
2 PaPs (g—%)s  — _(g—%) &% 
& — 2 { (dg — %) (Ay — %) (dy — Z) (Gy — 2) §’ 
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§ 11. 


XXIV. 20 
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H3 7 645 (u) Gy, (u) + = = : 65, (u) G3 (e) 





a, — ds ,—a 
@,— 9 " 9 
ac « Gy; (U) Gy, («) + a,—a, 73 (u) 6, (u) 
_ a&-J9 oo 
aes G54 (U) Gy, (tw) +“ @, we Gy; (U) Gy, (u) 
= g? PsPo | (9—*%)S = ss (YG — &) 8 ’ 
ie fi — fe (ay — %) (Gy — %) (@4 — %) (@ — %) §’” 
(34) Gs —g Py 
a, — a, G13(u) 6,; (wu) )+- ds a. G54 (Ue) ys (ee) 
%—~— 9 ~— 7 
a Gy, (U) Gy, (w) + @—a, %3 (w) 6, (2) 
iy > @ = as = 
a: (w) 643(w) + a= (u) 64, (w) 
= g? _oPs (9-4) = — 1) . 
& — Sq | (@yo — 2%) (Ge — %) (Gy — 2g) (@p — 2g) 


In der Gesammtheit dieser 9 Formeln treten an den Buchstaben 
6, p, @ die Indices 0, 2, 4 unter sich und die Indices 1, 3, 5 unter 
sich vollkommen gleichberechtigt auf. Es wiirde aber neben dieses 
System von 6 Formeln ein zweites zu stellen sein, in welchem im 
Vergleich zu jenem die Rolle der Indices 0, 2, 4 gegen die Rolle der 
Indices 1, 3, 5 vertauscht ist. Man hiitte dann ein System von 18 
Formeln, in welchem, nachdem einmal die Gruppirung 024.135 aus- 
gezeichnet ist, iibrigens volle Gleichberechtigung der 6 Indices herrscht. 


Kapitel I. 


Auflésung der Parameterdarstellung der Verhiiltnisse der Theta- 
(Sigma-) functionen. 
$ 12. 
Eine Gruppe von 18 Additionstheoremen fiir die Sigmafunctionen. 
Fiir die Thetafunctionen 0;,(u,, #.) gelten bekannte Additions- 
theoreme*), welche sich ebenso wie die Relationen des § 7 unmittelbar 
auf die Sigmafunctionen tibertragen lassen. Durch solche Uebertragung 
erhilt man die folgenden Additionsformeln, in welchen u,, «, und 
u,', u, zwei beliebige Variablenpaare sind und uw; w’; w -+- wv’ beziiglich 
zur Abkiirzung fiir u,, w,; u,’, u,'; uw, ++ u,, UW + 4, geschrieben ist: 
(@;—@5) Gy) (UW) Go, (uw — wu’) 
(BD) } = (Gg— Ag) { G9, (W’) 6 4,(W’) Gyo ( te) Gyq(ee) — Gyo( tt’) Gyo(W’) Fa(t4)G,, (ee) } 
+ (a@.— 4) {6y,(w’) G54 (0) Gg; (t) F43()— Gy, (t') F,3(W') Gyy(t) 6, ,(w)\, 


*) Vgl. Krazer, a. a. O. S. 59. 
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(43 — 45) y9(U-+ W’) 6g, (u —w’) 

=(a;—a;) {6, 1(W) 65, (U’) Gyo() Gy 4(&H)—Gq9(w’) 6,,(w') 6, ,(U) Gy, (w)} 

+ (dy — Aq) { 6y(W’) 654(W’) 6p, (WU) 64 9(U)— 6y5(W’) 6,3(w') ,,(4) 6;,(u)}, 
(ds —G;) 6y,(W+W’) 6y)(u —w’) 

= (dy — As) {6 94(U’) 6y4(U’) Fy 4(W) Gyq (4) — Gq (U’) Gyq(tt’) Gy, (w) Fy, (u) } 

+ (ay — Ap) {64,(W) 6, ,(w’) 64; () 6,3(U)—6y,(u’) 6,4(u’) 6,,(u) 6,,(u)} . 





In der Gesammtheit dieser 3 Additionstheoreme treten die geraden 
Indices 0, 2, 4 véllig gleichberechtigt hervor, von den ungeraden 
Indices 1, 3, 5 dagegen ist der Index 1 ausgezeichnet; in 2 weiteren 
Tripeln von Additionstheoremen wiirden beziiglich 3 und 5 unter den 
ungeraden Indices ausgezeichnet sein, die geraden aber dieselbe Rolle 
spielen, wie im 1. Tripel. In der Gesammtheit der 9 so erhaltenen 
Additionstheoreme sind dann die geraden Indices unter sich und die 
ungeraden unter sich gleichberechtigt vertreten. Um endlich auch die 
geraden und ungeraden Indices gegeneinander gleichmissig zu stellen, 
sind diesen 9 Additionstheoremen 9 weitere hinzuzufiigen, bei welchen 
gegeniiber den 9 ersteren die Rollen der geraden und ungeraden In- 
dices vertauscht sind. Man hat alsdann eine Gruppe von 18 Additions- 
theoremen, welche in demselben Sinne zu der durch die Zweiindices- 
bezeichnung bevorzugten Gruppirung 024.135 der 6 Indices gehdrt, 
wie die Gruppe der 18 in § 11 beschriebenen Formeln. Mit der Ge- 
summtheit dieser 18 Additionstheoreme soll weiterhin operirt werden, 
wenn auch die explicite Ausfiihrung der Rechnung auf die 3 ersten 
Relationen beschriinkt bleibt. 


§ 13. 
Uebergang auf die hyperelliptischen Differentialgleichungen. 


Durch partielle Differentiation der 1. Gleichung (35) nach w,’ oder 
uw,’ und nachherige Nullsetzung der Argumente u,’, uw,’ ergiebt sich 
mit Riicksicht auf die Formeln (26): 


(ay ~ ds) {oy9(u) Poel. — oyy(u) Soul 4 
= 2 a (dy — Jy) O13 (U) Gy; (U) — (A; — G2) 554 (tt) Gos (ut , 
ee 


(a, — @, ) {o2(w) a sa — 649(u) ora) | 


Mg — My 


ean? (4g — 91) 13 (U) G5 (WH) — (45 — 91) G54 (4) 543(u)} . 
i— & 


20° 
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Hieraus folgt weiter: 


(36) Go» (UH) AG (U) — Gy. (ew) dGy(w) 
rn ee B-h gs Ie - 
ee hae ;(&) Gy, (w) +- me 6, (w) 64 (u)) du, 


= ( = a G13 (U) Gy; (wu) + - —— 9: 65 (u) Sy (t)) du} ; 
ee 5 


@, — a 
. . , . . . © + 
auf gleichem Wege ergiebt sich aus den beiden andern Formeln (35): 


6, (U) dGy,(U) — Gy. (u) doy, (u) 


a 


- - A, — Yo te 3 
ea soy (3 - G15 (U) Gy, (we) + : 651 (u) 6x («)) du, 


a3 


a3— ot) Gs — 9 j 
- ( een 6, () Gy, (w) + zo 65,4 (wt) Gy. (w)) du, 
Gq (U) dGy,(U) — Gy, (u) do) (w) 


Uy — Ay a3— Go _ 1 / a; — Je 
= 6,.(w) 6,-(u W)G,.(u)) du 
aa {( Gy — a, 213\%) Fas) +> Gh, — G54 (U) O45 ) Uy 


ds —- Ag 


rat ( “ = 6,5(u) G,,(#) + —% o,, (u)643(«) ) du,}. 


Diese 3 Formeln, welche nur von den Verhiiltnissen der Sigma- 
functionen abhiingen, gehen mit Benutzung der Formeln (31) und 
(34) iiber in: 


p,dp, — p.dp, 


= (dg — 4) PoPy yf {Je — #9) 54 (Jz — 2) 8: : 
1\ (as 


_ du 
(Jo — 9) (2 — 22) eo — 23) (A, — &%) (@y — %) (Ay — 2 ) t 


(9; — 2e) § (Gy — 24) 8 
= ? Ni = MN 1) 82 du.' ; 
(Gg — 4) (Ay — %) (Gy — 2g) (4 — 2) * 


Pydp, — py dpy 


(@4— 4) PsPo (f (Gu — 42) 8 i, (Je— %)%  \ ay 
(Je — 91) (41 — 42) Ge 41) (ay — &) (Gy — 2g) (My - a) ) . 


(91 — 42) 8 ane (91 — %) 82 du. 
(a4 — 2) (@g — %) (@, — 2) (@y — 2) ~* 


P2 dpy 7 dp. 


_ __ (Go — 42) PoPe ‘( (G2— #2) 8 _. ae He -) du 
; 1 
29) 


(G2 — Ys) (#1 — 4) U\ (Gy — %) (eg — %) (@y — 22) (dg — % 


—_ (gi — #2) 8 is (Hi — 4) 82 du ( 
(ig — #1) (da — #1) ~~ (ho — #2) (2 — 2) J 78 
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Fiihrt man hier endlich fiir p), p,, p, die Ausdriicke (30) ein, so 
nehmen diese Gleichungen die Gestalt an: 


1 dz, dks 
2 ( (@g— %) (@4— 2) (yg — 2g) (@4 — 2g) ) 


(Ja — 2) d Uy, — (91 — 22) AUg ‘ (Je — %) dy — (94 — 21) Atty 


= $s - Sy 
(Ge — 91) (21— 22) (@g— 21) (@4— 2)! (Jo—91)(#:—#) (Gg — 2) (Ay — 2g) *” 


1 dz, dzy 
2 (axa (ao— %) + (@4— 2) iw) 


(37) 
(Ja Bg) At, — (9 — 2) du, —— (Jg—%) dy — (9 — %) dg 
(G2— 91) (1 — 22) (@g— 2) (4 — 4)! (Jo—91) (21%) (4 — 2p) (@y — 2) ©?” 
1 da, d zy 
2 \ (@o—%) (42—%) (@y — %) (@y— 22) ) 
(J2—%_)dUy—(fi—%2)dUy (Jz — %,) buy — (9, — 2) d Ug 





~~ (Ja— G1) (24 — &2) (Ag — 2) (Gg — %) “! bd (Je—91)(%1 — 42) (i) — 2) (Ap — 2) = 


Auf diese 3 Differentialgleichungen fiihren nicht nur die 3 ersten, 
sondern auch die 6 iibrigen der 9 in § 12 zuerst erwihnten Additions- 
theoreme; die 9 weiter erwiihnten Additionstheoreme fiihren auf 3 
weitere Differentialgleichungen von der Form (37), in welchen nur die 
My) Gy, @, durch die a,, a,, a, beziiglich ersetzt sind. Die erhaltenen 
6 Differentialgleichungen entsprechen wiederum der Gruppirung (a, a, a4) 
(a,a,@,) der 6 Parameter a; Zu jeder der 10 andern Gruppirungen 
wiirden 6 entsprechende Differentialgleichungen gehéren. Von den 
60 so erhaltenen sind aber je 4 identisch und bleiben daher nur 15 
Differentialgleichungen von der Form (37), welche den 15 Combinationen 
der 6 Parameter a; 2u zweien entsprechen. 

Diese 15 Differentialgleichungen liefern als gemeinsame Auflésungen 
nach dz, und dz,: 


; (Jo —91) (#1 — 42) “ = — (Jo—%) dy — (9, — 42) dy y 
(38) ; 
d 

; (J2—9;) (41-42) - =— (Jy — 2) dy + (GQ, — 4) dt, 


und als gemeinsame Auflésungen nach dw, und du,: 


du, = ; (45-9) — + + (4 — 9) 


5 


2 
? 
82 


1 dz 1 dz 
Atty = > (2 — 92) . + <a 92) z : 


(39) 


Die Differentialgleichungen (39) geben mit Ausfiihrung der Integration: 
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315 $1 15% 
dz 


(40) 4 = 7 (2 Gi) Fy te - {3 (4 — 92) = + ¢, 

4a» — #2, — $2 
wo ¢,,¢, 2 Integrationsconstanten sind.*) Hiermit sind die zwischen 
den Variablenpaaren u,, wu. und z,, 2, angesetzten Gleichungen (31), 
(32) nach u,, vu, aufgeldst. 

Die Variablen u,, wu, ergeben sich als iiberall endliche Integrale, 
welche zu der durch die algebraische Gleichung: 

(41) s* = (a) —2) (a, — 2) (4, — 2) (43 — 2) (a, — 2) (@; — 2) 
definirten Riemann’ schen Fliiche gehoren. 

Das durch die Gleichungen (31), (32) definirte Functionsverhiltniss 
ist also derartig vorzustellen, dass die Variablen u,, u, nicht schlecht- 
hin von 2,, 2, sondern von 2 Stellen z,, s, und 4,, s, der Riemann’ 
schen Fliiche (41), und zwar symmetrisch, abhingig gemacht sind. 

Es bleibt nun die umgekehrte Aufgabe zu lésen iibrig, die beiden 
Stellen 2,,s, und ¢2,, s, der Riemann’schen Fliche in ibrer Abhirgig- 
keit von w,, u, darzustellen, womit zugleich das Umkehrproblem der 
Integrale (40) gelést wird. 


§ 14. 
Aufstellung der quadratischen Gleichungen fiir z, und z,. 


Aus der Theorie der Partialbruchzerlegung ist bekannt, dass man 
eine in gz quadratische Gleichung, welche die Wurzeln z= z, und 
2 = 2, besitzt, in der Form darstellen kann: 

(@y — 2) (@y — 29) 
(@y — Gg) (Mg — Ag) (Gy — 2) 


a (ag — 2) (Gp — 29) 

(dg — G4) (@g — Mg) (Ag —- 2) 
r (@, — 2) (4 — 2g) ae 

(a4 — Gq) (44 — Gg) (4 — 2) ; 
Dieser Gleichung kann unter Einfiihrung der in (30) definirten Ab- 
kiirzungen p; die Form gegeben werden: 

(dg — 4) Po? + (a4 — ay) po® + (ap — Gg) p? — 
a — 2 ag— Z@ Q,— 2 

Man hat so eine quadratische Gleichung, deren Coefficienten als sym- 
metrische Functionen ihrer beiden Wurzeln z,, 2, dargestellt sind. 
Diese symmeirischen Functionen sind aber durch die Formeln (31) in 


*) Dieselben sind durch den Ansatz (31), (32) vollkommen bestimmt und 
haben beide den Werth 0, sofern man nur die Integrale u,, uw, selbst in der ihnen 
zukommenden Vieldeutigkeit auffasst. Denn aus jenem Ansatz ergiebt sich, dass 
fiir 2, = 2, — S, = s, die ungeraden o-F unctionen alle 6 gleichzeitig verschwinden 
miissen; dies ist aber nur méglich, wenn mit Bezug auf die Periodenpaare, welche 


die s-Functionen nach den Argumenten w,, %: haben, die Congruenzen u, — 0, 


U, = 0 bestehen. Auf diesen bereits dem 2. Theile der vorliegenden Theorie an- 
gehérigen Punkt, denke ich anderwirts niiher einzugehen. 
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ihrer Abhiingigkeit von u,, w, gegeben. Es sind daher ¢,, 2, die 
Wurzeln der quadratischen Gleichung: 


a : 2 
(42) (dg— 44) G24 (M4, Ug) (@,— 4p) 610 (U4 ’ Ug) (a rr ag) Go (Mh, Us) ee 


My — & a, — 2 seat wef 


ay— 2 


Ebenso wiirde man z,, 2, definiren kénnen durch die Gleichung: 


(a3 — a;) a. (ty, Ug) (a,— a) ‘4 (ty, Ua) (a@, — ds) 6 A (ty, Ue) 
(42) + ; +— = 


a,—2 @,—8 a; — & ia 


Beide Gleichungen zeichnen die Gruppirung der 6 Parameter ay, a,, 
(lg, @g, @,, @, in die beiden Gruppen a,, a, a, und a,, a3, a, aus; 
sie gehéren in diesem Sinne zu der geraden Sigmafunction 6(w, , u,). 
Zu jeder andern geraden Sigmafunction gehéren aber ebenfalls 2 ent- 
sprechende Gleichungen. 


Man erhilét so 10 Paare quadratischer Gleichungen fiir 2,, 2, von 


der Form (42), welche den 10 geraden Sigmafunctionen beziiglich zu- 
geordnet sind. 


Jede einzelne derselben kann zur Bestimmung von 2,, 2 dienen. 


§ 15. 
3 
Darstellung des Factors m in (31), (32) durch Sigmafunctionen. 
Jede der 20 quadratischen Gleichungen kann zur Bestimmung des 
in den Formeln (31), (32) auftretenden Factors gm verwerthet werden. 
Da nimlich, um an die 1. Gleichung (42) anzukniipfen, z,, 2, die 
Wurzeln derselben sind, so gilt identisch in Bezug auf ¢: 
(43) (a, — ay) (ay — 2) (ay — 2) 624(w) + (ay — Gg) (4, — 2) (€g—2) G40 (tt) 
+ (ay on: My) (a) — 2) (a, —é) Gis (w) 
= {(a, — d,) 634 (w) + (a, — ty) Gio (UW) + (a) — @,) Gin (w) } (2, —2)(4,—2). 
Setzt man daher ¢ gleich einer beliebigen Constanten g, so erhilt man: 
/ (9) 
44 —£ —,) = 9 ‘ 2 2 ’ 
es (9 ) 9 2) (dg— 4) 65, (mW) + (@4— Ap) G49 (10) (Gy — Ag) Ghy (W) 
wo 
(9) =(a,— 4) (42-9) (4 —9) 624 (u) + (a,— 4) (4,—9) (40-9) Gio (tt) 
+ (a) — Ay) (4g — 9) (42 — 9) 602 (u), 


eine Formel, welche die 3 ersten Formeln (31) als specielle Fille 
umfasst. Mit der besonderen Annahme g = a, wird beispielsweise: 
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— (lg — 4) (4 — 49) (hy — 4g) 65, (10) 
(@)— 2) (Ay — 2.) —= ae 2 2 ‘ 
(Gg — 4) 65 () 4 (G4 — Ay) 649 (U) + (4g — Ay) Gy (U4) 


Hieraus ergiebt sich der Werth von g? durch Vergleich mit der 1. 
Formel (31). Zu einem analogen Resultat wiirde jede andere der 20 
quadratischen Gleichungen, als die gerade benutzte, fiihren und man 
gelangt zusammenfassend zu dem Ergebniss: 

Der Factor @ kann auf 10 mal 2 dquivalente Weisen dargestellt 
werden; je 2 Darstellungen gehiren zu einer der 10 geraden Sigma- 
functionen; die beiden zu 6(u,, u,) gehirenden Darstellungen sind: 


2 (wu) 2 () e 
65, (U 6 Gio (U) 
(45) g?= za \ ry 40 02 
(@g — Gy) (@,— Ay) (@4— @q) (@y — Ag) (@g— 4) (dg — 4) 
2 2 2 / 
di O5,, (u) 4 65, () G13 (U 
~ (a€s—a,)(a,—a) (a; — 3) (a, — 4s) (a, — @;) (dg — a) 


Die Gleichheit beider Ausdriicke geht unmittelbar aus den Formeln 
(27) hervor. 


§ 16. 
Bildung der Function zur Bestimmung von s, und s,. 


Um die Abhingigkeit der beiden Stellen z,, s, und 2,, s, von 


Uy, U, anzugeben, bedarf es ausser der quadratischen Gleichung, deren 
Wurzeln z, und z, sind, noch der eindeutigen Bestimmung der beiden 
Gréssen s, und s,, deren jede durch 2, und z, erst zweideutig bestimmt ist. 

Man differentiire zu dem Ende die Identitit (43), indem man 2, 
und z, als Functionen von w,, «, betrachtet, partiell nach w,; mit 


der Abkiirzung: 


S = (a,— (1s) G24 (U) + (a, — Gy) 40 () + (a) — ay) Go () 
ergiebt sich: 
F 0.6%, (u) 
(@, — a,)(a, — 2) (a, — 2) Duy 


9° 
0 64y (U) 


+ (a,— ay) (@,—2) (dy — 2) 


OU, 


2 
C 6 pg (t) 


+ (ay — 4) (A% —-#)(dy—2) 


Ou, 
a a ee C S Y eee O02 oe i. % ) ‘ 
= (6, —#) (.—#) Ou +5 i(4,— #) Ou, + (#—8) ou §J 


Setzt man in dieser in Bezug auf ¢ identischen Gleichung z = z, ode 
z= 42,, 30 folgt: 


5 “| 











le 





ee 
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m a2 
0 O94 (U) 
(a4,— 44) (@2—2,) (ay + 


2 
+ (a, — aq) (Ay — 2) (9 — 2, ~ 


Ou 


+ (do —43) (dy —#,)(a—8, on Peon ~~) 2%, 


25 re 
(a, —44)(@,—#,) (aq —#,) 

+ (a,— a9) (@4 — 2) (Ay — 29) é Ne 

+ stn al al 


Substituirt man hier die aus (38) folgenden Werthe der partiellen 
Differentialquotienten von z,, 2, nach w,: 


0%, Ge — * ee 0% 9 9—% 
(#1) 9 Ou, 1— mY (4 —#2) OU “s 1-92? 


und lést noch s, und s, auf, so erhilt man unter gleichzeitiger Be- 
nutzung der Formel (44): 


1 Y (2,) 

$= 2 (92—91) (2; —92) , 6G)" 
: Y (Z2) 

So = F (9J2—9;) (2 — G2) ° *er 


o ® die in § 15 eingefiihrte Function ist und Y(z) folgenden Aus- 
druck bedeutet: 
C : M4) ) 
Y (2) = (ay—<,) (a, —2)(a,—2) ada = 


Bor, (Uy, Ue) 
+ (ay — a) (ay —2) (a) — 2) 


ov 


+ (ao — 42) (4 — 2) (2 —#) ana : 
Die rechten Seiten der beiden Gleichungen fiir s, und s, gehen durch 
Vertauschung von 2, und 4, ineinander tiber. 

Man kann daher das Resultat in Verbindung mit dem des § 14 
so aussprechen: 

Um die beiden Stellen z,, s, und 2,, s, des algebraischen Gebildes 
‘A1) als Functionen von u,, U, darzustellen, dient die in 2 quadratische 
Uleichung: 
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\a2 r ‘ 27 
e (dg — 4) 6a, (Uy, Ug) (@,— po) 67, (Uy, Ue) (@, — Gg) Gh (Uy, Ue) 
(42) - fp Se = 0, 


@)— 2 ag— 2 ay— 2 A 


welche z, und 2, als Wurzeln hat, und die Function von z: 
, 1 ~ ie 

(46) $= 3 (%1—92) (92 — 4) + Ggs9") 

mit : 

0834 (My Ua) 


Wi(z)=— (@,— @,) (ay — 2) (a,—2) OU, 


_ 2 \ 
; € 6 4o (Uy, Up) 
+ (a,;—4a)) (a,—2) (a)—2) = 
i 
; 025 (Uy, Ue) 
+ (dy — aq) (ag —2) (a, — 2) ———— 
OU 
und: 


(9) = (42—4y) (€2—9) (@y—9) 34 (U4 » Hy) 
+ (ay— 4) (4,9) (49 —9) Gio (Uy , Hy) 
+ (a)— ay) (4) — 9) (dg—Q) Gio (Uy » U)s 
welche mit 2 = z, den Werth s, und mit 2 =z, den Werth s, bestimmt. 
Die Function s kénnte man auch ersetzen durch diejenige, welche 
aus ihr durch Vertauschung der Differentiation nach u, mit der nach 
u, und gleichzeitige Vertauschung von g, und g, hervorgeht. Man 
erhilt so zu jeder der 20 quadratischen Gleichungen des § 14 je 2 
Functionen von der Form (46). 
Die Function s, gebildet fiir z—z, und z= 2,, hiingt ebenso 
wie die quadratische Gleichung (42) nur von den Verhiltnissen der 
Functionen o;,(u, u,) ab, da der Ausdruck: 


(1, — ay) (@, — 2) (a, — 2) G34(Uy, Uy) 
r \ 2 

+ (a, — ay) (@y — 2) (Ay — 2) Gyo (Uy, Uy) 
2 

+ (Gg — Aq) (Ay) — 2) (4g — 2) Gy (Uy » Uy) 


mit z= z, oder z = 2, identisch verschwindet, 


*) Die Formel entspricht der von Herrn Weierstrass (Crelle’s Journal, 
Bd, 47, S. 292) gegebenen Formel (6); letztere erscheint deshalb in etwas ver- 
kiirzter Form, weil in ihr fiir die im vorliegenden Text beliebig gelassenen Con- 
stanten g,, gg zwei von den 6 Parametern a; gewihlt sind, wodurch zwei von den 
3 Gliedern im Nenner der Function s in Wegfall gebracht werden kinnen. 








= 
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§ 17. 


Uebersicht iiber die Entwicklung der §§ 7—16. 


Die Betrachtungen des II. und III. Kapitels, welche wie die des 
I. von der Definition der Thetafunction ausgehen, waren urspriinglich 
von folgenden Gesichtspunkten geleitet. 

Die 15 Quotienten aus den 16 Thetafunctionen 4;,(v,, v,) kann 
man sich als 15 Variable denken, zwischen denen 13 von einander 
unabhingige Relationen bestehen. Aus der Natur der letzteren erwuchs 
die Aufgabe, jene 15 Variablen siimmtlich als algebraische Functionen 
zweier unabhangiger Veriinderlicher z, und z, darzustellen. 

Als weitere Aufgabe schloss sich die Auflésung der gefundenen 
algebraischen Parameterdarstellung einerseits nach v,, v,, andererseits 
nach 2,, 2 an. 

Diese urspriinglichen Fragestellungen haben aber im Lanfe der 
Betrachtung eine doppelte Modification erfahren, indem die Argumente 
V1, VU, durch die Argumente u,, u, und die Thetafunctionen durch die 
Sigmafunctionen ersetzt worden sind. 

Das letztere ist geschehen, um in die Parameterdarstellung (31), 
(32) keine andern Irrationalitiiten explicite einzuftihren als die Quadrat- 
wurzeln p; und s, und in den Formeln (42), (46) jede Irrationalitit 
zu vermeiden. Unter Beibehaltung der Thetafunctionen wiirden die 
algebraischen Ausdriicke in (31), (32) mit gewissen vierten Wurzeln 
und die Gleichungen (42), (46) mit gewissen Quadratwurzeln aus 
Differenzenproducten der a; behaftet sein. Diese Irrationalititen sind 
in die Thetafunction aufgenommen worden, welche dadurch in die 
Sigmafunction iiberging. Zugleich werden durch die Einfiihrung der 
Sigmafunctionen in die Thetarelationen, diese besonders in Ansehung 
der Vorzeichen, welche die einzelnen Glieder verbinden, wesentlich 
tibersichtlicher, wie ein Vergleich der Formeln des § 7 mit denen des 
§ 8 erkennen lasst. 

Was die Ersetzung der Argumente v,, v, durch die Argumente 
Uy, U, betrifft, so wird dieselbe weniger fiir die algebraische Parameter- 
darstellung der Thetaquotienten als vielmehr fiir den Uebergang von 
den Thetafunctionen auf die hyperelliptischen Differentialgleichungen 
von Bedeutung. Wiirde man die Argumente v,, v, beibehalten haben, 
, / so wiirden die Coefficienten von dz, und dz, in den Differentialglei- 
chungen (39) nicht algebraisch von den Constanten a; abhingig ge- 
worden sein. Die rein algebraische Form der Coefficienten ist erreicht 
durch eine geeignete Bestimmung der Coefficienten der Substitution 
(6), ahnlich wie friher (vgl. § 6) durch denselben Schritt erreicht 
wurde, dass die Verhiltnisse der 0%, ©: rein algebraisch von 
den a; abhingig wurden. — 











312 Orro Sraupe. Thetafunctionen zweier Veriinderlicher. 


Was von der am Schluss der Einleitung erwahnten und in 2 Theile 
gespalteten Aufgabe nach den vorstehenden Entwicklungen noch als 
2. Theil zu lésen tibrig bleibt, lasst sich kurz dahin aussprechen: Es 
sind die 4 Constanten o,,, 9, % 1, & 9 der Substitution (6) und 
die 3 Constanten a,,, G2, G2. der Thetafunction durch die 6 Ver- 
eweigungspunkte a; der Riemann’ schen Flache auszudriicken; woran 
sich beiliufig die Bestimmung der Constanten c,, c, in (40) anschliesst. 
Die Erledigung dieser weiteren Fragestellung bildet ebenso wie die 
Parameterdarstellung der Verhiiltnisse der Thetafunctionen ein fiir sich 
abgerundetes Ganze: die Entwicklungen der vorstehenden Paragraphen 
sind mehr algebraischer Natur; die Darstellung der fraglichen Elemente 
durch die a;, welche ich einer andern Gelegenheit aufspare, stiitzt 
sich wesentlich auf die Theorie der transcendenten Moduln der hyper- 
elliptischen Functionen. Diese Theorie fiihrt gleichzeitig auf eine 
iusserst einfache Beziehung der Zweiindicesbezeichnung der Theta- 
functionen zu der Charakteristikenbezeichnung, womit sich der bisher 
entwickelten algebraischen Bedeutung eine transcendente Bedeutung der 
Indicespaare der Thetafunctionen zur Seite stellt. 


Breslau, im April 1884. 
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Ktude des différentes surfaces du 4° ordre & conique double 

ou cuspidale (générale ou décomposée) considérées comme des 

projections de l'intersection de deux variétés quadratiques de 
Yespace & quatre dimensions. 


Par 


Corrapo Seare a Turin. 


On peut dire que les recherches sur les surfaces du 4° ordre a 
conique double ont commencé avec le mémoire de M. Kummer de 1863 
sur les surfaces du 4° ordre contenant des séries de coniques*), bien 
quon en efit déja étudié depuis longtemps quelques cas particuliers, 
comme le tore, la cyclide de Dupin, ete. M. Kummer établissait dans 
un paragraphe de ce mémoire le fait qu'une surface générale du 4° 
ordre & conique double est coupée par les plans tangents de 5 cdnes 
quadriques suivant des couples de coniques: ces plans étant les plans 
bitangents de la surface. [1 remarquait aussi que lorsque la surface 
acquiert un point double (outre ceux de la conique double), celui-ci 
est le sommet d’un cOne quadrique tangent ailleurs & la surface (et 
non plus bitangent) dont les plans tangents coupent encore celle-ci 
en des couples de coniques; et que, lorsque la surface a deux points 
doubles joints par une droite qui n’appartient pas a la surface, 
les plans qui passent par cette droite coupent la surface en des couples | 
de coniques. L’année suivante 1864 M. Moutard**) se proposant \] 
’étude des surfaces du 3° et du 4° ordre anallagmatiques, c’est-a-dire ' 
ne changeant pas par une inversion (transformation par rayons vecteurs 
réciproques), était porté & remarquer que les anallagmatiques du 4° 
ordre sont les surfaces de cet ordre ayant le cercle imaginaire 4 |’infini 
pour ligne double et qu’une telle surface est anallagmatique par rapport 
& 5 inversions différentes: il trouva en outre que les centres de ces 
inversions sont les sommets des cOnes de Kummer, que la surface | 
est l’enveloppe des co? sphéres orthogonales a l’une des 5 spheres 
@inversion et ayant leurs centres sur une quadrique, que les 5 quadriques 


aia lenin 


| 
*) Ueber die Flichen vierten Grades, auf welchen Schaaren von Kegelschnitten | 
liegen. (Monatsberichte der kénigl. Akademie d, W. zu Berlin, 1863, pag. 324—336; ’ 
ou bien Crelle’s Journal, Bd. 64), 

**) Note sur la transformation par rayons vectewrs réciproques, et Sur les 
surfaces anallagmatiques du quatriéme ordre. (Nouvelles Annales de Mathé- 
matiques, 2° série, tome 3, 1864, pag. 306—9 et pag. 536—9). 
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que l'on obtient ainsi sont homofocales et coupent respectivement ces 
5 sphéres suivant les 5 quartiques focales qu’a une telle surface du 
4° ordre; enfin il s’occupa du systéme de co! anallagmatiques du 4° 
ordre homofocales, et il trouva que ces surfaces forment un systéme 
triple orthogonal. Peu de jours avant qu'il fit cette derniére dé- 
couverte, M. Darboux la faisait de son coté*) et dés lors ces especes 
de surfaces (auxquelles il étendit le nom de cyclides) occupérent avec 
fruit ce savant dans une suite de travaux**) dont il réunit les principaux 
résultats dans son ouvrage Sur une classe remarquable de courbes et de 
surfaces algébriques***). En Angleterre M. Casey s’occupant aussi 
plus tard de ces espéces de surfaces publiait en 1871 le long mémoire 
On Cyclides and Sphero-Quartics+), qui en contenait aussi presque toutes 
les propriétés connues et quelques autres. 

En 1868 Clebsch, qui, comme Ion sait, occupait alors son 
grand talent dans les recherches sur la représentation des surfaces sur 
un plan, continuait l'étude, quae M. Kummer avait commencée, des sur- 
faces du 4° ordre & conique double générales en partant de la représen- 
tation plane d’une telle surface, et il établissait ainsi toute la géométrie 
des courbes tracéés sur cette surface}7). Il retrouvait les 16 droites 
de la surface (qui avaient déja été trouvées quatre années auparavant 
par M. Darboux), et en étudiait la disposition, il découvrait les deux 
séries de coniques dans lesquelles se décompose chacun des systémes 
qui correspondent aux 5 cénes de Kummer, les cubiques et les 
quartiques gauches de la surface, etc., et les relations qui lient toutes 


*) Dans la séance du 1 Aojit 1864 M. Serret et M. Bonnet communi- 
quaient l'un aprés l’autre & l’Académie des sciences ces découvertes de M. Dar- 
boux et de M. Moutard (Voir le tome 59 des Comptes-rendus, pages 240—2 
et 243— 4). Il est vrai que les surfaces considérées par M. Darboux ont trois 
plans de symétrie, mais on en obtiendrait les anallagmatiques plus générales de 
M. Moutard par une inversion. (On remarque aussi dans la note de M. Dar- 
boux quelques inexactitudes sur le nombre des droites et sur les focales de ses 
surfaces, mais on ne les trouve plus dans les travaux postérieurs de ce savant). 

**) Voir surtout les Recherches sur les surfaces orthogonales dans les Annales 
de l’Ecole Normale supérieure de 1865 (et années suivantes) et le Mémoire sur 
les surfaces cyclides dans le tome de 1872 de ces mémes Annales. 

***) Paris, Gauthier- Villars, 1873. Le contenu du texte de cet ouvrage 
formait un mémoire présenté en 1869 a l’Académie des sciences. — Nous pourrions 
encore citer d’autres travaux sur les cyclides, par exemple ceux de M. Laguerre 
(dans les Nouvelles Annales et le Bulletin de la Société philomatique de Paris): 
mais nous devons nous borner & parler des recherches qui ont le plus d’impor- 
tance pour la théorie de ces surfaces et surtout pour le but de notre travail. 
On trouvera d’ailleurs une liste assez compléte de ces travaux dans l’ouvrage 
cité de M. Darboux. 

t) Philosophical Transactions, 1871 (vol. 161, pag. 585—721). 

tt) Ueber die Flachen vierter Ordnung, welche eine Doppelcurve zweiten Grades 
besitzen. Crelle 69, p, 142 — 184, 
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ces courbes entre elles et avec la conique double. Et l’année suivante 
M. Jordan ayant remarqué*) le lien qu'il y a entre le groupe des 
droites de cette surface et celui de la surface cubique générale, 
M. Geiser montrait**) la raison de ce lien soit en comparant les 
représentations planes des deux surfaces, soit en montrant comment 
on peut toujours obtenir l’une de ces surfaces de l’autre par une in- 
version ***), résultat auquel était arrivé en méme temps M. Darboux 
& propos des cyclides du 4° et du 3° ordre. 

Les mémes raisonnements et les mémes calculs que Clebsch 
avait faits pour la surface générale du 4° ordre 4 conique double étaient 
pas-a-pas appliqués en 1868 et années suivantes par M. Korndérfer 
i la représentation plane de quelques cas particuliers de cette surface, 
soit lorsque la conique double est générale, soit lorsqu’elle se décom- 
pose en deux droites distinctes ou coincidentes}). Les propriétés de 
quelques-unes de ces espéces particuliéres de surfaces avaient déja été 
trouvées auparavant, comme nous l’avons dit au commencement, par 
Kummer, et d'autres espéces particuliéres étaient rencontrées en méme 
temps par MM. Darboux et Casey. Aprés ces travaux nous ne 
trouvons plus de vraiment importants que ceux plus récents de 
M. Zeuthen sur les propriétés et sur la forme de la surface générale 
du 4° ordre & conique double, et de MM. Crone et Tétéssy sur 
celle & conique cuspidale;}) (surface qui avait déja été étudiée 
par M. Cremons TT?) )); et nous arrivons ainsi a la dissertation 

*) Sur les équations de la géométrie, Comptes-rendus, Mars 1869, tome 68, 
pag. 656—9 (voir a la pag, 659). 

**) Ueber die F lichen vierten Grades, welche eine Doppelcurve zweiten Grades 
haben. Crelle 70, pag. 249—257. 

***) (C’est-i-dire une correspondance entre deux points de l’espace qui 
soient alignés avec un point fixe (centre de l’inversion) et conjugués par rapport 
& une quadrique fixe (quadrique directrice). C'est dans ce sens général (introduit, 
comme l'on sait, dans la science par des travaux de Bellavitis, Hirst, Geiser) 
que nous userons dorénavant le mot inversion. 

+) Voir: Die Abbildung einer Fliche vier ter Ordnung mit einer Doppelcurve 
zweiten Grades wnd einem oder mehreren Knotenpunkten, Math. Ann, Bad. I 
pag. 592 —626, et II pag. 41—64. — Die Abbildung einer Fliche vierter Ordnung 
mit zwei sich schneidenden Doppelgeraden, Bd. III pag. 496 — 522. — Die Abbildung 
einer Fliche vierter Ordnung mit einer Doppelcurve zweiten Grades, welche aus 
zwet sich schneidenden wnendlich nahen Geraden besteht, Bd. IV pag. 117 — 134. 
+t) Zeuthen: Om Flader af fjerde Orden med Dobdbeltkeglesnit (Kopen- 
hagen 1879). — Crone: Om Fladerne af fjerde Orden med Tilbagegangskeglesnit 
og deres Konturer, med saerligt Hensyn til Realitetsegenskaberne (Kopenhagen 1881).— 
Tétdbssy: Ueber die Fliche vierter Ordnung mit Cuspidalkegelschnitt (Math, Ann, XIX 
pag, 291—322). — La difficulté de la langue dans laquelle ils sont écrits nous a em- 
péché de prendre connaissance directe des travaux de MM. Zeuthen et Crone. 
ttt) Rappresentazione piana di alewne superficie algebriche dotate di curve 
cuspidali (Memorie Acc. Bologna, 1872, serie 3*, tomo II, pag. 117—27). 
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pour le doctorat de notre ami le Dr. Gino Loria, écrite l'année 
passée *). 

Dans ses travaux sur les cyclides M. Darboux avait introduit une 
conception trés-infportante: la considération des points de l’espace 
comme déterminés par 5 coordonnées homogenes (pentasphériques) liées 
par une relation quadratique. Une cyclide était alors déterminée par 
une nouvelle équation quadratique ajoutée 4 celle-ci et M. Darboux 
appliquait trés-heureusement cette représentation des cyclides a ]’étude 
de leurs propriétés**), Peu de temps apres MM. Lie***) et Klein?) 
généralisaient cette conception et y ajoutaient de nouveaux résultats. 
Enfin il y a quelques années M. Reyeyy) avait étudié les com- 
plexes quadratiques de sphéres et ensuite les cyclides comme inter- 
sections de tels complexes avec le complexe quadratique des points- 
sphéres, et avait déduit de cette maniére de voir (qui, comme nous 
lavons dit, se trouvait déji dans les recherches citées) plusieurs des 
propriétés connues de la cyclide générale. Or M. Loria reprit dans 
sa dissertation ces idées mais en les développant plus complétement 
et les adressant 4 un but nouveau. En effet aprés avoir exposé plusieurs 
recherches intéressantes sur la géométrie des sphéres et de leurs com- 


*) Ricerche sulla Geometria della sfera e loro applicazione allo studio ed alla 
classificazione delle superficie di 4° ordine aventi per linea doppia il cerchio im- 
maginario all infinito. — Cette dissertation va paraitre dans les Mémoires de 
l’Académie de Turin de la présente année. 

**) Voir, par exemple, les notes X et suivantes de l’ouvrage cité Swr wne 
classe remarquable etc. — Qu’il nous soit permis d’ajouter que nous avons fait 
récemment une nouvelle application de Ja determination d’un point par 5 coor- 
données satisfaisant 4 une relation quadratique 4 trouver des liens trés-remar- 
quables, et qui n’avaient pas encore été apercus, entre les géométries métriques 
(euclidiennes) des complexes linéaires et des sphéres: la géométrie métrique des 
sphéres n’est & ce point de vue qu'un cas particulier de la géométrie métrique 
des complexes linéaires (Voir notre note Sulle geometrie metriche dei complessi 
lineari e delle sfere e sulle loro mutue analogie dans les Atti della R. Accademia 
delle scienze di Torino, vol, XIX). 

*t*) V. Ueber Complexe, “insbesondere Linien- wnd Kugelcomplexe, etc., 
Math. Ann, V pag. 145—256. On trouve, par exemple, dans ce travail, qui est 
certainement le premier dans lequel la sphére soit considérée comme |’élément 
d'un espace, la proposition importante (pag. 248) que les points-sphéres d’un 
systéme homofocal de complexes quadratiques de sphéres forment un systéme 
homofocal de cyclides. 

+) V. Ueber Liniengeometrie wnd metrische Geometric, Math. Ann. V 
pag. 257—277; et aussi le mémoire Ueber einen liniengeometrischen Satz, Gittinger 
Nachrichten, 20 Mirz 1872 (réimprimé dans le tome XXII des Math. Ann., 
pag. 234— 41). 

++) Voir le dernier paragraphe de louvrage Synthetische Geometrie der 
Kugeln und linearen Kugelsysteme (Leipzig, Teubner, 1879), et le mémoire qui 
en est la suite Ueber quadratische Kugelcomplexe und confocale Cycliden (Collectanea 
Mathematica in mem. Chelini, pag. 241— 257). 
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plexes et congruences linéaires et quadratiques, il passe a l'étude de la 
cyclide considérée comme la congruence commune a un faisceau de com- 
plexes quadratiques de sphéres, parmi lesquels il y a le complexe des points- 
sphéres; et non seulement il établit par cette méthode une théorie de 
la eyclide générale, mais cette méthode méme lui donne une classi- 
fication compléte (dans la géométrie des rayons réciproques) des cyclides 
au moyen des diviseurs élémentaires et en appliquant dans chacun des 
cas que ceux-ci peuvent présenter le couple d’équations canoniques données 
par M. Weierstrass, II trouve par la 18 espéces différentes de cyclides, 
parmi lesquelles il y a toutes les espéces connues jusqu’d-présent et plusieurs 
espéces nouvelles: M. Loria donne pour toutes le nombre et |’espéce des 
points singuliers, le nombre et la disposition des droites, les cénes de 
Kummer, les sphéres directrices, les courbes focales et les foyers, etc. 

Mais dans son travail notre ami n’a appliqué sa méthode qu’aux 
eyclides, ou, si l’on veut, aux syrfaces du 4° ordre & conique double 
non décomposée et il a laissé de cdté celles & conique cuspidale et 
celles dont la conique double ou cuspidale se décompose. Et peut-étre 
sa méthode ne serait pas applicable, selon nous, & ces derniéres espéces 
de surfaces, car elle repose surtout sur la géométrie des sphéres, sur 
les relations entre des sphéres orthogonales dont une ou plusieurs se 
réduisent & des points, etc., de sorte qu il faudrait voir comment ces 
relations se modifient lorsqu’aux sphéres on substitue des quadriques 
coupant un plan suivant deux droites fixes ou des cOnes quadriques 
se touchant le long d’une génératrice fixe, et nous ne sommes pas 
sirs que ces relations ainsi modifiées lui donneraient encore les pro- 
priétés des différentes espéces de surfaces. En outre il nous semble qu’il 
n’y ait pas dans ce travail toute l’unité de méthode désirable, de sorte que 
certaines questions, comme celles sur les droites et sur les points singu- 
liers des différentes surfaces, sont traitées d’une maniére qui a peu de re- 
lations avec la pure géométrie des sphéres. Remarquons enfin que la 
voie suivie par M. Loria s’applique surtout 4 l'étude de celles 
parmi les propriétés des cyclides, qui ne changent pas par une trans- 
formation par rayons réciproques, et qu’ainsi il a dQ exclure de sa 
considération les particularités de la conique double. 

Nous nous sommes proposé dans le mémoire qui suit de faire 
une étude suffisamment compléte des propriétés de toutes les espéces 
de surfaces que nous avons nommées par l’application d’une seule 
méthode trés-féconde, qui sert & résoudre avec la plus grande facilité 
toutes les questions que l’on peut se poser sur ces surfaces, 

Cette méthode consiste dans la considération des surfaces du 4° 
ordre & conique, double ou cuspidale, générale ou décomposée, comme 
des projections centrales sur l'espace ordinaire de |’intersection de 
deux variétés quadratiques & 3 dimensions de Jlespace linéaire a 4 
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dimensions. L’idée d’obtenir la géométrie de l’espace ordinaire comme 
une projection (stéréographique) d’une variété quadratique & 3 dimen- 
sions est due & M, Darboux, qui cependant ne put |’exposer dans 
ses travaux, car alors on ne parlait presque pas encore de géométrie 
projective des espaces & plusieurs dimeusions*). M. Klein étudia 
aussi et avec plus de détails cet argument dans son mémoire de 1871 
déja cité Ueber Liniengeometrie und metrische Geometrie; et Vannée 
suivante dans la note aussi citée Ueber einen liniengeometrischen Satz 
il démontrait un théoreme dont on peut tirer comme cas particulier 
la proposition suivante: chaque surface du 4° ordre ad conique double 
(ou cuspidale) générale ou décomposée en deux droites peut étre con- 
sidérée comme une projection centrale de Vintersection de deux variétés 
quadratiques & 3 dimensions de Vespace a 4 dimensions. Cette propo- 
sition nous assurait que par notre méthode nous aurions pu obtenir 
toutes les espéces de surfaces du 4° ordre que nous avions en vue, 
sans aucune exception; de sorte qu'il suffisait d’étudier les propriétés 
de Vintersection F3* de deux variétés quadratiques de V’espace a 4 
dimensions dans les différents cas qu’elle peut présenter et ensuite en 
déduire les propriétés de sa projection suivant les différentes posi- 
tions qu’on peut donner au centre de projection. 

De cette maniére on trouve toutes les propriétés connues et d’autres 
inconnues jusqu’a-présent de celles parmi nos surfaces que l'on con- 
naissait déja et de celles qui sont nouvelles, avec la plus grande sim- 
plicité, sans aucun calcul, sans aucun artifice: et cette méthode nous 
donne méme, pour ainsi dire, la raison intime de plusieurs propriétés 
que l’on avait déja trouvées, mais non pas complétement expliquées**), 

*) Voir, par exemple, l’ouvrage cité, pag. 164, ot il dit: ,,Comme on n’a 
pas d’espace 4 quatre dimensions, les méthodes de projection ne s’étendent pas 
& la géométrie de l’espace.‘* Maintenant nous faisons usage de l’espace & quatre 
dimensions sans nous préoccuper de la question de son existence, que nous re- 


gardons comme une question tout-a-fait sécondaire, et personne ne pense qu'on 
vienne ainsi & perdre de la rigueur. 

**) Nous devons aussi rappeler ici comme contenant des applications trés- 
importantes de la méthode de la projection dans les espaces 4 plusieurs dimen- 
sions (et méme le premier dans lequel cette méthode soit développée avec soin 
et regoive une large et féconde preuve de sa grande importance) le travail 
connu de M. Veronese: Behandlung der projectivischen Verhiltnisse der 
Réwme von verschiedenen Dimensionen durch das Princip des Projicirens wnd 
Schneidens (Math. Ann. XIX, pag. 161—231). — Nous nous permettrons encore 
de citer une autre application que nous avons fait de cette méthode dans une 
note Sulle rigate razionali in wno spazio lineare qualunque (Atti della R, Acc, di 
Torino, vol. XIX): cette application consiste dans la demonstration du fait que 
les représentations planes données par Clebsch (Math. Ann. V, pag. 1—26) des 
surfaces réglées rationales et la classification qu’il en a déduite de ces surfaces 
s'obtiennent immédiatement par des projections, — De méme nous verrons que 
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Nous allons citer quelques exemples. M. Korndérfer dans ses 


. 


travaux aprés avoir étudié 5 espéces de surfaces & conique double 
générale passe & 6 espéces de surfaces 4 conique double décomposée 
en deux droites distinctes et, en refaisant pour chacune tous les cal- 
culs, il obtient pour ces derniéres espéces des résultats que le lecteur 
peut remarquer correspondre parfaitement & ceux obtenus pour les 5 
premiéres espéces et & ceux de Clebsch pour la surface générale: 


quelle est la raison de cela? C’est que celles-ci et celles-li ne sont 
que les projections des 6 mémes especes de F'3” faites par des centres 
de projection différents. De méme les 3 espéces de surfaces & deux 
droites doubles coincidentes étudiées par M. Korndérfer sont des 
projections de 3 de ces mémes F'3” et de 1a les analogies qu’elles pré- 
sentent avec des espéces de surfaces précédemment étudiées, De la 
méme maniére on voit le lien étroit quil y a entre les surfaces & une 
droite double et une droite cuspidale, & conique cuspidale, et & deux 
droites cuspidales, et respectivement les surfaces 2°, 3° et 4° de celles 
& conique double générale (ou bien 3°, 4° et 5° de celles & deux droites 
doubles) des mémoires de M. Korndérfer. — Dans lemémoire deClebsch 
on voit que la conique double de la surface générale semble fonctionner 
comme appartenant au systéme de quartiques gauches de 1¢ espece de 
la surface: son image dans la représentation plane de la surface est 
une cubique appartenant au systéme des cubiques images de ce systeme 
de quartiques, etc.; quelle est la raison intime de cela? C’est que 
cette conique est justement la projection d’une quartique gauche de 
espace & 4 dimensions. — Enfin, pour donner encore un exemple, 
en étudiant les deux séries de coniques de la surface & conique double 
qui correspondent & un méme cdne de Kummer on trouve qu'il passe 
entre elles des relations ayant une étroite analogie avec les relations 
qui lient les deux séries de génératrices d’une quadrique*): la raison 
de ce fait sera aussi parfaitement expliquée dans la suite. 

Dans ce travail nous nous sommes donc proposé, comme nous 
Vavons déja dit, d’obtenir par la méthode de la projection une théorie 
suffisamment compléte de toutes les espéces de surfaces nommées, 
Nous retrouverons ainsi par notre méthode (qu’on pourrait appeler 
synthétique en ce sens, quelle ne fait pas usage d’équations) toutes 
les propriétés les plus importantes que l’on connaissait déji sur ces 
surfaces en rattachant les résultats projectifs des travaux allemands 4 


la représentation plane des surfaces du 4° ordre 4 conique double étudiée par 
Clebsch (et en conséquence celle des surfaces du 3° ordre) n’est qu'une pro- 
jection d’une surface de l’espace 4 4 dimensions faite par une droite sur un plan, 

*) M. Laguerre est la premier qui ait remarqué cette analogie (sans en 
donner l’explication) dans sa note Sur les sections circulaires des surfaces anallag- 
matiques (Bulletin de la Société Philomatique, tome V, mars 1868, pag. 48 — 52), 
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ceux métriques sur la cyclide des géométres francais et anglais et de 
notre ami Loria*); nous trouverons d’autres propriétés qui sont 
nouvelles et nous ajouterons aux espéces déja connues de ces surfaces 
un nombre &-peu- pres égal de surfaces nouvelles, de facgon que notre 
classification embrassera plus de 70 espéces de surfaces. Ainsi outre 
les 18 espéces de surfaces & conique double générale nous trouverons 
parmi nos surfaces toutes les cing espéces différentes de surfaces 
du 4° ordre et de la 3° classe; nous verrons plusieurs espéces 
de surfaces 4 conique cuspidale (dont on peut dire qu’on na 
étudié jusqu’a-présent que la plus générale), lesquelles ne sont 
que des cas particuliers de surfaces 4 conique double douée de 
deux points de contact de deux nappes; nous verrons aussi une série 
nombreuse de surfaces & deux droites doubles non considérées par 
M. Korndérfer, par exemple toutes celles qui ont dans le point 
de rencontre des deux droites doubles un point triple et dont il semble 
qu’on ne connaisse qu’un seul cas particulier: la surface de Steiner. 
Ni les surfaces 4 une droite double et une droite cuspidale, ni celles 
& deux droites cuspidales ne semblent non plus avoir occupé jusqu’a- 
présent les géométres et elles se présenteront naturellement dans notre 
recherche. Pour chacune de ces différentes espéces de surfaces nous 
verrons le nombre et la disposition des droites, les séries de coniques, 
ete., et nous montrerons comment on en obtient la représentation plane 
de lordre moindre. Nous indiquerons pour chaque espéce combien il 
y a dinversions qui transforment la surface en elle-méme (inversions 
fondamentales). Comme on connait aujourd’hui (méme pour la théorie 
des fonctions) l’importance des transformations qui changent en soi-méme 
un étre queleonque (géométrique ou analytique) on ne trouvera pas 
que nous nous sommes trop étendus en donnant ces inversions pour 
chacune des différentes espéces de surfaces: d’ailleurs lorsque la surface 
a parmi les transformations qui la changent en elle-méme des homo- 
logies, comme il arrive pour les surfaces 4 conique cuspidale, nous 
trouverons (toujours par notre méthode) ces homologies parmi les in- 
versions fondamentales. Nous étudiérons aussi avec quelques soins les 
différentes espéces de points singuliers qui se présentent dans nos sur- 
faces, car notre méthode, nous donnant les sections planes de celles- 
ci comme projections de quartiques gauches de 1° espece, nous montre 
immédiatement quelle singularité présente en un point singulier de la 
surface une section plane quelconque passant par ce point. De cette 
maniére nous pourrons obtenir directement toutes les propriétés connues 
(voir, par exemple, le travail de M. Zeuthen que nous citerons 


*) Les détails historiques dans lesquels nous sommes entrés dans cette 


introduction nous permettront de ne pas nous arréter & indiquer toujours pour 


chacune de ces propriétés 4 qui elle est due ou bien si elle est nouvelle. 
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bient6t) des points-pinces de la conique double, des points-clos de la conique 
(ou d’une droite) cuspidale, d’un point de contact de deux nappes, ete. 

Quant aux cyclides nous donnerons pour les différentes espéces 
les quartiques focales et les foyers par l’application d’un théoréme trés- 
général relatif & un espace & un nombre quelconque de dimensions*), 
et de l& on aura les particularités que présentent les quadriques (ou 
les coniques) déférentes par rapport aux sphéres directrices correspon- 
dantes (ou aux cercles directeurs correspondants), et en conséquence 
le moyen de construire chaque espéce de cyclides comme |’enveloppe 
de oo? ou de oo! sphéres. Notre méthode nous indiquera aussi immé- 
diatement pour chaque espéce de cyclide, et en général pour chaque 
espeéce de surface (méme 4 conique double ou cuspidale décomposée), 
par quelle espece de quadriques on peut lobtenir avec une inversion 
(lorsqu’une telle transformation est possible, comme il arrive dans la 
plupart des cas; et pour toutes les cyclides, celle générale exceptée), 
ce quia déja été fait pour quelques espéces de cyclides par MM. Casey 
et Darboux, et qui a pour but de donner une méthode élémentaire 
(linversion) pour déduire les propriétés des différentes especes de nos 
surfaces de celles des quadriques. 

Aprés avoir étudié des propriétés communes 4 toutes nos surfaces 
nous passerons 4 leur classification (dont on peut voir un tableau & la 
fin du travail) et 4 leurs propriétés particulitres; mais dans le dernier 
paragraphe nous reviendrons 4 la théorie générale et nous trouverons 
une propriété, qui nous semble trés-remarquable, sur une polaritd 
par rapport aux cyclides, propriété qui donne en méme temps tous 
les invariants absolus de chaque espéce de cyclides dans la géométrie 
des inversions. Nous finirons eu montrant (sans entrer dans beaucoup 
de détails sur les questions de réalité, qui nous auraient porté trop loin) 
comment parmi les 18 espéces de cyclides il y en a seulement 10 qui 
sont réelles, et la demonstration la plus simple que |’on puisse donner 
de cette proposition consiste dans |’application d’un théoreme analytique 
important di 4 M. Klein. 


*) Ce théoréme, que l’on trouvera au n° 160 de notre mémoire Sulla geometria 
della retta e delle swe serie quadratiche (Memorie della R. Accad. di Torino, 
serie 2, tomo 86), a déja été appliqué par nous dans ce mémoire 4 montrer 
comment la classification des complexes quadratiques puisse se déduire de celle 
des congruences quadratiques, ou vice-versa. — Quant aux quartiques focales et 
aux foyers M. Loria les a déja trouvés dans son travail pour toutes les cyclides, 
mais comme la plupart de ses résultats li-dessus ne sont qu’énoncés, et comme 
dailleurs ce n’était pas seulement des découvertes nouvelles que nons nous pro- 
posions d’exposer, mais aussi une méthode nouvelle pour étudier nos surfaces, 
nous avons cru qu'il était bien de revenir dans notre travail sur cette question. 
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La surface quartique 4 conique double générale ou décomposée en 
deux droites. Points-pinces de cette conique. 


1. Dans un espace linéaire & 4 dimensions R, deux variétés 
quadratiques*), c’est-i-dire deux F’,?, se coupent en une surface du 4° 
ordre /’,?-?. par laquelle passe un faisceau de ces variétés. Une telle 
surface quartique [ jouit de propriétés trés-simples analogues a celles 
des courbes quartiques de 1° espéte: nous en énoncerons ici quelques- 
unes dont la demonstration est des plus faciles.**) 

Parmi les variétés quadratiques qui passent par [ il y a dans le 
eas le plus général 5 cénes de 1° espéce, ou variétés composées de oo? 
droites passant par un point (sommet) et que l’on peut obtenir en 
projetant par ce point des quadriques générales de R,. Mais il peut 
arriver que quelques-uns de ces cdnes coincident, et aussi qu'il y ait 
dans le faisceau un ou ‘deux cénes de 2° espéce, variétés composées de 
co! plans passant par une droite (aréfe) et que |’on obtient en projetant 
par cette droite des coniques de R,; ou enfin que toutes les variétés 
du faisceau soient des cones. Nous examinerons séparément plus tard 
tous ces cas. 

Un point quelconque de R, a pour espaces polaires relativement 
au faisceau de F’,? les espaces d’un faisceau, dont le soutien est un 
plan, qu’on peut appeler le plan polaire du point par rapport a [. 
Par ce point passe en général une seule variété du faisceau et l’espace 
qui lui est tangent en ce point est celui qui le joint a son plan polaire, 
Si le point appartient 4 [ ce plan devient le plan tangent aT dans 
le méme point, c’est-i-dire l’intersection des espaces tangents en ce 
point aux variétés du faisceau, et en conséquence le lieu des droites 
tangentes en ce point aux courbes tracées sur [ et passant par ce point. 

Si le point est le sommet de l'un des cones de 1° espéce (ou un 
point quelconque de l’aréte d’un cone de 2° espéce) du faisceau, ses 
espaces polaires par rapport aux variétés de celui-ci coincident; de 
sorte que le point n'a plus seulement un plan, mais un espace polaire. 
Cet espace contient les sommets (et les arétes) des autres cones du 
faisceau. 


2. Maintenant si par un point quelconque P de &, on projette 
Ja surface quartique [, avec ses plans tangents, sur un espace R, 


*) Par briéveté dans les dénominations des étres de l’espace linéaire a 4 di- 
mensions nous nommerons simplement varicté, surface, courbe les espaces resp. 
& 3, 2, 1 dimensions contenus dans celui-ci. La variété, surface, courbe du 
1° ordre s’appellera resp. espace (ordinaire), plan, droite. 

**) On pourra d’ailleurs trouver la théorie de l’intersection de deux we. 
du Ra dans notre Studio sulle quadriche in wno spazio lineare ad un numero 
qualunque di dimensioni (Memorie dell’ Accad. di Torino, serie 2, vol. 36). 
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-contenu dans f,, on obtient une nouvelle surface quartique S, avec 


ses plans tangents. Soit gm la variété quadratique contenant [ et 
passant par P. L’espace a tangent en P & m coupera » méme en 
un cdéne quadrique ordinaire (ou & deux dimensions), qui sera coupé 
en général par l’une quelconque des variétés quadratiques de notre 
faisceau (et par toutes les autres) suivant une courbe du 4° ordre et 
de 1° espéce*) k* appartenant & [ et dont les couples de points situés 
sur les génératrices du cone quadrique seront projetés en les points 
dune conique y? de R, placée dans le plan d’intersection de R, avec z. 
Done la surface S projection de T dans R, est une surface du 4° ordre 
ayant une conique double y?. Pour chaque point de cette conique les 
deux plans tangents 4 S seront les projections des plans tangents a 
dans les deux points de k* dont ce point est la projection: ces deux 
points de k* représentent le méme point de la conique double »’ 
respectivement dans l'une et dans l'autre des deux nappes de S qui y 
passent. 


3. Parmi les génératrices du céne xq il y en a quatre en général 
qui touchent la courbe k* située dans ce cdne: leurs points de contact 
sont les 4 points d’intersection de k' avec le plan polaire p de P par 
rapport af (plan qui est aussi le plan polaire de P par rapport a 
toutes les quadriques d’intersection de wx avec le faisceau de variétés 
quadratiques considéré, c’est-i-dire & toutes les quadriques de l’espace 
am qui passent par k*). Done il y a sur la conique double de S quatre 
points dans lesquels les deux nappes se confondent, cest-d-dire quatre 
points-pinces. Pour en trouver les plans tangents il ne suffit plus de 
projeter par P les plans tangents 4 [ dans ces 4 points de k*: car, 
puisque ces points se trouvent sur le plan polaire p de P par rapport 
i [, leurs plans tangents passeront tous les quatre par P et n’auront 
pour projections sur 2, que quatre droites passant par les points-pinces 
et rencontrant S chacune en 4 points confondus dans le point-pince 
correspondant (puisque les 4 points de rencontre de chaque plan tan- 
gent a [ coincident dans le point de contact): ces 4 droites sout donc 
(comme nous nous assurerons aussi par d’autres propriétés) les tangentes 
singuliéres relatives aux 4 points-pinces**), Soit A l'un quelconque 
des 4 points d’intersection de p avec [ et A’ sa projection sur R,, 
qui sera un point-pince de y?: chaque espace passant par le plan a 





*) N’ayant jamais 4 considérer les courbes du 4° ordre de la 2° espéce, 
nous indiquerons souvent avec quartique tout-court une quartique de 1° espéce, 

**) V. Zeuthen: Révision et extension des formules numériques de la théorie 
des surfaces réciproques, n° 15; Math. Ann., Bd. X, pag. 446—546. — Nous re- 
trouvons ci-dessus des propriétés des points-pinces qui ont été données pour des 
surfaces algébriques quelconques dans ce mémoire, 





324 Corrapo Sears. 


tangent en A af est lui-méme tangent en A a [ et coupe cette sur- 
face suivant une quartique ayant en A un point double dont les deux 
tangentes appartiennent 4 a. Or ce méme espace coupe R, suivant 
Pun quelconque des plans qui passent par Ja tangente singuliére du 
point-pince A’: donc l’intersection d'un tel plan avec S est la projection 
de cette quartique faite par le point P qui est dans le plan a des 
deux tangentes en A a la quartique. Un plan qui passe par la tan- 
gente singuliére en un point-pince de la conique double de S coupe cette 
surface suivant une courbe (du 4° ordre) ayant en ce point-pince un 


point de contact de deux branches avec cette tangente singuliére pour 
tangente*). 





*) Effectivement la projection plane d’une courbe gauche a point double 
par un point du plan des deux tangentes présente en général un point de contact 
de deux branches (Selbstberiihrungspunkt) dans la projection de ce point double. 
— De méme on peut demontrer que tandis que chaque section de S passant par 
un point-pince y a en général un point de rebroussement de 1° espéce, chaque 
section faite par un plan passant par la tangente a la conique double en ce point- 
pince y a un point de rebroussement de 2° espéce. Car un espace quelconque 
passant par PA coupe [ suivant une quartique tangente en A a cette droite et 
ayant en conséquence pour projection une quartique & point de rebroussement 
de 1° espéce en A’; mais si cet espace passe en outre par le plan tangent a » 
(ou au cdne xq) le long de PA, alors sa quartique d’intersection avec [ non 
seulement aura PA pour tangente en A, mais aura un contact quadriponctuel 
en A avec le plan nommé et la projection de cette quartique aura donc vraiment 
en A’ un point de rebroussement de 2° espéce avec la tangente 4 la conique 
double pour tangente (singuliére). 

Comme nous aurons encore besoin de nous y appuyer, il est bon que nous 
rappellions ici les différents cas que peut présenter la projection plane d’une 
quartique gauche de 1° espéce, suivant la position du centre de projection P 
(que nous supposerons d’ailleurs n’appartenir pas 4 la courbe, de sorte que la 
projection soit aussi du 4° ordre), ne pouvant pas citer un autre lieu ov ils 
soient tous exposés complétement. Ces différents cas sont d’ailleurs trés — intéressants 
par eux-mémes, car ils donnent lieu 4 presque toutes les formes les plus remar- 
quables de points singuliers dont le dégré de multiplicité ne surpasse pas 3. — 
ll y a, comme on sait, trois différentes sortes de ces quartiques: celle générale, 
celle qui a un point double et celle qui a un point de rebroussement, La pro- 
jection plane d’une quartique générale est une courbe du 4° ordre & deux points 
doubles, qui sont les points de rencontre du plan avec les deux génératrices se 
croisant en P de la quadrique qui passe par P et qui appartient au faisceau 
ayant pour soutien la quartique donnée. Mais comme dans chacun des deux 
systémes de génératrices de cette quadrique il y en a 4 qui touchent la quartique, 
si P se trouve sur l'une de ces 8 génératrices ou bien sur |’un de leurs 16 points 
d'intersection, alors l’un des deux points doubles de la projection ou tous les 
deux se changeront en des points stationnaires (points de rebroussement de 1° 
espéce). Si la quadrique du faisceau passant par P devient un céne alors, comme 
les deux génératrices passant par P coincident, les deux points doubles de la 
courbe projection coincident en un point de contact de deux branches; mais si 
en outre P se trouve sur l'une des 4 génératrices du céne tangentes 4 la quarti- 
































Surfaces du 4° ordre 4 conique double. 325 


Mais si l’espace mené par le plan a est celui tangent en A 
a la variété g, alors le centre de projection P se trouvera sur l’une 
des deux tangentes en A & la quartique d’intersection de cet espace 
avec [, et la projection de cette quartique aura en conséquence en 
A’ un point triple par lequel passent une branche ayant en ce point 


que, alors (comme nous avons déj&i vu) la projection de celle-ci aura un point 
de rebroussement de 2° espéce. 

La projection d'une quartique a point double, lorsque la quadrique du faisceau 
passant par P est générale, a trois points doubles, dont l’un D est la projection 
du point double M de la quartique. Des deux autres l’un ou tous les deux 
deviennent stationnaires si P vient i étre sur une ou sur deux génératrices tan- 
gentes a la quartique. Si P vient & étre sur l'une des deux génératrices de la 
quadrique qui passent par M, c’est-a-dire s'il vient & étre sur le plan tangent en 
M & celle-ci (plan des deux tangents en M a la quartique), alors la projection 
D de M devient un point de contact de deux branches, et il y aura encore un 
autre point double, qui pourra aussi devenir stationnaire. Comme dans le faisceau 
de quadriques déterminé par la quartique il y a dans ce cas un cone ayant le 
sommet en M et deux autres cénes, il faudra encore considérer séparément le 
cas ol P se trouve sur le premier céne et celui ov il se trouve sur l'un des deux 
autres. Dans le premier cas la projection de la quartique a en D un point triple 
dans lequel se croisent en général trois branches distinctes (les projections des 
deux branches de la quartique qui passent par M et de Ja branche qui rencontre 
en un point différent de M la droite P M); muis si le centre de projection P se 
trouve sur l’une de ces deux génératrices du céne qui sont les tangentes a la 
quartique en M, alors deux des branches passant par le point triple D se con- 
fondent en une seule et ce point triple vient se composer d’un point stationnaire 
ayant unc certaine tungente et par lequel passe une autre branche ayant en ce point 
une autre tangente. Dans le second cas la projection de la quartique a en D 
un point double ordinaire et ailleurs un point de contact de deux branches, qui 
se change en un point de rebroussement de 2° espéce lorsque P vient sur l'une 
des deux génératrices tangentes 4 la quartique, qu'il y a dans ce cas sur le céne 
quadrique passant par P; mais si le centre de projection P se trouve sur la 
génératrice de ce céne qui passe par M, alors évidemment dans le point D de 
la projection se confondront un point de contact de deux branches et un point 
double ordinaire, c’est-i-dire on aura un point d’osculation de deux branche 
(point dans lequel se confondent trois points doubles dont les droites qui les 
joignent tendent vers une méme limite). 

Si la quartique gauche a un point stationnaire VM et le centre de projection 
P est un point quelconque d’une quadrique générale du faisceau, la projection 
aura aussi un point stationnaire dans la projection D de M et aura en outre 
deux points doubles dont l’un ou tous les deux deviendront aussi des points de 
rebroussement de 1° eSpéce si P se trouve sur une ou deux génératrices tangentes 
& la quartique. Mais si P se trouve sur l'une des deux génératrices qui passent 
par M, alors dans le point stationnaire D viendra coincider l'un des deux points 
doubles, c’est-a-dire D deviendra un point de rebroussement de 2° espéce pour 
la courbe projection et celle-ci aura encore un point double (ou stationnaire). 
Si la quadrique du faisceau qui passe par P eat le cone qui a le sommet en MU, alors 
la projection de la quartique aura en D un point triple provenant d’un point 
stationnaire par lequel passe une autre branche de la courbe; mais si P est 
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un point de rebroussement de 1° espéce dont la tangente est l’inter- 
section de R, avec le plan tangent le long de la génératrice PA au 
cone d’intersection de l’espace avec g (plan qui sera donc tangent le 
long de PA a @ et en conséquence aussi au céne mm, de sorte qu'il 
coupera R, suivant la tangente en A’ a y*) et une autre branche dont 
la tangente en A’ est l’intersection de R, avec le plan a des tangentes 
en A’ a la quartique considérée, c’est-a-dire est la tangente singuliére 
en A’. Donec: Parmi les plans qui passent par la tangente singuliére 
en un point-pince celui qui contient aussi la tangente en ce point a la 
conique double coupe la surface S suivant une courbe ayant en ce point- 
pince un point triple, ov il y a un point de rebroussement dont la tangente 
est cette tangente a la conique double et par lequel passe une autre 
branche ayant pour tangente la tangente singuliére du point-pince. — 
Ce plan, qui est évidemment le lieu des droites rencontrant dans 
le point-pince trois fois la surface S, s’appelle, pour le distinguer des 
autres plans passant par la tangente singuliére et qui peuvent tous 
étre considérés comme des plans tangeuts dans le point-pince, le plan 
tangent singulier de ce point. 

Nous voyons done que les 4 plans tangents singuliers qui appar- 
tiennent aux 4 points-pinces de y? sont les intersections de R, avec 
les espaces tangents 4 m dans les 4 points d’intersection de p avec [. 
Or ces espaces se coupent suivant une droite passant par P (la droite 
polaire du plan p par rapport & g) puisque ces points sont dans un 
plan p appartenant 4 2: donc les 4 plans tangents singuliers se coupent 
dans le point d’intersection de cette droite avec R,. Les plans tan- 
gents singuliers des 4 points-pinces de la conique double de S passent 
par un méme point. 


4. Si la variété quadratique m du faisceau, qui passe par le centre 
de projection P, est un cdne de 1° espéce, alors il se présente quel- 
ques particularités dans ce que nous avons dit. L’espace a qui lui est 
tangent en P coupera ce cdne gp en deux plans se coupant suivant la 
droite joignant P au sommet de ce cone, et la quartique k' d’inter- 


justement sur celle des génératrices de ce céne qui est tangente en M a la 
quartique, alors cette branche vient se confondre avec celle qui contient le point 
stationnaire et on a un point triple dont les trois tangentes coincident (et dont 
V’apparence est presque, comme |’on sait, celle d’un point ordinaire). Si enfin 
P se trouve sur l’autre céne du faisceau, alors la projection aura en D un point 
stationnaire, et ailleurs un point de contact de deux branches, qui viendra 
coincider avec D si P se porte sur la génératrice passant par M: dans ce dernier 
cas le point D deviendra pour la courbe un point de rebroussement de 3° espéce, 
eest-a-dire un point singulier provenant de la coincidence d’un point de re- 
broussement de 2° espéce avec un point double. 
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section de cet espace a avec [ se décomposera en deux coniques k,’, k,? 
de ces plans, lesquelles auront deux points communs et seront projetées 
par P sur R, suivant deux droites d,, d, se coupant en un point, et 
dans lesquelles se décompose en ce cas la conique y?: comme chaque 
point de Pune de ces droites est la projection de deux points de la 
conique correspondante, la surface S aura d,, d, pour droites doubles, 
c’est-i-dire la conique double de S se décomposera en deux droites. Par 
le point P passent deux tangentes & chacune des coniques k,?, k,?: done 
sur chaque droite double de notre surface il y a deux points-pinces. Ces 
points aurout encore des tangentes singuliéres, que |’on trouvera de 
la maniére vue, et les plans passant par ces tangentes jouiront encore 
des mémes propriétés que dans le cas général; le plan tangent singulier 
qui correspond a l'un de ces points-pinces sera le plan qui joint sa 
tangente singuliére & la droite double sur laquelle il se trouve. 

Le point de rencontre des plans tangents singuliers des 4 points- 
pinces se réduit dans ce cas au point de renggntre des deux droites 
doubles, comme le montre d’ailleurs la construction que nous en avons 
donnée. La méme méthode, dont nous nous sommes servis pour 
reconnaitre la nature des sections de S faites par des plans qui passent 
par un point-pince, montre que la section faite par un plan qui passe 
par le point de rencontre des deux droites doubles (projection d’une 
quartique gauche par un point P d’un cdne quadrique — appartenant 
& gm — qui la contient) a dans ce point un contact de deux branches 
avec une droite du faisceau déterminé par d,, d, pour tangente com- 
mune. D/ailleurs cela résulte aussiedu fait que pour une telle section 
coincident les deux points doubles qu'une section plane quelconque a 
sur d, et d,. ; 

Nous verrons plus tard comment les deux droites doubles d,, d, 
viennent coincider lorsque la variété g devient un codne de 2° espéce. 


Séries de coniques de la surface; cénes de Kummer. 


5. Chaecun des cénes quadriques passant par contient oo! plans 
g&nérateurs, et s'il est de 1° espéce ces plans forment deux séries: deux 
plans d'une méme série ne se coupent que dans le sommet, tandis que 
deux plans de différentes séries se coupent suivant une droite génératrice 
du cone (car on obtient tous ces plans générateurs en projetant les 
deux séries de génératrices d’une quadrique par un point extérieur a 
espace qui contient celle-ci). Or chaque plan générateur d'un tel 
cone est coupé par une autre variété quelconque de notre faisceau (et 
en conséquence par toutes ces variétés) suivant une conique appartenant 
a [. Vice-versa chaque conique de [ est sur un plan générateur d’un 
cone du faisceau puisque la variété du faisceau, qui passe par un point 
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queleonque de ce plan placé hors de la conique, devra contenir tout 
ce plan et en conséquence ge réduire & un céne. Done la surface [ con- 
tient co' coniques, qui forment autant de systémes qu’il y a de cdnes 
dans le faisceau, et chaque systeme se compose, s'il correspond a un cone 
de 1° espéce, de deux séries différentes. Comme deux plans générateurs 
de deux cénes différents du faisceau se coupent en général en un point 
qui appartiendra &[, nous voyons que deux coniques de [ appartenant 
& des systémes différents se coupent en un seul point. Au contraire 
il suit de ce que nous avons dit que deux coniques appartenant au 
méme systéme correspondant & un codne de 1° espéce se coupent en 
deux points si elles sont des deux séries différentes, tandis qu’elles ne 
se coupent pas (ou se coupent seulement dans le sommet du cdne 
correspondant, si ce sommet appartient 4 [) lorsqu’elles sont de la 
méme série. — Dans le cas le plus général il y aura done sur [ (v. 
n° 1) 5 systémes de coniques décomposés chacun en deux séries, et 
correspondants aux Sgednes de 1° espéce du faisceau (dont aucun n’a 
alors le sommet sur [). 

En projetant par un point quelconque P sur R,, les plans des 
coniques de [ se projettent au moyen d’espaces passant par P et 
respectivement par les différents sommets des cdnes du faisceau. Un 
tel espace passant par P et par un plan générateur de l'un de ces 
ednes contiendra aussi un plan générateur de différente série, sur lequel 
il y aura une autre conique de [: cet espace sera tangent au cone 
le long de la droite d’intersection de ces deux plans générateurs 
(droite sur laquelle se coupent enedeux points les deux coniques de [ 
appartenant a ces plans), ‘et cette droite se trouvera en conséquence 
dans intersection de ce cone avec l’espace polaire de P par rapport 
& lui, intersection qui se compose d’un céne quadrique ordinaire, dont les 
plans tangents appartiennent aux espaces tangents considérés menés par 
Pau cone a 3 dimensions. Mais si P appartient justement a celui-ci 
(n° 4), ce cone quadrique ordinaire se réduit au couple de plans 
générateurs qui passent par P et qui coupent R,, comme nous avons 
vu, suivant les deux droites doubles d,, d, de S. Les espaces tangents 
menés par P au cone F,* coupent done dans ce cas R, suivant les 
deux faisceaux des plans passant par d,, d,; et des deux coniques de 
[, que chacun d’eux contient, l’une est fixe (k,? ou k,?) et se projette 
suivant d, ou d,, et seulement l’autre varie. — Donc, en supposant 
successivement que le centre de projection P ait une position tout-a- 
fait générale par rapport a et qu'il soit pris sur l’un des cones du 
faisceau, nous avous les propositions suivantes. 

La surface générale du 4° ordre a conique double contient 5 couples 
de séries de o0' coniques. Les plans des coniques des deux séries dun 
méme couple enveloppent un cone quadrique, dont chaque plan tangent 
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coupe la surface suivant deux coniques appartenant respectivement aux 
deux sértes du couple et se coupant (outre que dans deux points de la 
conique double) en deux points situés sur la génératrice de contact de 
ce plan avec le cone. Les génératrices de ces 5 cénes et leurs plans 
tangents sont donc doublement tangents a la surface; nous appellerons 
ces cénes les cébnes de Kummer de la surface. — Deux coniques de 
celle-ci ne se coupent pas si elles appartiennent a une méme série, se coupent 
en deux points si elles appartiennent aux deux séries d’un méme couple 
et se coupent en un seul point si elles appartiennent a des séries de 
différents couples. 

Les mémes choses valent parfaitement si la conique double de la 
surface se décompose en deux droites; seulement alors au lieu de 5 il 
ny aura que 4 cones de Kummer proprement dits, le cinquiéme se 
réduisant au couple des deux droites doubles considérées comme enveloppes 
de plans, car outre les 4 couples de séries de coniques qui correspondent 
aux 4 cénes de Kummer proprement dits il y a sur la surface deux 
autres séries de coniques situées dans les plans passant par les deux 
droites doubles. Ces 5 couples de séries de coniques présentent les mémes 
relations que dans le cas précédent.*) 


6. Nous pouvons établir facilement une proposition remarquable 
qui lie les sommets des cOnes de Kummer avec les points-pinces de 
la conique double. Considérons le lieu des droites polaires du plan p 
(polaire de P relativement 4 [) par rapport aux variétés quadratiques 
de notre faisceau. Puisque par rapport & une quelconque de ces variétés 
le point P a un espace polaire passant par p, les droites polaires de 
p passeront toutes par P et formeront en conséquence un cdne. Un 
espace quelconque mené par p coupe le faisceau de F’,? suivant un 
faisceau ordinaire de quadriques et les poles de p par rapport a celles- 
ci forment, comme l’on sait, une cubique gauche dont les cordes sont 
les droites polaires des points de » par rapport a ce faisceau. Donec 
nous concluons que le lieu des droites polaires du plan p par rapport 
au faisceau de F’,? est un cone cubique ayant P pour sommet**) et qui 
est coupé suivant deux génératrices par chacun des plans polaires par 


*) Dans ce cas, ou la variété g qui passe par P est un cdne, Jes coniques 
de T placées dans les plans générateurs de m de méme systéme que le plan con- 
tenant k,* coupent k,? en deux points en ligne droite avec le sommet de m: comme 
par ce sommet passent deux seules tangentes & k,2 on a que parmi les plans qui 
passent par une droite double de notre surface il y en a deux pour lesquels la 
conique d’intersection avec la surface est tangente a cette droite double, 

**) A la méme conclusion on parviendrait en remarquant que le céne dont 
il s’agit est le céne qui projette par le point P la courbe lieu des pdles de 
Yespace a par rapport aux variétés du faisceau et cette courbe est, comme on 
voit facilement, une courbe du 4° ordre passant par P (et normale pour R,). 
Mathematische Annalen, XXIV. 22 
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rapport a [ des points de p, parmi lesquels il y a les 4 plans tangents 
a [ dans les points d’intersection de p avec [ (ou avec k*). En outre 
comme les droites polaires de p par rapport aux cénes de notre faisceau 
passent par leurs sommets, ce cOne cubique passera aussi par ceux-ci. 
Et les 3 points d’intersection de ce cdne avec p seront des points de 
contact de ce plan p avec des variétés du faisceau, c’est-i-dire ils seront 
les trois points diagonaux du quadrangle déterminé dans le plan p par 
les 4 points d’intersection avec [. En coupant donc le céne cubique 
considéré avec R, nous avons pour la surface S le théoréme suivant: 

Les sommets des cénes de Kummer, les points diagonaux du quadrangle 
des points-pinces de la conique double, et le point d’intersection des plans 
tangents singuliers de ces points-pinces sont sur une méme cubique gauche. 
Cette cubique a pour 4 cordes les tangentes singuliéres de ces points.*) 

Si la surface S est générale et sa conique double ne se décompose 
pas, on a ainsi 9 points et 4 cordes d’une cubique; si la conique double 
se décompose, l'un des sommets de cOnes de Kummer, l'un des points 
diagonaux du quadrangle. des points-pinces et le point d’intersection 
des plans tangents singuliers de ces points se confondent en le point 
d’intersection des deux droites doubles, de sorte qu’on a seulement plus 
7 points et 4 cordes d’une cubique. — Nous verrons plus tard deux 
propriétés communes respectivement aux différents points et aux dif- 
férentes cordes de cette cubique. 


Droites et cubiques de la surface. 


7. Cherchons a-présent les droites de [. Soit r une droite de 
[: comme elle appartiendra aussi 4 un cone quelconque f de notre 
faisceau de F';? sans passer par son sommet (il peut arriver qu'elle 
passe par le sommet seulement dans des cas particuliers que nous con- 
sidérerons plus tard), le plan qui la joint & ce sommet appartiendra 
lui-méme au cone /; et puisque ce plan coupe [ suivant la droite r il 
la coupera encore suivant une autre droite 7 et sera en conséquence 
tangent dans le point d’intersection de ces deux droites 4 toutes les 
F,? du faisceau. Lespace polaire du sommet de f par rapport a 
tout ce faisceau coupe done / suivant une quadrique telle que la 
génératrice qui passe par le point rv’ et qui est l’intersection du plan 
rr avec cet espace sera tangente aux quadriques d’intersection du 
méme espace avec les /’,? du faisceau, c’est-a-dire tangente 4 la quarti- 


*) La premiére partie de cette proposition est due, pour le cas le plus 
général, & Clebsch (mém. cité, pag. 165), tandis que la seconde parait nouvelle. 
Notre demonstration montre aussi comment on devra modifier l’énoncé dans des 
cas plus particuliers, pour quelques-uns desquels M. Korndérfer a étendu le 
théoréme de Clebsch par des calculs identiques 4 ceux de ce savant. 
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que (commune a toutes ces quadriques) d’intersection de cet espace 
polaire et de [. Vice-versa si en un point de cette quartique la tan- 
gente a celle-ci est une génératrice de la premiére quadrique, le plan 
générateur de f qui la contient sera tangent aux autres F’,? du faisceau 
dans ce point et coupera en conséquence [ suivant deux droites 1, 1’ 
se croisant en ce point. Or on sait que dans une quadrique il y a en 
général pour chaque série de génératrices 4 génératrices tangentes a 
une quartique (de 1° aspéce) tracée sur cette quadrique. Nous con- 
cluons done: 

Dans le cas le plus général la surface [ contient 16 droites telles 
que chacune est coupée par d’autres 5 d’entre elles. Par rapport a 
& lun queleonque des 5 cones du faisceau de F,? ces 16 droites se 
divisent en 8 couples, chaque couple se composant de deux droites 
appartenant 4 un plan générateur de ce céne, quatre couples 4 4 plans 
générateurs d’une série et les autres quatre 4 4 plans générateurs de 
Yautre série. — En projetant par un point quelconque nous avons 
pour la surface S: 

Une surface du 4° ordre générale, a conique double générale ou 
décomposée en deux droites, contient 16 droites (simples) dont chacune 
est coupée par d’autres 5, et qui forment 5.8 couples de droites se 
coupant, de maniére que chaque cine de Kummer a 8 plans tangents 
contenant chacun lun de ces couples: 4 des couples ainsi obtenus forment 
des: coniques de Vune série et les autres 4 des coniques de la série con- 


juguée dans le couple de séries de coniques de la surface qui correspon- 


dent au cine de Kummer. De ld on tire toutes les relations qui lient 
les 40 couples de droites entre ewx et avec les 10 séries de coniques. 
Ainsi des deux quatraines de ces couples de droites qui correspondent a 
un méme cones de Kummer deux couples dune méme quatraine n’ont 
pas de points communs, tandis que deux couples de différentes quatraines 
se coupent en deux points. te. etc.*). 

Si la conique double est décomposée en deux droites on a comme cas 
particulier que par chacune de ces droites passent 4 plans contenant 4 
couples de droites (simples) de la surface, de sorte que 8 de ces droites 
rencontrent une droite double et les autres 8 rencontrent Vautre. 

Nous ne nous arréterons pas sur les autres maniéres de grouper 
entre elles les 16 droites, car celle que nous avons vue est la plus 
importante. 


8. Proposons-nous maintenant de trouver les cubiques de [. On 
sait qu’une cubique est toujours contenue dans un espace (au moins). 
Or un espace qui contienne une cubique de [ devra encore couper [ 
suivant une droite et vice-versa chaque espace qui passe par une droite 


*) V. Clebsch, loc, cit., pag. 145. 
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de T coupe encore cette surface suivant une cubique, appuyée en deux 
points & cette droite (car la cubique et la droite doivent former une 
quartique de 1° espéce). Comme par une droite il passe oo? espaces, 
il y aura done sur [ 16 systemes de oo? cubiques, dont chaque systéme 
correspondra & Tune des 16 droites de la surface. L’espace qui con- 
tient une de ces cubiques, et en conséquence la droite correspondante, 
est coupé par une autre droite de la surface en un point qui appartient 
& la ecubique s'il n’appartient pas a la premiére droite. Done en 
projetant sur R, par un point quelconque P et en remarquant que 
dans chaque systéme de oo? cubiques de [ il y en a oo! placées dans 
des espaces qui passent par P: 

Dans une surface générale du 4° ordre a conique double, générale 
ou décomposée en deux droites, il y a 16 systémes de co? cubiques 
gauches qui correspondent aux 16 droites de la surface: dans le systéme 
qui correspond a Vune de ces droites il y a co' cubiques planes situées 
dans des plans passant par cette droite. Les co? cubiques gauches de 
ce systéme coupent en deux points cette droite correspondante, en aucun 
point les 5 droites de la surface qui s'appuient sur celle-ci et en un 
point les autres 10 droites de la surface. 

Deux cubiques quelconques de méme systéme se coupent en un seul 
point, de sorte que par deux points de la surface passe wne cubique 
bien déterminée de chaque systeme. Deux cubiques de systémes différents 
ont trois ou deux points communs suivant que les deux droites corre- 
spondantes ad ces systémes se coupent ou non.*) — En effet considérons 
dans R, Vespace qui contient une cubique de [ et en conséquence 
aussi une droite r: on voit tout-de-suite que cet espace (et par consé- 
quent cette cubique) sera déterminé si on |’assujettit & passer, outre 
que par 7, par deux points queleonques donnés de [f. En outre une 
autre cubique du méme systéme coupera cet espace en 3 points dont 
deux seront sur r et un, en conséquence, sur la premiére cubique. 
Au contraire si l’on considére avec celle-ci une cubique d’un autre 
systeme correspondant & une droite coupant ou ne coupant pas 7, 
alors comme cette nouvelle cubique ne coupera pas ou bien coupera 
en un point r, elle coupera encore l’espace contenant la premiére 
cubique, c’est-i-dire celle-ci méme en 3 ou resp. en 2 points. Cela 
prouve justemenut (en projétant sur R,) notre dernier énoncé, 

Remarquons que le fait que les oo? cubiques d’un systéme sur [, 
ou bien sur l’une quelconque de ses projections dans R,, jouissent de 
la propriété que deux d’entre elles se coupent en un point et qu'il y 
en a une déterminée qui passe par deux points donnés de la surface 
nous prouve que toute la géométrie plane projective vaut pour cette 


*) V. Clebsch, loc. cit., pag. 155, 
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surface, pourvu qu’aux droites du plan on substitue ce systeme de 
cubiques sur la surface. Ainsi on pourra établir un systéme de coor- 
données (projectives en un sens nouveau) de points sur la surface et 
on peut obtenir de cette maniére trés-simplement une représentation 
de la surface sur un plan, & laquelle nous parviendrons plus tard avec 
autant de simplicité par une projection. 


Quartiques de la surface et quadriques doublement tangentes. 


Y. Chacun des cot espaces contenus dans R, coupe [ suivant 
une quartique de 1° espéce. Deux de ces quartiques se coupent en 4 
points, placés dans le plan d’intersection des deux espaces qui les 
contiennent, et par lesquels passent co' autres quartiques (appartenant 
au faisceau des espaces qui passent par ce plan). Mais par 4 points 
quelconques de [ il ne passe en général qu’un espace déterminé et en 
conséquence aussi une seule quartique. — Les espaces de R, coupent 
la variété quadratique m du faisceau qui passe par P dans des quadri- 
ques, qui sont projetées par P sur R, suivant des quadriques passant 
par la conique double de S. Done: 

Sur chaque surface du 4° ordre a conique double, générale ou deé- 
composée, S il y a cot quartiques de 1° espéce, qui sont Vintersection de 
S avec les cot quadriques passant par la conique douple. Par 4 points 
quelconques de S il passe une quartique bien déterminée, mais deux 
quartiques quelconques se coupent en 4 points (placés dans un plan) par 
lesquels il en passe encore oo', et dont trois déterminent parfaitement 
le quatriéme. : 

Un espace quelconque coupe la quartique (générale ou décomposée 
en deux coniques) k*, dont la projection est la conique double de S, 
en 4 points situés dans le plan d’intersection de cet espace avec l’espace 
x qui contient k*: les 4 autres points de k* placés avec ceux-la resp. 
en ligne droite avec P seront aussi sur un plan (car ils correspondent 
& ceux-la dans une homologie harmonique de lespace a, ayant P 
pour centre et p pour plan d’homologie), et il passera en conséquence 
par les uns et par les autres deux faisceaux d’espaces, c’est-i-dire deux 
systemes de oo' quartiques. Done: 

Chacune des co quartiques de \¢ espéce de S coupe la conique double 
en 4 points dont 3 suffisent pour déterminer la quatriéme; et par 4 tels 
points sur les mémes nappes de la surface passent co' de ces quartiques, 
tandis que par les 4 mémes points, mais sur les autres nappes passant 
par eux, passe un autre systeme de co! quartiques.*) 


10. Parmi les espaces de R, ceux qui touchent l’un quelconque 


*) V. Clebsch, loc. cit., pag. 162, 
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des cénes quadriques passant par [ coupent ce cdne en deux plans et 
F en deux coniques de ce plans, dans lesquelles se décompose la 
quartique de [ situé dans un tel espace: les deux points communs a 
ces deux coniques sont des points de contact d’un tel espace avec [ 
et ils sont sur une méme génératrice du céne considéré et en consé- 
quence sur une méme droite avec le sommet de ce céne. En projetant 
par un point quelconque sur R,: 

A chaque cine de Kummer de la surface correspond, parmi les oot 
quadriques passant par la conique double, un systéme de oo* quadriques 
doublement tangentes d S: Tune quelconque de ces quadriques touche S 
en deux points alignés avec le sommet du cone de Kummer correspondant 
et coupe en conséquence S en deux coniques se coupant en ces points et 
appartenant resp. aux deux séries de coniques de la surface qui corre- 
spondent a ce céne. Reéciproquement, si lon prend dans les deux séries de 
coniques de S qui correspondent ad un méme cone de Kummer deux 
coniques quelconques, elles appartiendront a une quadrique passant par 
la conique double de S (et doublement tangente a S).*) 


11. Nous avons considéré au n° précédent un cas dans lequel une 
des oof quartiques des [ acquiert deux points doubles et nous avions 
déji examiné au n° 8 l’autre cas dans lequel cela arrive. Considérons 
maintenant les quartiques qui ont un seul point double. En un point 
queleonque M de [ il y a, comme nous avons déja dit, un plan tan- 
gent m, qui est l’intersection du faisceau des espaces tangents en M 
aux variétés du faisceau des F’,? passant par [. Un tel espace coupe 
la variété correspondante en un cone quadrique ordinaire ayant M pour 
sommet et les autres variétés en un faisceau de quadriques ayant m 
pour plan tangent en M; donc il coupe [ en une quartique ayant en 
M w point double dont les tangentes sont les droites d’intersection 
de m avec la variété quadratique considérée. En faisant varier celle-ci 
et en conséquence son espace tangent en M on voit que le faisceau 
des espaces passant par m coupe suivant co' quartiques ayant en M 
un point double et que les couples des tangentes en ce point 4 ces 
courbes sont les couples de droites d’une involution, dans lesquels le 
plan m coupe le faisceau de F’,?. Dans cette involution il y a deux 
droites doubles qui correspondent 4 deux variétés tangentes a m le long 
de ces deux droites. En remarquant encore que dans le faisceau 
d’espaces passant par m il y en a qui passent par les sommets des cénes 


*) Il est bien entendu que ces propriétés, comme presque toutes celles 
que nous trouvons (tant que nous n’avertissons pas du contraire), ont lieu, comme 
le montre leur demonstration, non seulement pour la surface S la plus générale, 
mais aussi pour tous les cas particuliers, soit que sa conique double soit générale, 
soit qu’elle se décompose. 
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du faisceau de F,*, il y en a un qui touche en © la variété p passant 
par le centre de projection P et il y en a un enfin qui passe par P, 
et en se rappelant en outre que le faisceau des espaces tangents aux 
F’,? en un point quelconque de [ correspond projectivement au faisceau 
de ces variétés nous concluons que: 

Un point quelconque M de la surface S est double pour so' quarti- 
ques de 1° espéce de la surface, qui sont Vintersection de celle-ci avec 
un faisceau de quadriques passant par la conique double et tangentes 
en MdaS: les couples de tangentes en M a ces quartiques forment dans 
le plan tangent en M a S une involution dont les deux droites doubles 
sont les tangentes aux deux quartiques qui ont en M un point de 
rebroussement. A cette involution appartiennent les couples de tangentes 
aux couples de coniques de la surface (des différents couples de séries) 
qui passent par M, en outre le couple des droites qui s’appuient sur la 
conique double, et le couple des tangentes a Vintersection de la surface 
avec son plan tangent en M (c’est-d-dire des tangentes principales relatives 
a ce point). — Tous ces couples de Vinvolution, excepté le dernier, forment 
un groupe de couples qui reste projectif ad soi-méme lorsqu’on fait varier 
le point M sur S. En dautres termes si en un point quelconque M 
de S on méne les différentes quadriques passant par la conique double 
et tangentes en ce point et en un autre a S, elles formeront avec le céne 
qui a M pour sommet et qui passe par la conique double un groupe de 
quadriques dun faisceau et les rapports anharmoniques de ce growpe 
sont les mémes, quel que soit le point M de la surface.*) 

Ce théoréme a lieu quelle que soit la surface S. Si elle est 
tout-a-fait générale et si sa conique double ne se décompose pas, on 
a ainsi des groupes de 6 éléments qui restent projectifs entre eux, 
cest-i-dire l'on a ainsi 3 rapports anharmoniques indépendants qui 
seront des invariants absolus de la surface. Si la conique double se 
décompose en deux droites, au lieu de 5 il y aura seulement plus 4 
quadriques (proprement dites) doublement tangentes 4 la surface; c’est- 


*) La premiére partie de ce théoréme est due & Clebsch (loc. cit., pag. 
161); la seconde n’est qu’une modification d’un théoréme de M. Darboux sur 
les normales aux cyclides (V. le Mémoire sur les surfaces cyclides, Annales de 
Ec. Norm, 2° série, tome 1, & la pag. 277; ou bien louvrage cité, pag. 281). — 
Nous pouvons retrouver ici par nos méthodes un autre résultat di a Clebsch. 
Proposons-nous de chercher le lieu d’un point de S, ou bien de f, pour lequel 
les deux droites doubles de l’involution considérée, c’est-& dire les deux tangentes 
en ce point & des quartiques y ayant un point de rebroussement, coincident. 
La droite dans laquelle ces deux droites doubles coincident devra appartenir a 
chaque couple de l’involution, et comme ces couples se composent des droites 
d’intersection du plan tangent 4T dans le point considéré avec les F,? du faisceau, 
cette droite devra appartenir 4 ces F,? et en conséquence aussi 4 [. Donc seule- 
ment pour les points situés sur les droites de [ ou de S il arrive que les deux 
tangentes cuspidales considérées coincident. 
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i-dire dans l’involution des tangentes aux dix coniques de S qui passent 
par un point quelconque de cette surface le couple des tangentes aux 
deux coniques placées dans des plans passant par les droites doubles 
de la surface est aussi le couple, que nous considérions aussi, des 
deux droites qui s’appuient sur la conique double: au lieu de 6 éléments 
dun groupe on en a seulement plus 5 et on a de cette maniére seule- 
ment 2 invariants absolus de la surface. 


12. Les quadriques doublement tangentes nous donnent une maniére 
de construire la surface S au moyen de faisceaux projectifs de quadri- 
ques. En effet dans R, l'un quelconque des cones du faisceau de F,? 
et le lieu des plans d’intersection des espaces correspondants de deux 
faisceaux projectifs dont les soutiens sont deux plans générateurs de 
autre systeme du céne. Or ces espaces coupent @ suivant des quadri- 
ques qui seront projetées sur R, suivant des quadriques doublement 
tangentes & S et passant par sa conique double. On trouve ainsi le 
théoréme suivant: 

Si dans la surface a conique double S quelconque on prend deux 
coniques appartenant da la méme série, on peut considérer S comme le 
liew des coniques dintersection des surfaces correspondantes de deux 
faisceaux projectifs de quadriques passant par la conique double et ayant 
pour soutiens (outre celle-ci) respectivement ces deux coniques. — Les oo! 
coniques qu'on obtient ainsi forment la série conjuguée a celle qui con- 
tient celles-ci, et les quadriques des deux faisceaux appartiennent au 
systéme correspondant de quadriques doublement tangentes a S et passant 
par la conique double.*) 

On voit bien quelles légéres modifications il faut faire a cet 
énoncé dans les cas particuliers ot S est la projection d'une surface 
T contenue dans un cone quadrique de 2° espéce, cas sur lesquels 
nous reviendrons d’ailleurs plus tard. Il s’ensuit que toutes les surfaces 
appartenant a la catégorie qui nous occupe peuvent étre construites 
au moyen de deux faisceaux projectifs de quadriques. Et vice-versa 
deux faisceaux projectifs de quadriques ayant une conique commune 


donnent toujours lieu par les intersections des quadriques correspon- 
dantes 4 l'une de nos surfaces. 

*) La possibilité de construire une surface du 4° ordre & conique double 
au moyen de deux faisceaux projectifs de quadriques semble avoir été remarquée 
pour la premiére fois par M. H. Durrande (Sur les surfaces du quatriéme ordre, 
Comptes-rendus, 1870, vol. 70, pag. 920—2). Voir aussi le n° 23 du mémoire de 
M. Sturm: Ueber Fliichen mit einer endlichen Zahl von Geraden (Math. Ann., 
Bd. IV, pag. 249—-283). — Mais il est étrange que l’on n’ait pas encore pensé a 
déduire de cette construction par les méthodes de la géométrie de position une 
théorie synthétique compléte de cette espéce de surfaces: il nous semble qu’une 
telle étude n’aurait pas manqué d’intérét, 
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Quadriques inscrites dans la surface. Inversions fondamentales. 


13. Le centre de projection P a par rapport aux variétés du faisceau 
de F’,? des espaces polaires qui forment un faisceau dont le soutien est le 
plan p. Soit f l'une queleonque de ces variétés: l’espace polaire de P 
par rapport & elle la coupe suivant une quadrique qui coupe [ suivant 
la quartique d’intersection de cet espace avec [. Dans un point quel- 
conque de cette quartique le plan tangent & la quadrique appartient 
iv lespace tangent dans le méme point a f, espace qui passe par P et 
dans lequel est aussi le plan tangent dans ce point 4: done ces deux 
plans sont projetés par P sur R, suivant un méme plan, C’est-i-dire 
la projection de ‘cette quadrique est une quadrique touchant la surface 
& conique double S le long d’une quartique. Cette quadrique et cette 
quartique passent par les 4 points-pinces de la conique double, puisque 
dans R, Vespace polaire de P par rapport 4’f passe par le plan p 
dont les 4 points d’intersection avec [ ont pour projections ces points- 
pinces. — Remarquons aussi que cet espace polaire coupe m en une 
quadrique qui est projetée sur R, suivant une quadrique passant par 
la quartique considérée et contenant la conique double. Le pdle du 
plan de celle-ci par rapport a cette quadrique est la projection du 
pole de p par rapport & la premiére quadrique, c’est-A-dire l’intersection 
de R, avec la droite polaire du plan p rapport a g, car cette droite 
passe par P et contient ce pdle. Or cette droite ne varie pas si f 
varie dans le faisceau de F’,* et elle coupe R, dans le point de ren- 
contre des plans singuliers des 4 points-pinces de S (voir 4 la fin du 
n°’ 3). Done: 

A la surface S sont inscrites co! quadriques, qui la touchent le long 
de co! quartiques passant par les 4 points-pinces de la conique double, 
et dont il passe une seule par chaque point de la surface. — Ces quarti- 
ques appartiennent & oo! quadriques passant par la conique double et 
par rapport auaxquelles le plan de celle-ci a pour pdle le point de ren- 
contre des plans tangents singuliers dans les 4 points-pinces de la coni- 
que double.*) . 


*) Aussi pour cette proposition (dans le cas ow la surface S est générale) 
la premiére partie est due 4 Clebsch (loc. cit., pag. 163) et la deuxiéme a M, 
Darboux (ouvr. cité, pag. 110). On peut encore établir une autre propriéte des 
quadriques inscrites dans S due & ce dernier savant. Considérons une quadrique 
inscrite dans une quelconque de ces o! quadriques (celle qui correspond a la 
variété f dans R,): elle sera projetée par P au moyen d’un cone quadrique (a 3 
dimensions) qui touchera f tout le long d’une conique (dont la projection est la 
conique de contact des deux quadriques de R;), dont le plan sera en congéquence 
le plan double d’un couple d’espaces passant par J’intersection de ce cdne avec /; 
donc cette intersection se décomposera en deux quadriques coupant [ suivant 
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Cette proposition reste quelle que soit l’espéce de la surface S: 
cependant si la conique double se décompose en deux droites la derniére 
remarque devient inutile, car il est bien évident que par rapport aux 
quadriques passant par ces deux droites le plan de celles-ci a pour 
pole leur point d’intersection. 

Si pour la variété f on prend successivement les différents cénes 
du faisceau de F’,? on trouve de nouveau, comme quadriques inscrites 
dans S, les différents cdnes de Kummer, dont nous voyons ainsi qu’ils 
passent par les 4 points-pinces de la conique double et que les points 
de contact avec la surface S forment sur chacun d’eux une quartique 
appartenant au systéme considéré. 

On peut se demander avec Clebsch quel est le lieu des points 
dans lesquels deux coniques de la surface appartenant aux deux séries 
d’un méme couple se touchent: cela équivaut & se demander quel est 
le lieu des points de contact de S avec les tangentes simples qu’on 
peut lui mener par le sommet d’un codne de Kummer. Or dans RF, 
parmi les génératrices de l’un des cénes du faisceau de F’,? celles qui 
touchent [ la touchent dans les points dans lesquels elle est coupée 
par l’espace polaire du sommet du céne relativement 4 tout le faisceau, 
c’est-i-dire dans les points d’une quartique. On voit done que dans 
la surface S le lieu cherché est aussi une quartique. 

14. Considérons encore l’espace polaire du sommet d’un cone du 
faisceau des F’,*: cet espace coupe gm suivant une quadrique qui est 
projetée par P sur R, suivant une quadrique passant par la conique 
double de S et ayant pour pole du plan de cette conique Ja projection 
du sommet considéré; cette quadrique coupe S suivant la quartique 
jadis considérée et a une autre propriété importante par rapport a S. 
Un plan quelconque mené par P et par le sommet du cdne coupe 
suivant une conique sur laquelle les deux points d’intersection avec 
Yespace polaire de ce sommet sont conjugués harmoniquement par 
rapport aux deux couples des points d’intersection avec les deux 
génératrices du cdne contenues dans ce plan. Comme cette conique 
est projetée sur FR, suivant une droite passant par le sommet du cone 
de Kummer correspondant au cone F’;? considéré nous avons que: 

A chaque cine de Kummer de S correspond une inversion, dans 
laquelle cette surface S se transforme en soi-méme: cette inversion a pour 
quadrique directrice wne quadrique passant par la conique double et 
ayant pour pdle du plan de celle-ci le sommet du cine de Kummer 
correspondant et a pour centre d’inversion ce sommet méme. Sur chaque 


deux quartiques. En projetant de nouveau sur R, nous avons que: chaque quadri- 
q pro} 3 q que q 

que inscrite dans Vune quelconque des quadriques inscrites dans la surface S coupe 
cette surface suivant deux quartiques, 
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droite passant par ce sommet les 4 points intersection avec la surface 
S forment deux couples de points dune involution dont les points doubles 
sont les points @intersection avec cette quadrique.*) 

Nous appellerons inversions fondamentales pour la surface S les 
inversions qui la transforment en elle-méme. Pour la surface générale, 
soit que sa conique double soit générale, soit qu’elle se décompose en 
deux droites, il y a donc 5 inversions fondamentales. Mais dans ce 
dernier cas le raisonnement méme que nous avons tenu nous prouve 
quon a les particularités suivantes: 

Si la conique double de S se décompose en deux droites, alors 4 des 
inversions fondamentales ont pour quadriques directrices des cones con- 
tenant ces droites (et ayant en conséquence pour sommet leur point 
@intersection) et pour centres d’inversion les sommets des 4 cénes de 
Kummer proprement dits (ces centres ayant encore pour plan polaire 
relativement aux cénes directeurs correspondants le plan de la conique 
double); tandis que la cinquiéme inversion fondamentale a pour quadri- 
que directrice une quadrique générale passant par les droites doubles et pour 
centre @inversion le point d’intersection de celles-ci (c'est-d-dire un point 
de la quadrique directrice). 


Représentation de la surface sur un plan.**) 


15. Pour avoir une représentation plane univoque de la surface 
S il suffit évidemment de faire la représentation sur un plan de la 
surface [ dont elle est la projection. La méthode que nous exposerons 
i-présent est générale et sert pour tous les cas: ici nous considérerons 
avant tont le cas dans lequel [ soit tout-i-fait générale, de sorte que 
par sa projection S sur R, elle nous donne les surfaces les plus géné- 
rales du 4° ordre & conique double générale ou décomposée en deux droites, 

Cette méthode consiste 4 projeter [ par l’une quelconque de ses 
droites sur un plan R,. Soit d cette droite: chaque plan passant par 


*) Si le centre de projection P def se trouve sur l’espace polaire du som- 
met d’un cdne du faisceau, la projection de la quadrique d’intersection de cet 
espace avec m se réduit 4 un plan et la surface S a l'inversion fondamentale 
correspondante réduite 4 une homologie harmonique ayant ce plan et son pdle 
par rapport 4 la conique double pour plan et pour centre de Vhomologie (ce 
point du plan de la conique double est le sommet d’un cone de Kummer). 

**) Tous les résultats que nous trouverons dans ce paragraphe s’accordent 
parfaitement avec ceux de Clebsch: mais nous les obtenons d’une maniére 
évidemment plus générale (a notre point de vue) et plus simple. Que l'on remar- 
que, par exemple, avec quelle facilité on a la représentation de la conique double 
et les propriétés de cette représentation sans faire aucun usage de fonctions 
elliptiques (ce qui se rattache d’ailleurs 4 la- méthode connue pour étudier les 
cubiques planes, qui consiste a les considérer comme projections de quartiques 
gauches de 1° espéce). 
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d coupe deux F’,*? quelquonques de notre faisceau en deux droites 
(outre d) qui se coupent en un point de [; cest-d-dire chaque plan 
par d coupe encore [ en un point, et il coupe d’ailleurs aussi R, en 
un point. En faisant correspondre entre eux ces deux points nous 
aurons la représentation plane univoque de [ et de la surface S. Les 
5 droites de [ qui coupent d seront projetées par autant de plans en 
5 points fondamentaux de R,; les autres 10 droites seront projetées 
par d suivant des droites au moyen d’espaces dont chacun, contenant 
deux droites de [ qui ne se coupent pas, contiendra encore 2 autres 
droites de [ coupant celles-ci: done les projections des 10 droites con- 
sidérées de [ sont les droites qui joignent deux-i-deux les 5 points 
fondamentaux de R,. Quant a la droite d méme sa projection sur 
R,, ou, pour mieux dire, la projection de l'ensemble de ses points 
infiniment voisins sur [, sera une courbe passant par les 5 points 
fondamentaux et dont |’ordre est le nombre des points de [ infiniment 
voisins & d situés dans un espace passant par d: or comme un tel 
espace coupe [ suivant une quartique de 1* espéce décomposée en cette 
droite et en une cubique qui la coupe en deux points, il y a dans 
cette intersection deux de ces points infiniment voisins 4 d. Done 
image de d dans R, est la conique qui passe par les 5 points fonda- 
mentaux. — De méme pour la surface S une droite awra dans le plan 
R, pour image cette conique, les 5 droites qui la coupent auront pour 
images les 5 points fondamentaux, et les autres 10 droites auront pour 
images les droites qui joignent ces points fondamentaux deux-d-deux. 


16. Nous avons déji remarqué que les espaces passant par d 
coupent [ suivant les co? cubiques d’un systeme. Donec dans notre 
représentation aux droites du plan correspondent dans la surface S 
(ou [) les co? cubiques dun systéme. 

Un espace quelconque coupe [ dans une quartique qui rencontre 
en un point d et chacune des 5 droites appuyées sur d; donc aux cot 
quartiques de 1¢ espéce de la surface S correspondent sur le plan les 
cot cubiques passant par les 5 points fondamentaux. Cela s’accorde 
avec le fait que l’espace contenant une quartique quelconque de [ (et 
cette quartique méme en conséquence) coupe chaque cubique en 3 points. 

Parmi les espaces de Rj ceux qui passent par le point P coupent 
[ suivant les quartiques qui correspondent aux sections planes de S, 
et ce systeme de co’ quartiques sur [ est tel que par 3 points quel- 
conques de [ il en passe une bien déterminée; donc parmi les cot 
cubiques de R, passant par les 5 points fondamentaux il y en a une 
série linéaire de co® qui sont les images des sections planes de S. 

Les coniques de [ sont projetées par d sur R, suivant des coni- 
ques si elles ne coupent pas d, suivant des droites si elles coupent d. 
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Or pour l’un quelconque des cones du faisceau de F,? d forme 
avec l’une des 5 droites qui la coupent une conique appartenant a 
un plan générateur du cdne: les coniques appartenant aux autres 
plans générateurs de la méme série ne coupent pas ces deux droites, 
tandis que celles-ci sont coupées par les coniques appartenant aux 
plans générateurs de l’autre série. En remarquant en outre que ces 
coniques-ci ne coupent pas les 4 autres droites appuyées sur d, tandis 
que celles-la les coupent nous concluons que: @ chaque couple de séries 
de coniques de la surface S correspondent dans R, respectivement les 
coniques passant par 4 des 5 points fondamentaux et les droites passant 
par le cinquieme. 

Ajoutons que si la conique double de S se décompose en deux 
droites les coniques dans lesquelles S est coupée par les plans qui 
passent par l’une ou l'autre de ces ‘droites forment l'un des 5 couples 
de séries de coniques, de sorte qu’aux coniques placées dans les plans 
qui passent par une droite double correspondent les droites qui passent 
par un certain parmi les 5 points fondamentaux et aux coniques des 
plans qui passent par Pautre droite double correspondent dans R, les 
coniques qui passent par les 4 autres points fondamentaux. 

Nous avons vu que les cubiques de [ appartenant au systeme qui 
correspond a d ont pour images les droites de R,. Les cubiques du 
systeme, qui correspond a l'une des 5 droites coupant d, ne coupent 
en aucun point d et coupent en un point les autres 4 de ces 5 droites 
(n° 8), et sont en conséquence projetées sur R, par d suivant des 
cubiques ayant un point double dans l'un des 5 points fondamentaux 
et passant par les 4 autres. Enfin les cubiques du systéme qui corre- 
spond a l'une queleonque des autres 10 droites de [ ne coupent pas 
les deux droites appuyées sur celle-ci et sur d, mais coupent d et les 
autres 3 droites appuyées sur d: donc elles sont projetées sur R, sui- 
vant des coniques passant par 3 points fondamentaux. — On a donc 
ainsi les images de toutes les cubiques appartenant a [, c’est-d-dire 
de toutes les cubiques appartenant a la surface S. 


17. Mais passons 4 étudier l'image de la conique double de S. 
Supposons avant tout que cette conique.ne se décompose pas. Alors 
la conique double est, comme nous avons vu, la projection faite par 
le point P de la quartique k* d’intersection de [ avec l’espace x tangent 
en P a la variété quadratique g. Donec en se rappelant ce que nous 
avons trouvé pour images des quartiques de [ appartenant 4 des espaces 
passant par P dans le plan R,: Vimage de la conique double de S est 
une cubigue passant par les 5 points fondamentaux et appartenant a la 
série linéaire des o0* cubiques images des sections planes de S.— Les couples 
de points de k* qui correspondent aux points de la conique double 
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(sur deux nappes) sont en ligne droite avec P: si donc P’ est le point 
d’intersection de R, avec le plan dP, point qui sera l’image de |’autre 
point d’intersection avec k* de la droite qui joint P au point dz, nous 
aurons que: sur la cubique de R, qui est Vimage de la conique double 
de S deux points, qui soient les images d’un méme point de cette coni- 
que double dans les deux nappes qui y passent, sont en ligne droite avec 
un point fixe P’ de la cubique, point qui est Vimage du point dinter- 
section de la droite correspondant a d avec la conique double mais con- 
sidéré dans la nappe de S qui ne passe pas par cette droite. 

Deux couples de points de k' alignés avec P sont dans un plan 
passant par P et par lequel passe un faisceau d’espaces coupant [ 
suivant un systeéme de quartiques projetées par P suivant des quarti- 
ques planes de S et par d suivant des cubiques de R,. Done: deux 
couples de points de la cubique image de la conique double alignés avec 
P’ forment avec les 5 points fondamentauxz un systéme de 9 points 
dintersection @un faisceau de cubiques appartenant au systéme linéaire 
des co* cubiques images des sections planes de S. 

Aux 4 points d’intersection de k' avec p correspondent les 4 points- 
pinces de la conique double; donc: les 4 tangentes menées par le point 
P’ a la cubique image de la conique double la touchent dans les 4 points 
images des points-pinces de la conique double. Ete. etc. 

Supposons maintenant que la conique double se décompose en 
deux droites d,, d,; de maniére que, comme nous avons vu, l'un des 
cing points fondamentaux, 7, soit le centre d’un faiscau de droites images 
des coniques de la surface S situées dans les plans qui passent par 
Pune d, des droites doubles, tandis que les coniques passant par les 
quatre autres points fondamentaux 2, 3, 4, 5 seront les images des 
coniques de S situées dans les plans par d,. Nous avons vu que d,, 
d, sont les projections par P des deux coniques k,?, k,* dans lesquelles 
se décompose dans ce cas la quartique k'. Or la droite d de [ coupe 
dans nos hypothéses k,? et ne coupe pas k,*. Done la projection de 
k,? sur R, est une certaine droite r, passant par le point 7 et la pro- 
jection de k,? est une conique c, par 2, 3, 4,5. Les couples de points 
de k,? ou de k,? alignés avec P ont pour projections sur R, des couples 
de points de r, et de ¢, formant deux involutions dont la derniére a 
le pole sur r,, puisque ces involutions ont commun un couple qui 
correspond aux deux points (alignés avec P) d'intersection de k,? et 
k,?. Done: image de la droite double d, de S est wne certaine droite 
r, passant par le point fondamental 1 et celle de la droite double d, est 
une conique c, passant par les quatre autres points fondamentaux: a 
chaque point de d, ou de d, correspondent deux points conjuguées dans 
une involution sur c, ou sur r, et ces deux involutions contiennent le 
couple des points d’intersection de c, et r,, couple qui correspond au 
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point dintersection des deux droites doubles d, et d,; les points doubles 
de ces deux involutions sur c, et sur r, correspondent aux points -pinces 
de d, et de dy. 


18. En supposant que le plan FR, soit dans l’espace R, on voit 
en projetant la construction, par laquelle nous obtenions la représen- 
tation plane de [ et en conséquence de S, par le point P sur Rh, 
qu'on peut obtenir cette représentation plane de S sans sortir du R, 
qui la contient en faisant correspondre un point de cette surface S et 
un point du plan représentatif R, lorsque la droite qui les joint coupe 
la conique double et une droite fixe (la projection de d) de la sur- 
face; ou, dans le cas od cette conique se décompose en deux droites, 
lorsque la droite qui joint ces deux points coupe l'une des deux droites 
doubles et une droite fixe de la surface qui ne s'appuie pas sur cette 
droite double*). Cependant il y a des cas particuliers de nos surfaces 
dans lesquels cette méthode n’est plus applicable (par exemple pour 
la représentation de la surface de Steiner), tandis que notre méthode 
s'applique toujours. 


Cyclides et leurs séries homofocales. Sphéres directrices et quadriques 
déférentes**). 


19. Supposons que la variété m qui passe par le centre de pro- 
jection P ne soit pas un cone, c’est-i-dire que la conique double de 
la surface S ne se décompose pas en deux dreites. Alors dans |’espace 
R, nous prendrons cette conique pour absolu euclidien, et nous appel- 
lerons cyclide cette surface S, sphere chaque quadrique passant par 
cette conique, plan a JVinfini le plan de celle-ci, etc. ete. Nous 
pourrous alors énoncer plus simplement plusieurs des résultats obtenus. 
Ainsi la cyclide S contiendra en général 5 couples de séries conjuguées 
de cercles, et & chaque couple correspondra un systeme de oo? sphéres 
doublement tangentes 4 la surface et coupant celle-ci suivant deux 
cercles. Il y aura co! quadriques inscrites dans S, parmi lesquelles les 
5 cénes de Kummer, et toutes ces surfaces seront homocycliques, car 
elles couperont l’absolu dans ses 4 points-pinces relatifs 4 S: les 
quartiques de contact de ces co' quadriques avec S appartiendront 
resp. & oo! sphéres ayant pour centre commun le point de rencontre 


*) V. Clebsch: Ueber die Abbildwng algebraischer Flichen, Math. Ann. I, 
pag. 256. 

**) Presque tous les résultats que l’on trouvera dans ce paragraphe étaient 
déji contenus dans les travaux cités, et réunis surtout dans louvrage de 
M. Darboux et dans le mémoire de M. Casey. Mais on verra encore ici la 
bonté de notre méthode, qui nous fera retrouver en peu de pages presque toute 
la théorie exposée dans ces travaux, 
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des plans tangents singuliers de ces points-pinces. Il y aura en 
général 5 inversions ordinaires par rapport auxquelles la cyclide corre- 
spond & soi-méme et les centres (des sphéres directrices) de ces in- 
versions seront les sommets des 5 cénes de Kummer. Etc., ete. 

Les sphéres de R, pourront étre considérées comme les projections 
faites par P des sections de m déterminées par les espaces de F,. Le 
centre d'une sphére est la projection du pole de l’espace correspondant 
par rapport & gm. Deux spheres sont orthogonales, c’est-i-dire con- 
juguées harmoniquement relativement aux deux sphéres nulles (cdnes) 
de leur faisceau, lorsque les deux espaces correspondants seront con- 
jugués par rapport & @, c’est-a-dire lorsque l’un de ces espaces con- 
tiendra le pdle de autre. 

Or les sommets des cOnes quadriques passant par [ sont conjugués 
deux-&-deux par rapport & gp, de sorte que l’espace polaire de chacun 
d’eux passe par tous les autres; d’ailleurs cet espace coupe m en une 
quadrique dont la projection est (n° 14) une sphére directrice de la 
cyclide S (c’est-&-dire d'une inversion fondamentale pour S). Done: 
Les sphéres directrices de S sont deux-a-deux orthogonales entre elles. 

De plus les spheres doublement tangentes d’un systeme étant la 
projection des intersections de @ avec les espaces passant par le sommet 
de l'un de ces cones et tangents & ce cdne, espaces qui seront en 
conséquence conjugués & espace polaire de ce sommet par rapport 
% gm, nous avons que: les oo* sphéres doublement tangentes a la cyclide 
appartenant a un méme systéme sont orthogonales a la sphére directrice 
correspondante. 

Les lieu des pdles de- ces espaces tangents au cOne par rapport 
a m est une quadrique (la quadrique polaire du céne par rapport a q), 
dont la projection est le lieu des centres des sphéres considérées, 
Done: Le liew des centres des sphéres doublement tangentes a la 
cyclide appartenant d un méme systéme est une quadrique. On a ainsi 
pour la cyclide générale 5 quadriques qu’on appelle déférentes; en 
d’autres termes: La cyclide générale peut étre considérée de 5 maniéres 
diverses comme Venveloppe des co* sphéres orthogonales ad une sphere fixe 
(directrice) et ayant les centres sur une quadrique fixe (deférente). 


20. Passons maintenant aux cyclides homofocales. Si l'on prend 
les variétés polaires des F’,? d’un faisceau contenant m par rapport a 
@ méme on aura un systéme de oo' F,*? ayant pour espaces tangents 
communs une série d’espaces doublement infinie et de la 4° classe, 
que nous indiquerons par A et qui se compose des espaces tangents 
i @ dans les points de la base du faisceau. Toutes les propriétés de 
ce systeme de JF,’ s’obtiennent de celles connues du faisceau. Ainsi 
le lieu des pdles d’un espace quelconque par rapport a ce systeme de 
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variétés est une droite. Il y a en général dans le systeme une seule 
variété qui touche un espace donné, mais 4 qui passent par un point 
donné, Il y a dans le cas le plus général 5 variétés du systéme se 
réduisant comme lieux de points 4 5 espaces doubles et comme enve- 
loppes d’espaces tangents & 5 quadriques situées dans ces espaces 
(corrélatif aux 5 cdnes de 1° espece d’un faisceau général); cependant 
il peut arriver que quelques-unes de ces variétés coincident, ou bien 
qu'il y ait aussi une ou deux coniques. dans le systeme (corrélatif aux 
cones de 2° espéce qui peuvent se présenter dans un faisceau). Ete. 

Les variétés du syst?me coupent » en oo! surfaces F,?**, parmi 
lesquelles est la base du faisceau de F’,? dont ce systéme est le systéme 
polaire*). Ces surfaces sont projetées par P sur 2, suivant un systeme 
de cyclides dont nous allons étudier les propriétés. Chacun des oo? 
espaces de A touche les variétés du systéme (parmi lesquelles il y 
a m) dans les points d’une droite et les oo? droites que l’on a ainsi 
forment une varicté développable (circonscrite au systéme des variétés 
quadratiques) que nous indiquerons aussi par A. On reconnait immé- 
diatement (par exemple au moyen du principe de correspondance sur 
une droite queleonque de R,) que cette variété est dans le cas le plus 
général de l’ordre 12 et on voit en outre qu'elle touche chacune des 
variétés quadratiques du systeme, par exemple g, suivant la J’,?*? 
d'intersection avec la variété infiniment voisine dans le systeme, et la 
coupe en outre suivant une surface qui dans le cas le plus général est 
de ordre 2.12 —2.4=—16 et qui se compose évidemment de oo! 
droites. Considérons l'une quelconque de ces droites: elle est le lieu 
des points de contact des variétés du systeme avec un certain espace; 
done Ja surface d’intersection de m avec la variété qui a un point 
queleonque de cette droite pour point de contact a pour plan tangent 
en ce point le plan d’intersection de l’espace tangent en ce point a 
g avec l’espace considéré (tangent dans le méme point i cette variété), 
espace qui est tangent i m, comme nous l’avons dit, en un autre point 
de cette droite: ce plan est done le plan tangent a @ tout le long de 
cette droite. Done pour chacune des oo! droites d'intersection de la 
variété A avec il y a un méme plan tangent aux surfaces d’inter- 


*) Voir 4 ce propos le dernier paragraphe de notre mémoire cité au n° 1, 
. , °” > , 2.2 12 
ou nous avons ¢tudié un systéme analogue de w’ F’>"", sur une F')_, du R,. La 


n—2 


demonstration directe du fait qu'un tel systéme peut étre obtenu de «! maniéres 
iil i ‘ 2 : 
différentes comme l’intersection de -cette } avec le systéme des F')_, polaires 


par rapport 4 elle de celles d’un faisceau ayant pour base l'une quelconque de 


ces | paw a été donnée plus tard pour l’espace ordinaire dans notre note Su wna 


trasformazione irrazionale dello spazio (Giornale di matematiche, vol. XXI) par 
une méthode qui s’étend immédiatement au cas de » quelconque. 
Mathematische Annalen. XXIV. 23 








346 Corrapo Szare. 


section de m avec les variétés du systeme dans les points de contact 
de ces surfaces avec cette droite. Mais les plans qui touchent @ le 
long d’une droite sont projetés par P sur R, suivant des plans tangents 
a labsolu, car un tel plan coupe l’espace a suivant une droite tangente 
au cdne aq dans le point dans lequel la droite de contact coupe z. 
Done nous concluons que le systéme des cyclides qui sont les pro- 
jections des intersections de @ avec le systeme considéré de variétés 
quadratiques est un systeme de surfaces homofocales, ¢’est-a-dire in- 
scrites dans une méme développable avec l’absolu: chaque plan de 
cette développable touche l’absolu et le systéme des cyclides dans les 
points d’une droite. Dans le cas le plus général l’ordre de la surface 
lieu de ces droites (projection de la série de oco' droites d’intersection 
de @ avec la variété A), c’est-a-dire l’ordre de la développable focale, 
est 16. 

Dans R, la surface réglée d’intersection de m avec la variété A 
touche l’une quelconque des variétés quadratiques du systeme dans les 
points qu’elle a communs avec la variété du systeme qui lui est in- 
finiment voisine et avec m, points qui forment une courbe de l’ordre 
8, et ne peut encore couper la variété méme que dans des droites, 
dont le nombre sera en général 2.16 —2.8=—16. Done la déve- 
loppable focale circonscrite & un systéme de cyclides homofocales coupe 
chacune de celles-ci dans ses 16 droites, cest-da-dire elle est le lieu des 
droites contenues dans ces cyclides. 


21. La variété développable A circonscrite au systeme des F’,? a 
les quadriques appartenant 4 ce systeme pour quadriques doubles, c’est- 
i-dire par chaque point d'une telle quadrique passent deux génératrices 
de cette variété; car par le plan tangent en ce point a la quadrique 
passent deux espaces tangents 4 une autre variété du systeme et en 
conséquence & toutes. Si par exception il y a parmi les J’,? du systéme 
une qui se réduise comme enveloppe d’espaces & une conique, alors 
celle-ci est aussi double pour A, mais dans cet autre sens que par 
chacun de ses points passent oo! génératrices de A, lesquelles forment 
un cdne quadrique ordinaire (comme on voit de la méme maniére). 
Chaque quadrique double coupe la variété m suivant une quartique dont la 
projection sur R, sera une quartique située sur une sphére directrice et 
double pour la développable focale du systéme de cyclides, c’est-a-dire une 
courbe dans chaque point de laquelle se croisent deux génératrices de cette 
développable: nous l’appellerons quartique focale des différentes cyclides. 
Sil y a aussi dans la variété développabie une conique double, elle 
coupera @ suivant 4 points (dont quelques-uns peuvent coincider et) dont 
les projections sur R, seront 4 points d’un cercle (directeur) tels que par 
chacun d’eux passent oo' génératrices de la développable focale formant 
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le cone quadrique qui par ce cone projette labsolu, c’est-i-dire la 
développable se décomposera en 4 cones quadriques et en une autre 
développable; nous appellerons ces 4 points foyers des différentes 
cyclides*), — Dans le cas le plus général une cyclide (et toutes celles 
du systéme homofocal qui la contient) a 5 quartiques focales et n’a 
pas de foyers: cependant il y a, comme nous verrons, des cyclides 
particuliéres pour lesquelles ces quartiques focales coincident ou pour 
lesquelles il y a un ou deux quaternes de foyers. 

Les quadriques appartenant & notre systeme de F’,* (doubles pour A) 
sont les surfaces polaires des cones quadriques passant par lune (quel- 
conque) de nos F’,?-*, et ont en conséquence pour projections les 
quadriques déférentes de la cyclide projection de celle-ci (n’ 19). Done 
en se rappelant en outre ce que nous avons vu jadis et au commence- 
ment du n° 20 on a que: 

Toutes les cyclides dun systéme homofocal ont les mémes sphéres 
directrices, formant elles-mémes (comptées deux fois) des cyclides du 
systéme: chaque quartique focale est Vintersection de lune de ces sphéres 
avec les quadriques déférentes correspondantes pour les cyclides du systéme, 
de sorte que toutes ces quadriques déférentes forment un faisceau. 


22. Les quadriques polaires des cOnes quadriques passant par [ 
appartiennent, comme nous avons vu, 4 un systéme de variétés quadrati- 
ques inscrites dans la méme variété développable A avec qg, c’est-a- 
dire dans la variété enveloppée par les espaces tangents 4 @ dans les 
points de [: par le point P passe une série de la 4° classe de oo! 
de ces espaces et les espaces qui la composent sont tangents a toutes 
les variétés de ce systéme et en conséquence aussi aux quadriques, 
touchent m dans les points d’intersection de [ avec lespace = et ils 
touchent en conséquence la quartique k'. Or comme les projections 
de ces quadriques polaires faites par P sont les quadriques déférentes 
de la cyclide projection de [ nous aurons que: les guadriques déférentes 
dune méme cyclide sont homofocales, étant inscrites dans une méme 
développable avec Vabsolu, cest-d-dire dans le développable des plans 
tangents d la cyclide dans les points de Vabsolu**). 

On peut aussi établir une autre propriété des quadriques déférentes. 
Dans R, sur lespace polaire du sommet de lun des cOnes passant par [ 

*) Foyer sera donc pour nous un point tel que la sphére nulle dont il est 
le centre soit tangente a la surface le long d’une courbe; tandis que M. Darboux 
et d’autres savants appellent foyer le centre d'une sphére nulle ayant seulement 
deux points de contact avec la surface, c’est-i-dire un point quelconque des 
courbes focales de la surface. 

**) En conséquence les coniques focales communes aux quadriques déférentes 
sont des courbes focales singuliéres ou doubles pour la cyciide. (V. Casey, loc, 
cit., pag. 635; et Darboux, loc. cit. pag. 152), 


23* 








348 Corrapo Sxsare. 


sont les sommets des autres 4 cdnes, lesquels sont conjugués deux- 
i-deux par rapport a toutes les variétés du faisceau, et en conséquence 
aussi par rapport a g, cest-a-dire A lintersection de @ avec cet 
espace, et par rapport au premier céne et & sa quadrique polaire rela- 
tivement & g. Done en projetant sur R,: Les centres de 4 quelconques 
des sphéres directrices dune cyclide générale forment un tétracdre con- 
jugué par rapport a la cinquiéme sphere directrice et d sa quadrique 
déférente. — On voit bien quelles modifications on devra apporter a 
ce théoreme lorsque la cyclide n’est plus générale, de sorte qu'il n’y 
a plus 5 spheres directrices (et quadriques déférentes) distinctes. Ce 
méme théoréme résulterait d’ailleurs aussi du fait que ces 4 centres 
de sphéres directrices sont les sommets des cOnes quadriques passant 
par la quartique intersection de la cinquitme sphére et de sa quadrique 
déférente, puisqu’une inversion déterminée par l'une des 4 premieres 
sphéres doit changer en elle-méme cette quartique focale*). 


*) Pour montrer encore par un exemple comment notre méthode nous 
permet de résoudre toutes les questions que l'on peut poser sur les cyclides 
proposons-nous de déterminer le lieu des centres des sphéres qui coupent la 
eyclide projection de la surface [ de m, non pas en une quartique quel- 
conque (outre l’absolu) mais en une conique sphérique. L’espace t coupant 
g dans une quadrique dont la projection soit une telle sphére devra étre 
tel que la projection du sommet de l'un des cénes quadriques ordinaires qui 
passent par la quartique [r, c’est-i-dire de l’un JT des (4) points de contact de 
t avec une variété du faisceau ([), soit le centre de cette sphére, c’est-d-dire 
coincide avec la projection du pdle 7” de zt par rapport 4 m: en d’autres termes 
il faut que les trois points P7'T’ soient en ligne droite. Donc les espaces polaires 
de ces 3 points par rapport 4 » appartiendront 4 un faisceau, c’est-a-dire l’espace 
polaire de ZT par rapport 4 m passe par le plan wz. Or l’espace polaire (tangent) 
de 7 par rapport 4 une autre variété du faisceau ([) est par hypothése rt, donc 
z est aussi l’espace polaire de 7 par rapport 4 une variété de ce faisceau, de 
sorte que 7’ est un point de la courbe quartique normale qui est le lieu des péles 
de l’espace x par rapport a toutes les variétés du faisceau et dont la projection 
sur R, est une cubique gauche dont nous avons déja vu plusieurs propriétés 
(v. n° 6). Done en se rappelant aussi ces propriétés nous voyons que: le liew 
des centres des sphéres coupant la cyclide suivant des coniques sphériques est wne 
cubique gauche qui passe par les centres des sphéres directrices, par le centre et 
par les points a Vinfini des axes des quadriques déférentes, etc. (V. Darboux, 
loc. cit. pag. 168, ou bien le Mémoire sur les surfaces cyclides déja cité, pag. 281). 

Nous pouvons aussi trouver une propriété remarquable et que nous croyons 
nouvelle, commune aux cordes de cette cubique. Nous avons vu en effet au n° 6 
que ces cordes sont les intersections de R, avec les plans polaires (par rapport 
& [) des points du plan polaire de P. Que l’on considére l'un quelconque de ces 
points et son plan polaire: l’espace qui les joint coupera [ suivant une quar- 
tique par rapport 4 laquelle ce point et ce plan sont pdle et polaire. Donc la 
projection de cette quartique par P, qui est un point de ce plan, sera une 
quartique plane homologique harmonique par rapport 4 la projection du pdle et 
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23. Revenons 4 notre systeme de variétés quadratiques inscrites 
dans la méme variété développable. Par chaque point de R, il en 
passe en général 4 dont les espaces tangents en ce point sont con- 
jugués par rapport 4 toutes les variétés du systéme. En particulier 
done par un point de @ il passe 3 de F’,**? dintersection de avec 
les variétés du systeme et leurs plans tangents, qui appartiennent 4 
lespace tangent en ce point & g, seront conjugués par rapport a g, 
c’est-i-dire au cdne quadrique d’intersection de cet espace avec g. 
Done en projetant sur R,: Par chaque point de Vespace il passe 
3 cyclides @un systéme homofocal et leurs plans tangents en ce point 
sont deux-a-deux orthogonaucx. 

De la il suivrait, 4 cause du théoreme de Dupin, que chaque 
cyclide d’un systéme homofocal est coupée par les autres suivant ses lignes 
de courbure. Mais nous n’avons pas méme besoin de recourir 4 ce 
théoréme pour prouver cette proposition. Car, si f, f’, f” sont les 
autres variétés quadratiques du systéme qui dans R, passent par un 
point de q@, il suit de ce que nous avons dit que le plan tangent en 
ce point 4 la surface fg est coupé par les plans tangents au méme 
point aux surfaces f’g, f’ m en deux droites conjuguées par rapport 
a f et A m, et en conséquence aussi par rapport aux autres variétés 
quadratiques du faisceau. Les projections de ces deux droites seront 
(comme nous avons déji eu l'occasion de le remarquer au n° 11) deux 
droites tangentes en un point & la cyclide projection de fp et con- 
juguées harmoniques soit par rapport aux tangentes principales, soit 
par rapport aux tangentes qui coupent l’absolu, c’est-i-dire ortho- 
gonales. Done ces deux droites seront les tangentes aux deux lignes 
de courbure de cette cyclide qui passent par ce point. Mais elles sont 
aussi les tangentes en ce point aux deux courbes d’intersection de cette 
cyclide avec les deux cyclides homofocales qui y passent (projections 
de fg, f’g): donc notre proposition est prouvée. — En particulier 
chaque cyclide du systéme est coupée suivant une ligne de courbure 
par toutes les sphéres directrices, 

Remarquons pour finir que par le centre de projection P passeront 
aussi en général trois des F’,?-? d’intersection de g avec les variétés 
du systeéme. Les projections de ces trois F,?*? sur R, seront des 


& la droite d'intersection de R, avec le plan polaire comme centre et axe d’ho- 
mologie. Ou en d'autres termes: i] y a sur chaque cyclide «® sections planes 
symetriques par rapport & un awe, et les w* axes de symétrie que Von obtient 
ainsi sont les cordes de notre cubique. (Il est d’ailleurs facile de voir qu'il n'y a 
pas d’autres sections planes symétriques et que celles-ci sont produites par des 
plans, enveloppant en général une surface de la 12° classe et appartenant & un 
complexe de 12° dégré de sphéres coupant la cyclide suivant des courbes ayant 
un plan de symétrie), 
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eyclides cubiques*). Comme les cénes quadratiques passant par l'une 
de ces F’,***, et en conséquence par P, ont leurs quadriques polaires 


*) De ces espéces de cyclides, c’est-i-dire en général des surfaces du 4° 
ordre & conique double décomposées en surfaces cubiques avec le plan de celle- 
ci nous ne nous occuperons jamais, pour plus de briéveté. Nous supposerons 
done toujours que le centre de projection des F,2:? que nous considérons ne soit 
pas sur celles - ci. 

Cependant la méthode d’étudier les surfaces cubiques qui consisterait 4 les 
considérer comme projections sur R, des F,2-? de R, faites par un point de celles- 
ci présenterait plusieurs avantages dignes de remarque. Ainsi la représentation 
plane, que nous avons donnée aux n° 15 et suiv,, de la F,**? générale donnerait 
immédiatement la représentation plane connue, a six points fondamentaux, de la 
surface cubique. La classification que nous ferons des F,?*? donnerait immé- 
diatement, en prenant le centre de projection en des positions différentes sur 
ces surfaces, la classification compléte des surfaces cubiques; par exemple pour la 
F 2°? générale, suivant qu’on prendrait le centre de projection dans l'un quel- 
conque de ses points, ou bien sur l'une de ses droites, ou sur un point commun 
i deux de ses droites, on obtiendrait pour projection la surface cubique générale 
ou bien celles & un ou & deux points coniques (espéces I, II et 1V dans la classi- 
fication de M. Schlifli), L’étude, que nous avons faite dans le cas général et 
que nous ferons dans les cas particuliers, de la disposition des droites contenues 
dans la F?-* nous donnerait la disposition des droites contenues dans les diffé- 
rentes surfaces cubiques. Notre méthode serait féconde particuligrement dans ces 
propriétés des surfaces cubiques qui ont égard 4 une droite déterminée de la surfaces. 
Nous donnerons quelques exemples de telles propriétés déduites de cette maniére, 
en nous bornant cependant aux surfaces cubiques générales. 

Soit donc [ la F,2-? générale et S la surface cubique générale qui en est 
la projection, faite par un point quelconque P de f. Il est clair qu’outre les 
projections des 16 droites de f, S ne contiendra d'autres droites que l’intersection 
d du plan p tangent en P AT avec R, et les intersections de R, avec les 5 
couples de plans générateurs passant par P des @ cénes du faisceau ([). La sur- 
face Sa donc 16-+-1-+ 10 = 27 droites. De plus les 10 derniéres (projections 
des coniques def placées dans ces 10 plans générateurs) se trouvent par couples 
dans 5 plans passant par d, c’est-a-dire dans les plans d’intersection de R, avec 
les espaces tangents en P anx 5 cénes nommés, car ces espaces (qui passent tous 
par p) contiennent justement les 5 couples de plans générateurs de ces cones qui 
passent par P. Les sommets M; de ces cdnes auront pour projections les 5 points 
Ci @intersection des 5 couples de droites de S situées dans des plans passant 
par d: or ces 5 points C; jouissent par rapport 4 la surface cubique S de pro- 
priétés trés-remarquable, qui se déduisent facilement de celles des points M;. Un 
espace quelconque passant par p coupe [ en une quartique ayant un point double 
en P et projetée suivant une conique d’intersection de S avec un plan quelconque 
passant par d. Le cone ordinaire projetant cette quartique par P est l’inter- 
section de l’espace considéré avec l'une des variétés du faisceau ([). Or les 5 points 
M; forment un systéme polaire de soi-méme par rapport 4 chacune de ces 
variétés: done l’espace considéré est coupé par la droite M; My et par le plan 
Mi Mn My (ot iklmn sont les 5 indices différents dans un ordre quelconque) en un 
point et une droite qui sont conjugués par rapport au dit céne quadrique ordi- 
naire, En projetant: Les 5 points C; de la surface cubique S sont tels que dans 
chaque plan passant par la droite d les intersections avec la droite joignant deux 
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par rapport & @ tangentes 4 2, les projections de celles-ci sur R, 
seront tangentes au plan a l’'infini, c’est-i-dire: Dans un systéme de 
cyclides homofocales il y a en général 3 cyclides cubiques. Les quadriques 
déférentes dune cyclide cubique sont toutes des paraboloides. Kte., ete. 


Classification des surfaces du 4° ordre & conique double. 


24, Une F,,**? queleonque de R, a une caractéristique qui en 
donne les particularités projectives les plus importantes et qui se com- 
pose des dégrés des diviseurs élémentaires du déterminant d’une F? 
indéterminée du faisceau des variétés quadratiques passant par cette 
surface (en supposant avant tout que ce déterminant ne soit pas 
identiquement nul). Ces diviseurs élémentaires correspondent aux cones 
de ce faisceau; la somme de leurs dégrés est égale 4 5. A un cone 
de 1° espéce correspond un seul diviseur élémentaire et en conséquence 
un seul dégré de la caractéristique, tandis qu’A un cdne de 2° espéce 
correspondent deux diviseurs élémentaires et deux dégrés que nous 
mettrons entre crochets*). En projetant cette J’,?** sur R, par un 
point P on obtient une surface du 4° ordre & conique double, a la- 
quelle nous donnerons la méme caractéristique: seulement si la variété 
gm du faisceau qui passe par P est un cone du 1° ou de 2° espéce 


quelconques de ces points et avec le plan joignant les trois autres sont péle et po- 
laire par rapport a la conique d’intersection avec S. Cette proposition est due, 
comme l’on sait, & M. Picquet (Voir aussi. Sturm: Zur Theorie der F'lichen 
dritter Ordnung, Crelle’s Journal, 88). 

L’espace passant par My M: Mm Mn coupe [ en une » quartique, située dans 
des cénes ayant ces points pour sommets, et le long de laquelle [ est touchée 
par des tangentes passant par M;. Done: Les cénes circonscrits a la surface 
cubique par les 5 points C; la touchent respectivement le long de 5 quartiques c;' dont 
chacune appartient &@ des cones quadriques ayant les sommets dans les 4 points 
non correspondants parmi les 5 C;. — Un espace quelconque est coupé par les 
5 espaces joignant quatre-a-quatre les 5 points M; suivant 5 plans qui déter- 
minent un pentaédre conjugué par rapport & chacune des quadriques d’intersection 
de ce premier espace avec l'une quelconque des variétés du faisceau (Ff) (en 
entendant par pentaédre conjugué par rapport 4 une quadrique un pentaédre tel 
que chacun des 10 sommets ait le plan polaire par rapport 4 celle-ci passant par 
Varéte opposée). De 1a on a en projetant sur R,: Une quelconque des ‘4 quar- 
tiques (de 1 espéce) de la surface cubique S qui correspondent a& la droite d (c’est- 
a-dire qui ne la coupent pas) coupe les 5 quartiques particuliéres c;4 en 5 quaternes 
de points situés respectivement en 5 plans qui déterminent un pentacdre conjugué 
par rapport a toutes les quadriques passant par la quartique considérée. (En variant 
cette quartique ce pentacdre change aussi, mats ses 10 sommets sont toujours sur 
les 10 droites C; Cx), — Cette proposition remarquable parait étre nouvelle. 

*) Nous excluerons toujours de notre considération les cas dans lesquels la 
surface du 4° ordre se décompose en deux quadriques; en conséquence dans le 
faisceau des F;* il ne pourra pas y avoir de couple d’espaces. 
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nous mettrons une barre horizontale au-dessus du dégré ou du couple 
de dégrés qui correspond & ce cone dans la caractéristique*). De cette 
maniére, p. e., la caractéristique [11111] appartiendra a la surface a 
conique double la plus générale, et [11111] a la surface générale 
parmi celles dont la conique double se décompose en deux droites. 
Chaque espéce de J’,?-? nous donne différentes espéces de nos surfaces 
i conique double suivant la position que l’on donne au centre P de 
projection, et en particulier suivant que la variété m passant par P 
n’est pas un cone, ou bien est tel ou tel autre des cdnes du faisceau. 
Une surface quelconque ne change pas d’espéce lorsqu’on la transforme 
par une inversion, dont la quadrique directrice est coupée suivant la 
conique double de la surface donnée par le plan polaire du centre de 
Yinversion par rapport & elle (car une /',?*? ne change pas d’espéce 
par une homologie harmonique). ; 


25. Si p n’est pas un cone, la projection de la F’,?-? par P peut 
étre considérée comme une cyclide et on peut parler de ses focales, 
de ses foyers et de son systeme homofocal. On voit immédiatement 
que les cyclides d’un systeme homofocal ont la méme caractéristique. 
Quant aux quartiques focales et aux foyers, comme chaque quartique 
est l’intersection d’un faisceau de quadriques, parmi lesquelles il y a 
la sphére directrice correspondante (et sa quadrique déférente), et 
comme chaque quaterne de foyers est Il’intersection d’un faisceau 
de coniques, parmi lesquelles il y a le cercle directeur correspondant 
(et sa conique déférente, V. n° 64), on peut donner soit a la quartique, soit 
au quaterne de foyers, une caractéristique dont le sens est tout-a-fait 
analogue & celui déji expliqué de la caractéristique d'une F’,?*? et que 
l’on sait déja interpréter géométriquement**), Dans cette caractéristique, 
dans laquelle la somme des dégrés est resp. 4 ou 3, nous mettrons 
une barre sur le dégré ou couple de dégrés qui correspond a la 
sphere directrice ou au cercle directeur (si la sphére dégénére en un 
céne, ou le cercle en un couple de droites). Cela posé lon a le 
théoréme suivant que nous ne nous arréterons pas 4 démontrer, car il 
est contenu dans un théoréme plus général relatif ’ un espace a n di- 
mensions, que nous avons donné ailleurs***), 


*) Avec cette notation les surfaces étudiées par Korndérfer (ayant égard 
surtout 4 leur représentation plane) sont les suivantes: [2111], [221], [(11)111] 
((11)24], ((1.1)(11)1]; [11111], [1211], [122], [1(11)11], [1(11)2], [1(11)41)]; 
((1i)1141], [(21)21], [(21)(11)1). 

**) Voir par exemple la 3° édition de l’Analytische Geometrie des Raumes 
de Hesse, pag. 518 (note de M. Gundelfinger). 
***) V. le n° 160 du mémoire cité dans la note a Ja pag. 322. 
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La caractéristique d'une quartique focale dune cyclide s'obtient de 
la caractéristique de celle-ci en y diminuant @une unité et en barrant 
le dégré qui correspond a la sphére directrice contenant cette quartique. — 
La caractéristique dun quaterne de foyers dune cyclide s’obtient de la 
caractéristique de celle-ci en y diminuant dune unité chacun des deux 
dégrés du couple qui correspond au cercle directeur contenant ce quaterne. 
— Dans la caractéristique de la quartique focale ou du quaterne de 
foyers les dégrés non barrés correspondent a des cénes quadriques ou 
resp. couples de droites (contenant cette quartique ou ce quaterne de 
foyers) ayant leurs sommets précisément dans les centres des sphéres 
directrices qui correspondaient a ces mémes dégrés dans la caractéristique 
de la cyclide. 


26. Nous commencerons par considérer tous les cas dans lesquels 
par la J’,?-? T il ne passe aucun cOne quadrique de 2° espéce, c’est- 
u-dire dans les caractéristiques il n’y a aucun couple de dégrés, mais 
seulement des dégrés isolés. Quant a la signification de ces dégrés 
contenus dans la caractéristique nous nous appuierons sur des propo- 
sitions établies ailleurs pour les we. & R,*). Un dégré différent 
de 1 correspond & un point double M def, qui est le sommet du 
cone f du faisceau qui correspond a ce dégré. Ce point double de la 
surface [ a un cOne quadrique ordinaire tangent, qui est l’intersection 
de f avec lespace tangent commun en ce point i toutes les variétés 
du faisceau. Si le dégré dont il s’agit est 2, ce cone tangent est 
général, mais s'il est > 2 alors ce céne se décompose en deux plans, 
gw f devient aussi tangent & cet espace: le point double M de [ de- 
vient biplanaire. Si le dégré est 3, il n’y a pas d'autres particularités, 
mais sil est 4, alors la droite d’intersection de ces deux plans vient 
appartenir 4 [, et s’il est 5 il se présente en outre le fait que l'un 
de ces deux plans est tangent 4 gm, et en conséquence af, tout le 
long de cette droite d’intersection des deux plans. —- Pour les pro- 
jections S de T sur R, on a ainsi immédiatement les différents cas, car 
le céne quadrique tangent 4 [ en un point double a pour projection 
le cOne tangent dans le point double correspondant de S. 

Remarquons aussi que par un tel point double de [ passent en 
général 4 droites de [ (distinctes on non) car espace tangent en ce 
point aux variétés du faisceau coupe celles-ci en un faisceau de cones 
quadriques ordinaires ayant ce point pour sommet (et parmi lesquels 
il y a le cone tangent &T dans ce point): les 4 génératrices com- 
munes a ces cOnes sont justement les 4 droites de [ passant par ce 


*) V. le § 3 de la 2¢ Partie du mémoire cité dans la seconde note 
au n° 1, 
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point double. — En projetant sur R, on voit qu’aussi par un point 
double de S passent 4 droites (distinctes ou coincidentes) de cette surface. 

On peut demander si (outre ces 4 droites) il passe par le point 
double de S des droites ayant un contact quadriponctuel dans ce point 
avec la surface. Cela équivant & demander si dans FR, par la droite 
qui joint P au sommet M de f il passe des plans dont les 4 points 
d'intersection avee [ coincident en M. Un plan passant par P et 
par une génératrice du céne quadrique tangent en M aT coupe f en 
cette génératrice et une autre droite qui rencontre m dans le quatrieme 
point d’intersection de ce plan avec T (les autres 3 coincidant en M): 
pour que ce point coincide aussi avec M il faut done que cette seconde 
génératrice de f coincide avec la premiére, c’est-i-dire que le plan 
touche f le long de cette génératrice. L’espace polaire de P par 
rapport a f coupe done le cone tangent & [ dans les deux seules 
génératrices dont les plans tangents a / satisfassent aux conditions 
imposées. I] y a done en général deux tangentes quadriponctuelles, 
qu’on construit de la maniére dite. — En se rappelant en outre que 
le cone de Kummer ayant la projection de M pour sommet est la 
projection du céne d’intersection de f avec l’espace polaire de P par 
rapport & f méme, on voit immédiatement que: le point double de S 
aun cone tangent qui est touché par le cine de Kummer dont ce point 
est le sommet le long de deux droites qui sont des tangentes quadri- 
ponctuelles & S en ce point. 

Lorsqu’il y a dans la surface S deux points doubles correspondants 
i deux dégrés (ou groupes de dégrés) de la caractéristique, la droite 
qui les joint appartient 4 la surface, car la méme chose arrive dans 
la surface [ pour les deux points doubles dont ceux-la sont les pro- 
jections (puisqu’ils sont conjugués par rapport & toutes les F,* du 
faisceau et sont en conséquence joints par une droite appartenant a 
toutes ces variétés). En outre il yale long de cette droite de S, ou 
de la droite correspondante de [, un plan tangent fixe: en effet les 
deux espaces qui touchent dans les deux points doubles considérés de 
r toutes les /’,? du faisceau se coupent en un plan tangent le long 
de la droite joignant ces points & chacune de ces variétés et en consé- 
quence aussi a [. 


27. Ce que nous avons trouvé dans le n° précédent a lieu quelle 
que soit la variété gm qui passe par P, et doit étre modifié seulement 
si celle-ci est précisément le cone f correspondant & un dégré > 1 de 
la caractéristique et ayant en conséquence pour sommet un point 
double M de f. Dans ce cas la projection de ce point M sera le 
point de rencontre D des deux droites doubles de S, et ce point sera 
maintenant triple pour S, car un plan passant par P et par Df coupe 
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le cOne m en deux droites dont une seule mobile, qui contient outre 
M un seul autre point de [; ce point mobile coincidant aussi avec 
M si cette droite mobile appartient au céne tangent en M aT: en 
conséquence dans Jt, chaque droite passant par le point D coupe S 
trois fois en ce point et une seule fois ailleurs. Nous voyons en outre 
que le céne cubique tangent a S dans le point triple D (cone des tangentes 
quadriponctuelles) se décompose dans le plan des deux droites doubles 
(v. n° 4) et wn céne quadrique contenant les deux droites doubles et 
les 4 droites simples de S qui passent par D; ce cdne quadrique est 
la projection du céne quadrique tangent en M a [. 


28. Si lon fait abstraction des points de la conique double, il 
est clair que chaque point double de la surface S, projection quel- 
conque de [, doit étre la projection d’un point double def. D’ailleurs 
chaque point double de F est le sommet d’un cone de 1° espece du 
faisceau des J’,? passant par [, ou bien un point de l’aréte d’un cone 
de 2° espece de ce faisceau; car le cone qui projette [. par un point 
double n’a daus chaque plan passant par ce point que deux génératrices, 
c’est-a-dire il est un cOne quadrique (du faisceau), de 1° ou de 2° espece. 

Nous allons appliquer tout-de-suite cette proposition. Mais comme 
nous aurons & considérer souvent dorénavant les transformées de nos 
surfaces du 4° ordre par des inversions ayant toujours des quadriques 
directrices passant par la conique double (générale ou décomposée) de 
celles-ci et par rapport auxquelles le centre de inversion est le pole 
du plan de cette conique, nous entendrons toujours que les inversions 
pour lesquelles nous ne dirons pas le contraire satisfassent i cette con- 
dition. Cela posé, considérons une J’,?-? quelconque [ sur la variété 
quadratique m et supposons seulement qu’elle ne soit pas de l’espéece 
la plus générale, c’est-ii-dire quelle ait un point double M. En pro- 
jetant [ par un point P de m sur R, nous avons une surface du 4° 
ordre & conique double S, laquelle aura en outre un point double D, 
projection de M. Quel effet a sur S une inversion ayant D pour 
centre? Comme nous avons vu (n° 14) cela équivaut 4 trouver la sur- 
face correspondant 4 [ dans l’homologie harmonique qui transforme 
en soi-méme et qui a un certain point de la droite PM pour centre, 
et ensuite & projeter la nouvelle surface par P sur f,. Or cette méme 
homologie harmonique transforme dans le cOne (& 3 dimensions) qui - 
projette cette nouvelle surface par P le cone qui projette [ par M, 
dou il suit que (comme lespace FR, ne passe ni par P ni par M, 
comme nous pouvons évidemment supposer) ces deux cones coupent 
R, suivant deux figures projectives*). Done puisque, par ce que nous 

*) Nous avons ainsi en méme temps démontré que: lorsqu’on considére 
dans Vespace & 3 (ou &@ nm — 1) dimensions deux figures qui soient les projections 
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avons dit au commencement, le céne qui projette [ par M est un 
cone quadratique, et puisque les propriétés des figures qui nous im- 
portent sont celles projectives, nous concluons que: 1° la transformée 
de S par une inversion ayant le point double D pour centre est une 
quadrique; 2° toutes les particularités de cette quadrique en elle-méme 
et par rapport a la conique double de S peuvent s obtenir en considérant 
cette quadrique et cette conique comme Vintersection de R, avec le cone 
du faisceau déterminé par T ayant M pour sommet (ou pour un point 
de Varéte) et avec le cine quadrique ordinaire dintersection de p avec 
son espace tangent en M. — Ainsi pour chaque espéce de surface S 
en méme temps que nous reconnaitrons les particularités d’un quel- 
conque D de ses points singuliers par examen du cone du faisceau 
des F,? qui a pour sommet (ou pour un point de l’aréte) le point 
singulier correspondant de [ nous verrons aussi quelles particularités 
présente une quadrique par- laquelle on puisse obtenir S au moyen 
d'une inversion ayant J) pour centre*). 


29. La nature des diviseurs élémentaires montre que les propriétés 
des différentes especes de surfaces peuvent se déduire les unes des 
autres par des considérations de limites, en supposant que deux racines 
correspondant & deux diviseurs élémentaires différents pour une espéce 
viennent coincider, de sorte que la nouvelle espéce aura un diviseur 
élémentaire de dégré somme des dégrés de ceux-la, etc. Cependant 
cette méthode des limites ne méne pas toujours facilement aux résultats, 
de sorte que nous nous bornerons a en faire application 4 la déter- 
mination de la classe des différentes surfaces. — La classe de Ja sur- 


Tune méme figure dune variété quadratique de Vespace a 4 (ou & n) dimensions 
faites par deux points différents de cette variété comme centre, on peut obtenir 
Tune de ces figures de lautre au moyen d'une inversion ef d'une homographie, que 
Ton peut méme supposer étre wne homologie harmonique ayant le méme centre que 
Vinversion. — M. Klein avait déjai vu l’effet d'un changement du centre de pro- 
jection lorsqu’on considére la géométrie du R,_, comme la projection de la 
géométrie sur une mM, du R,, (Liniengeometrie wnd metrische Geometrie, Math. 
Ann. V; v. pag. 266); mais nous avons aimé a retrouver synthétiquement ce qu'il 
avait prouvé analytiquement. Il nous semble en outre qu'il n’ait pas bien re- 
connu que dans la transformation considérée il y a non seulement une inversion, 
mais la combinaison d’une inversion avec une homographie (qui ne change pas 
en général l’absolu de l’inversion en soi-méme). 

*) Nos raisonnements montrent qu'il faut seulement excepter le cas dans 
lequel, m étant un céne, M en serait le sommet (ou un point de l’aréte), car 
alors les inversions dont il s’agit deviennent illusoires. Cela signifie que seule- 
ment pour les surfaces du 4° ordre qui, outre la conique double, générale ou dé- 
composée en deux droites (se coupant ou non en un point triple, et distinctes ou 
coincidantes), n’ont pas d’autres points doubles, on ne peut pas les obtenir en trans- 
formant par des inversions convenables des quadriques convenables. 
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face S est le nombre des espaces tangents & [ que l’on peut mener 
par un plan queleonque passant par P: ce nombre correspond par 
dualité & Yordre de la développable A circonscrite & un systéme de 
F’?, que nous considérions am n° 20. Et comme nous avons vu alors 
que dans le cas général cet ordre est 12, de méme nous concluons 
que: La surface générale du 4° ordre ad conique double générale ou 
décomposée en deux droites est de la classe 12*). 

Mais si la surface S n’est plus générale, mais acquiert des points 
doubles, c’est-a-dire si sa caractéristique n’est plus [11111] ni (11111), 
alors la classe de S n’est plus 12, mais elle diminue en correspon- 
dance. Un point conique et un point biplanaire ordinaire (ou de 
1° espéce) correspondent, comme nous avons vu, aux dégrés 2 et 3 de 
la caractéristique et ils abaissent, comme on sait, la classe de 2 et 
resp. de 3 unités. Et de la il suit que, comme un dégré 4 ou 5 peut 
étre considéré comme provenant de la coincidence des racines corre- 
spondantes & deux dégrés 2, 2 ou bien 2, 3, ils correspondront a des 
points biplanaires qui abaissent la classe de S de 4 ou resp, de 5 unités 
(et que nous appellerons de 2° ou de 3° espéce). De méme nous 
verrons quau groupe (11) de deux dégrés appartenant 4 une méme 
racine correspondent deux points coniques de S et en conséquence un 
abaissement de 4 unités pour la classe; et qu’au groupe (21) corre- 
spond un point biplanaire provenant de la coincidence de ces deux 
points coniques et abaissant en conséquence aussi la classe de 4 unités, 
cest-a-dire de la 2° espéce, Enfin nous verrons qu’aux groupes (31) 
et (41) correspondent des points uniplanaires de S; et puisque ces 
groupes peuvent étre considérés comme provenant de la coincidence 
des racines correspondant aux dégrés 2 et (11), ou 3 et (11), ces 
points uniplanaires (dont le premier sera donc équivalent a trois points 
doubles coniques coincidents, et le second & deux points coniques et 
un point biplanaire de 1° espéce) produiront un abaissement de la 
classe resp. de 6 ou de 7 unités (et nous les appellerons respectivement 
de 1° et de 2° espéce). Htc., etc.**) 

Il est indispensable de se rappeler ces remarques pour comprendre 
de quelle maniére nous avons pu, dans Ja classification que nous ferons 
de nos surfaces, assigner tout-de-suite, sans aucun calcul, pour chaque 


*) Puisque l’ordre de A coincide toujours avec la classe de notre surface 8 
on voit en répétant le raisonnement fait au n° 20 sur l’intersection de A avec 
qu’on a la proposition suivante: pour wne cyclide quelconque de classe n la 
développable focale est de Vordre 2n — 8. 

**) Nous ne savons pas si l’on déji remarqué ce fait étrange que M. Casey 
dans son mémoire (loc. cit., pag. 660, 661) trouve par un raisonnement tout-i- 
fait inexact que la cyclide générale [11111] est de la classe 16 et qu’en con- 
séquence les cyclides [2111], [311], et [221], [(11)111] sont resp. des classes 
14, 13 et 12, 








358 Corravo Seare. 


espéce la classe correspondante. Ajoutons encore la remarque suivante, 
dont nous ferons aussi tacitement un usage continuel. Nous avons 
dit que la classe de la projection de [ faite par P est égale au nombre 
des espaces tangents 4 [, que l’on peut mener par un plan quelconque 
passant par P. De Ja il suit que toutes les surfaces obtenues en pro- 
jetant [ par les points d’un plan, ayant une position générale par 
rapport 4 [, ont la méme classe. Donec, bien que la classe de la 
projection de [ puisse diminuer en donnant au centre de projection 
P des positions particulitres par rapport 4 [, toutefois nous serons 
stirs que Ja classe ne diminue pas lorsque les conditions imposées 4’ P 
sont telles que dans chaque plan de R, il y ait quelque point qui les 
satisfasse, c’est-i-dire lorsqu’on astreind P seulement a appartenir a 
une variété ou & une surface quelconques données. Par exemple si, 
au lieu de prendre P queleonque (auquel cas l'on aurait une surface 
quartique & conique double), on le prend sur l'un des cones contenant [ 
(de sorte que la conique double se décompose) ou bien sur [ méme 
(de sorte que l'on obtient une surface cubique), la surface obtenue 
ainsi aura la méme classe que dans le premier cas. — Ce principe 
nous a donné les classes de presque toutes nos surfaces. 


30. Il faut encore que nous fassions une remarque générale pour 
toutes les especes de surfaces que nous allons étudier séparément. Nous 
avons vu quen général une surface quelconque parmi celles dont nous 
nous occupons a dans la conique double 4 points-pinces; mais il peut 
trés-bien arriver que quelques-uns de ceux-ci coincident entre eux. 
Lorsqu’on transforme par inversion une S de nos surfaces (en prenant, 
bien entendu, la quadrique directrice de la maniére dite au n° 28) on 
obtient une autre surface S, de la méme espece, dont les points- 
pinces de la conique double correspondent aux 4 points dans lesquels 
la quartique d’intersection de S avec le cdne projetant la conique 
double par le centre de linversion coupe le plan polaire de ce centre 
par rapport au faisceau des quadriques passant par cette quartique 
(les couples de points de cette quartique alignés avec le centre de 
Yinversion se transformant dans les points de la conique double de 
S,). De la il suit que si l'on prend le centre de linversion en un 
point quelconque de la développable circonscrite & S et i sa conique 
double (développable focale), ou en un point des courbes doubles de 
cette développable, ou en un point de sa courbe de rebroussement, 
ou enfin en un point stationnaire de cette courbe, des 4 points-pinces de 
S, deux coincideront, ou bien ils coincideront deux-i-deux en deux 
points, ou bien trois de ces 4 points, ou enfin tous les quatre, coinci- 
deront en un seul. On voit ainsi en méme temps que toutes les pro- 
priétés de S qui n’ont pas de relation immédiate avec les points- pinces 














ue 


pe 











Surfaces'du 4° ordre & conique double. 359 
de la conique double ne cesseront d@avoir lieu pour S;: nous pourrons 
done nous dispenser de considérer les particularisations de nos surfaces 
qui ne dépendent que des points-pinces et nous nous bornerons a 
reconnaitre ici quelles singularités ultérieures présente un point A’ 
dans lequel soient venus coincider deux ou trois points-pinces. Dans 
ces cas la quartique k', dont la projection par P sur I, est la conique 
double de notre surface, aura un point A double ou stationnaire (dont 
la projection sera A’) et le plan tangent au cone xm le long de PA 
sera justement le plan tangent en A af. Done (v. n® 3) pour le 
point-pince A’ la tangente singuliére coincide avec la tangente a la 
conique double. Un espace quelconque passant par ce plan sera tangent 
en A a une variété du faisceau et il coupera en une quartique ayant 


en A un point double avec les deux tangentes dans ce plan et appar- 


tenant 4 un cOne quadrique ayant ce plan pour plan tangent le long 
de la génératrice PA (le cone d’intersection de cet espace avec @). 
Parmi ces espaces il y en a deux qui coupent [ en des quartiques a 
point stationnaire en A: l’un de ces deux espaces est évidemment 
celui qui touche en A la variété m et qui coupe en conséquence [ en 
une quartique ayant en A un point stationnaire dont la tangente est 
PA; Yautre de ces deux espaces est a dans le second des cas que 
nous étudions. Done (en appliquant qaelques-unes des propositions 
de la derniére note au n° 3) nous avons que: Chaque plan passant 
par la tangente singuliére au point-pince particulier A’ coupe la sur- 
face suivant une quartique ayant en A’ un point dosculation de deux 
branches avec cette droite pour tangente commune. Parmi ces plans le 
plan tangent singulier coupe la surface en une courbe ayant en A’ un 
point triple a trois tangentes coincidentes, et un autre plan détermine une 
section ayant en A’ un point de rebroussement de 3° espéce. Mais ce 
dernier plan coincide avec le plan de la conique double dans le second 
des deux cas considérés. 

Ajoutons enfin que lorsque les points-pinces coincident deux-a- 
deux (ou l’orsqu’ils coincident tous les quatre) le plan de la conique 
double est tangent 4 l'un des cénes de Kummer le long de la droite 
joignant les deux points-pinces distincts et la conique double appar- 
tient aux deux séries de coniques qui correspondent & ce cone; car 
dans ce cas k* se décompose en deux coniques. 


31. Le cas {11111} *) pour [, qui donne les surfaces les plus 
générales & conique double générale ou décomposée en deux droites, 
a déja été étudié complétement dans les paragraphes précédents. Nous 

*) Pour distinguer lcs caractéristiques des 2°? [ de celles des surfaces S 


de R; qui en sont les projections nous mettrons celles-ci entre [], et celles-la 
entre { }. 
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passerons donc aux autres cas, et comme plusieurs des propriétés de 
ces surfaces générales ont encore lieu, comme nous avons prouvé, pour 
celles qu’on obtient dans ces cas, nous nous bornerons aux propriétés 
qui se modifient de l'un cas 4 l’autre: les méthodes que nous avons 
développées, et les avertissements que nous avons donnés dans les 
différents n° de ce paragraphe nous donneront d’ailleurs immédiatement 
ces propriétés. Ainsi nous avons déja vu comment on peut étudier 
les points doubles des nouvelles especes de surfaces en considérant les 
points correspondants de [. Ainsi les inversions fondamentales s’ob- 
tiennent encore immédiatement pour ces différentes surfaces, car elles 
correspondent aux points ayant le méme espace polaire par rapport 


aux J’,? passant parT, c’est-i-dire aux sommets des cOnes quadriques | 


passant par [; on peut cependant exclure ces sommets qui sont des 
points doubles de [ car on voit bien que l’inversion provenant d’un 
tel point sera illusoire. Nous verrons aussi comment dans chaque cas 
on détermine les droites de [ et leur distribution par des considérations 
analogues a celles qui nous ont permis d’étudier les 16 droites du cas 
général, mais encore plus faciles: de li nous aurons donc les droites 
des surfaces projections de [ dans les différents cas. De méme la 
méthode pour obtenir les représentations planes des différentes surfaces 
nous servirait encore: seulement il faudra remarquer que généralement 
lon pourra prendre de plusieurs maniéres diverses la droite de [ par 
laquelle on projette [ sur un plan et quen conséquence l'on obtiendra 
autant de représentations planes différentes. Nous nous bornerons en 
conséquence pour ne pas trop allonger ce travail 4 donner encore les 
représentations planes dans deux ou trois cas. 


{2111} 

32. Dans le cas {2111} la surface [ a un point double M, 
sommet dun cone f du faisceau de F',?, lequel se trouve sur toutes 
ces variétés. Par ce point passent, comme nous avons vu (n° 26), 
4 droites de [ contenues dans le cdne quadrique ordinaire tangent en 
ce point 4 f. Si dans Ff il y a une autre droite, le plan qui la joint 
i M devra appartenir au cone f et il coupera une autre variété du 
faisceau, et en conséquence [ méme, dans cette droite et dans une 
autre droite, qui devra nécéssairement passer par M. Cette considération 
nous montre immédiatement, soit dans ce cas, soit dans ceux qui 
suivront, quelles sont les droites de la surface T (qui ne passent pas 
par M). Par chacune des 4 droites passant par M passent deux 
plans générateurs de f: sur chacun d’eux il y aura encore une droite 
de [. Done [ contient encore 8 droites qui deux-i-deux coupent les 
4 droites passant par M. — Dans le faisceau il y a encore, outre /, 
3 autres cones qui auront en W pour espace tangent |l’espace tangent 
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commun & toutes les variétés du faisceau. Pour l'un quelconque de 
ces cones le plan qui en joint le sommet a une des droites de T sera 
un plan générateur et devra en conséquence contenir encore une autre 
de ces droites: done dans chacun des deux systemes de plans géné- 
rateurs il y a un plan qui contient deux des 4 droites de [ passant 
par M et il y en a deux autres dont chacun contient 2 des autres 
8 droites de [. On voit ainsi quelle est la distribution des droites 
de [: chacune des 4 qui passent par M est coupée par les autres trois 
et par deux des 8 autres, chacune de ces 8 est coupée par une des 4 
et par trois des 8. — En projetant par un point P sur R, nous avons 
la distribution des droites de la projection S de [. 


33. [2111] Surface de la 10° classe a conique double génerale 
et un point double conique. On obtient cette surface S comme pro- 
jection de [T si la variété gm qui passe par P n’est pas un cone. Ce 
point conique D est la projection du point double M de T[: il passe 
par lui 4 droites de S, et il y a en outre sur S d'autres 8 droites 
liées & ces 4 de la maniére que nous avons déja dite. — Cette sur- 
face S a 4 cones de Kummer dont un singulier*) ayant le sommet 
en D: pour les 3 cones non singuliers les couples de séries de coni- 
ques de S présentent les mémes relations qu’en général et il y a dans 
chacune de ces séries une conique décomposée en 2 droites passant 
par le point D et deux coniques décomposées chacune en 2 droites 
ne passant pas par D; pour le cone de Kummer singulier les coni- 
ques des deua séries présentent cette particularité qu’elles passent toutes 
par le point double D de la surface et il y a dans chaque série 4 
coniques décomposées en une droite passant par D et une autre 
droite. 


*) Nous appelons céne de Kummer chaque cdne quadriqne dont les plans 
tangents coupent une de nos surfaces suivant des couples de coniques, soit que 
ce cone soit bitangent a la surface, soit lorsqu’il a pour sommet un point singu- 
lier de la surface et ne lui est plus que simplement tangent (car, comme nous 
lavons dit au commencement, M. Kummer a aussi considéré ces derniéres espéces 
de cdnes); mais dans ce dernier cas nous appellerons singulier le cone de Kum- 
mer. — Lorsqu’un céne de Kummer est singulier les «* quadriques qui passent 
par la conique double (générale ou décomposée) et par deux coniques apparte- 
nant resp. aux deux séries qui correspondent & ce cdne ne sont plus doublement 
tangentes a la surface S mais simplement tangentes, car |’un de leurs deux points 
de contact avec celle ci est venu dans le point double qui est le sommet du 
cone de Kummer. — Dans l'étude des différentes espices de nos surfaces 
nous n’aurons pas besoin d’énumérer pour chaque espéce les syst?mes de om? 
quadriques passant par la conique double et par deux autres coniques (et 
en conséquence les maniéres de générer la surface par deux faisceaux projectifs 
de quadriques), car lorsque nous aurons donné les différents couples de séries de 
coniques nous aurons en méme temps donné ces systemes de quadriques. 


Mathematische Annalen. XXIV. 24 
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A chacune des 4 + 8 droites de S correspond encore, comme dans 
le cas général, une série de 50? cubiques (coupant en deux points cette 
droite). Les cubiques qui correspondent aux droites passant par le 
point double D passent aussi par D*). 

Si on considére la surface S comme une cyclide, alors elle aura 
correspondentement aux 3 cones de Kummer non singuliers 3 sphéres 
directrices d’inversions fondamentales pour S proprement dites, et 
correspondentement au cone de Kummer singuiier un sphére directrice 
singuliére, ¢c’est-a-dire réduite & un cdne dont le point double D de 
S est le sommet: la correspondance de S & soi-méme par rapport a 
une inversion ayant une telle sphére directrice n’a plus aucun sens. Quant 
aux focales de Ja cyclide (v. n° 25), celles qui appartiennent aux 3 sphéres 
directrices propres sont des quartiques [211], c’est-i-dire ayant un 
point double en D (point par lequel passent ces sphéres) et apparte- 
nant chacune & deux cones quadriques ayant les sommets dans les 
centres des deux sphéres directrices propres sur lesquelles elle ne se 
trouve pas; et celle qui appartient & la sphére singuliére est une quar- 
tique [1111], e’est-A-dire une quartique tout-a-fait générale placee 
dans 3 autres cOnes ayant pour sommets les centres des 
sphéres. 


‘ 


3 premieres 


*) Si le centre de projection P de f est sur lespace tangent en M au 
faisceau, la projection D de M ira sur la conique double; et comme chaque 
espace passant par PM coupera [ en une quartique ayant M pour point double 
et lintersection avec l’espace tangent en M/Z pour plan des tangentes (plan qui 
passera en conséquence par P), on voit que le point D de la conique double 
(dans lequel se confondront 2 des 4 points-pinces) sera un point de contact de 
deux nappes de la surface, car chaque plan passant par D coupera la surface en 
une courbe ayant en D un point de contact de deux branches. Les tangentes 
en D a ces courbes forment le plan tangent (ou, pour mieux dire, le plan des 
tangentes quadriponctuelles) en D a la surface; ce plan est ]'intersection de R, avec 
Yespace tangent en M au faisceau, et, comme cet espace coupe [ en 4 droites 
passant par M et contient les sommets des 3 cénes du faisceau qui n’ont pas M 
pour sommet, ce plan coupera la surface suivant 4 droites passant par D (ce qui 
suivait aussi du fait que D devait étre, d’aprés ce que nous avons dit, un point 
quadruple pour l'intersection du plan avec la surface) et il contiendra en outre 
les sommets des 3 cOnes de Kummer non singuliers, On retrouve ainsi immé- 
diatement les propriétés de cette surface qui ont été données par M. Cremona 
(Sulla superficie di quart’ordine dotata di conica doppia, Rendiconti del R, Isti- 
tuto Lombardo, 1871, serie II, vol. IV, pag. 159— 162). D/’ailleurs cette surface 
s'obtient de la surface generale [2111] par une inversion au moyen de laquelle 
le point conique va se poser sur la conique double. On pourrait aussi dans les 
espéces de surfaces que nous considérons ensuite supposer qu'un quelconque des 
points doubles (ou plusieurs d’entre eux) aillent se poser sur la conique double, 
mais cet exemple que nous avons donné suffira pour moutrer au lecteur quelles 
particularisations recevraient par cela les propriétés de la surface, et nous nous 
bornerons 4 considérer encore dans la suite deux ou trois cas dans lesquels les 
particularisations qu’on obtient ainsi sont encore plus remarquables, 
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I] suit de la que les quadriques déférentes des 3 premieres spheres 
les touchent dans le point double D de S (tandis que la quadrique 
déférente de la sphere directrice nulle a une position tout-a-fait 
générale par rapport & celle-ci). On peut aussi prouver cela en remar- 
quant que comme dans Rf, un des cones du faisceau différents de 
touche en M lespace tangent en ce point & g, l’espace polaire de son 
sommet par rapport au faisceau coupe m en une quadrique passant 
par M et la quadrique polaire du méme cone par rapport & g appar- 
tiendra & cet espace polaire et aura en M pour plan tangent l’inter- 
section de cet espace avec l’espace tangent a @, c’est-A-dire le méme 
plan tangent que la premiére quadrique. Or les projections de ces 
deux quadriques sont respectivement une sphere directrice et sa quadrique 
déférente: done ces deux surfaces se toucheront dans la projection D 
de M. — Ainsi les oo? sphéres dont la cyclide S peut étre considérée 
comme l’enveloppe forment 4 séries, dont 3 se composent chacune des 
sphéres orthogonales & une sphere fixe et ayant leurs centres sur une 
quadrique tangente a cette sphere, et dont une se compose de sphéres 
passant par un point fixe et ayant leurs centres sur une quadrique fixe. 

Cette cyclide s’obtient par une inversion faite sur une quadrique 
générale 4 centre (v. n® 28). 


34, [1211] Surface de la 10° classe & deux droites doubles et un 
point conique. (En disant deux droites doubles nous sous-entendrons 
toujours qu’elles se coupent). Nous obtenons cette surface en suppo- 
sant que g soit un des 3 cones différents de f du faisceau ([). 
La distribution des droites simples sera done encore la méme que 
pour la surface précédente; en outre chacune des droites doubles 
sera coupée par 2 des 4 droites sortant par le point conique et par 4 
des 8 autres, lesquelles 4 seront par couples sur 2 plans passant par 
cette droite double. Les cénes de Kummer non singuliers de la sur- 
face sont seulement plus 2 (outre celui qui se décompose dans les deux 
droites doubles comme enveloppes de plans). Quant aux inversions 
fondamentales de cette surface, on voit de Ja méme maniére que pour 
la surface générale & deux droites doubles quil y en a 2 dont les 
centres sont les sommets des 2 cOnes de Kummer non singuliers et 
dont les quadriques directrices sont deux cones (passant par les deux 
droites doubles), tandis qu'il y en a une dont le centre est le point 
d’intersection des deux droites doubles et dont la quadrique directrice 
est une quadrique générale (contenant ces deux droites) passant avec 
ces deux cOnes directeurs par le point conique de la surface. — On 
obtient une telle surface en transformant une quadrique par une in- 
version 4 cdne directeur. 

Pour cette surface et pour toutes celles, que nous rencontrerons 
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dans la suite, ayant deux droites doubles et des points doubles, il y 
a un cas particulier remarquable: celui dans lequel un point double 
va coincider avec le point de rencontre des deux droites doubles (nous 
avons déja examiné dans la derniére note le cas plus général dans 
lequel ce point double va sur l’une des droites doubles). Dans notre 
cas cela équivaut 4 projeter la surface [ par un point P qui soit en 
ligne droite avec M et l'un des 3 autres sommets de cdnes du faiscean. 
Un espace passant par cette droite coupe [ en une quartique ayant 
un point double en M, et le centre de projection P se trouve en ligne 
droite avec ce point double et un autre sommet de cOdne quadrique 
ordinaire passant par cette quartique. Done (v. la note au n° 3) dans 
ce cas: chaque plan passant par le point D d intersection des deux 
droites doubles coupe la surface S en une quartique ayant en D non 
plus seulement un point de contact de deux branches, mais bien un 
point d’osculation de deux branches, avec la tangente singuliére dans le 
plan des droites doubles.*) Parmi ces plans ceux qui touchent un certain 
cone quadrique (de Kummer) ayant le sommet en D coupent la sur- 
face en des couples de coniques s’osculant en ce point. Toutes les 
propriétés de cette surface s’obtiennent d’ailleurs, comme nous lavons 
dit, comme cas particuliers de celles de la surface générale [1211]: 
les 4 droites de celle-ci sortant du point conique viennent maintenant 
coincider par couples avec les deux droites doubles, de sorte que notre 
surface n’a plus, outre celles-ci, que 8 droites. Ete. 

35. [2111] Surface de la 10° classe a deux droites doubles se croi- 
sant en un point triple. Cette surface correspond au cas dans lequel 
le centre de projection P de [ se trouve sur le cone f du faisceau 
correspondant au dégré 2**). Klle a, comme nous avons déja remarqué 

*) On voit aussi que dans ce cas les 4 points-pinces des deux droites doubles 
coincident dans le point d’intersection de celles-ci. Réciproquement notre méthode 
nous montre immédiatement que, si dans la surface générale 4 deux droites 
doubles les 4 points-pinces coincident, on aura justement la surface particuliére 
considérée ci-dessus; tandis que pour la surface générale & conique double nous 
avons vu (n° 30) que la coincidence des 4 points-pinces n’entrainait pas un 
abaissement dans la classe. 

**) On voit donc que cette surface n’est pas un cas particulier de la surface 
i deux droites doubles [1211]. On aurait pu penser que cette surface a point 
triple pouvait étre obtenue en faisant venir dans le point d’intersection des deux 
droites doubles un ou plusieurs points coniques d'une surface quelconque a deux 
droites doubles; mais cela n’est pas, car nous avons vu au contraire au n° précé- 
dent qu’en faisant coincider le point coniqne de la surface [1211] dy point 
dintersection des droites doubles, ce point devient un point d’osculation de deux 
nappes (dénomination expliquée par ce que nous avons dit précédemment). Les 


deux surfaces [1211] et [2111] sont tout-d-fait différentes entre elles (identiques 


seulement en ce sens, qu’elles sont les projections d’une méme J’,2°*) et elles ne 
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(n° 27), un cone quadrique de tangentes quadriponctuelles dans le point 
triple (outre le plan des droites doubles) et ce cone contient les deux 
droites doubles et les 4 autres droites de la surface passant par ce point. 
Outre celles- ci la surface contient 8 droites, dont chacune est dans 
un plan avec l’une des deux droites doubles et l'une des 4 premiéres 
droites simples. La surface a encore 3 cOnes de Kummer (non 
singuliers) & chacun desquels correspondent deux séries conjuguées de 
coniques ayant entre elles les relations connues. A chacune de ces 
séries de coniques appartient un couple de droites parmi les 4 droites 
qui passent par le point triple et deux couples de droites parmi les 
autres 8. La surface a 3 inversions fondamentales ayant pour centres 
les sommets des 3 cones de Kummer et ayant des cones quadriques 
directeurs. Elle n'est pas la transformée par inversion d’une quadrique. 

On obtient aussi pour cette surface un cas particulier remarquable 
en faisant coincider (dans le point triple) les 3 points-pinces des 
droites doubles. Kn se rappellant notre méthode pour déterminer ces 
points-pinces, on voit que cela arrive lorsqu’on prend P sur l’inter- 
section de f avee l’espace tangent en M au faisceau, c’est-d-dire sur 
le céne quadrique ordinaire tangent en MZ Af. Done alors la pro- 
jection de ce cone se réduit & un plan. Chaque espace passant par 
PM coupe [ en une quartique ayant en M un point double PI est 
une tangente. Donec: lorsque les 4 points-pinces coincident, le céne 
tangent dans le point triple se décompose dans le plan des droites doubles 
compté deux fois et un autre plan contenant les 4 droites simples de la 
surface qui passenl par ce point triple; de sorte que chaque section plane 
passant par ce point y a un point stationnaire, avec la tangente dans 
le premier plan, par lequel passe une autre branche tangente au 
second plan. 


36. Pour avoir la représentation des 3 surfaces ainsi obtenues 
dans les trois n° précédents sur un plan F, projetons [ sur celui-ci par 
une des droites de [: nous obtiendrons deux représentations diffé- 
rentes suivant que cette droite passe ou ne passe pas par le point 
double M de [. 

Dans le premier cas, les 3 autres droites passant par M seront 
projetées en trois points 1, 2,3 du plan situés en ligne droite, puisque 
elles sont dans un espace passant par l’axe de projection; les deux 
autres droites de [ coupant cet axe auront pour images deux autres 
points queleonques 4,5 du plan, et les autres six droites de [ auront 
pour images dans le plan les six droites qui joignent ces deux points 
peuvent pas se rattacher comme cas particulier l'une 4 l'autre, — Les mémes 
choses valent pour tous les cas analogues qui se présenteront dans la suite, 
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fondamentaux 4, 5 aux trois premiers 1, 2, 3. La droite 123 joi- 
gnant ceux-ci est l'image du point conique M deT ou bien des points 
coniques des différentes surfaces considérées, car elle est la projection 
du cone tangent en M af. Dans chaque espace passant par l'axe 
de projection il y a outre M un seul point de [ infiniment voisin a 
cet axe: donc l'image de cette droite de la surface est la droite joi- 
gnant les points fondamentaux 4, 5, outre la droite 123 comme image 
du point conique. Les 3 couples de séries de coniques ne passant pas 
par ce point ont pour images les faisceaux de droites de centres 1, 2, 
3 avee les faisceaux de coniques passant par 2345, 1345, 1245 
respectivement. Le couple de séries de coniques passant par le point 
conique a pour image le couple de faisceau de droites ayant les deux 
points 4 et 5 pour centres. — Nous avons ainsi en méme temps les 
représentations plans des 3 espéces de surfaces; on verrait aussi sans 
difficulté ce que sont les images de leurs cubiques, quartiques, ete. 

Quant aux images des lignes doubles, pour la surface [2111], 
dont la conique double ne se décompose pas, l’image de celle ci sera, 
comme en général, une cubique passant par les points fondamentaux 
(comme projection d'une quartique de [) et dont les points sont con- 
jugués deux-a-deux de la méme maniére. Pour la surface | 1211] 
dont la conique double se décompose en deux droites les coniques 
placées dans les plans passant par ces droites doubles ont pour images, 
p. e., le faisceau 1 de droites et le faisceau 2345 de coniques, et les 
deux droites doubles une droite et une conique de ces faisceaux re- 
spectivement, ete. Enfin pour la surface [2111] a point triple dans 
lequel se croisent deux droites doubles les deux séries de coniques 
passant par ce point et appartenant en conséquence a des plans passant 
par ces droites ont pour images les deux faisceaux de droites 4 et 5: 
une droite de chacun de ces faisceaux est image d’une droite double 
de la surface (en y ajoutant, si l’on veut, la droite 123, qui est 
Vimage du point triple). 

Si pour axe de projection de [ on prend une droite de [ ne passant 
pas par le point double M, alors comme elle est coupée par une droite 
passant par ce point et par d’autres trois droites nous aurons sur LI, 
quatre points fondamentaux 1, 2, 3, 4 correspondants & ces quatre 
droites. L’espace tangent a f le long de la droite représentée par 1 
contient aussi l’axe de projection et coupe R, suivant une droite 11 
passant par 1, droite qui contient les images des points de [ infiniment 
voisins 4 la droite représentée par 1 (images qui coincident dans le 
point de cette droite qui est infiniment voisin a | et que nous repré- 
senterons aussi par 1) et qui est en méme temps |’image de la droite 
de [ appuyée sur celle-ci mais différente de l’axe de projection et de 
celles qui passent par I. 


Il s’ensuit que les images des quartiques 
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de 1° espece de [ (ou de S) touchent la droite 11 dans le point 1, 
ou, comme nous dirons plus briévement, passent par 1, 1. Le point 
1 est en méme temps l'image du point conique. Les autres trois 
droites passant par ce point ont pour images les droites 12, 13, 14; 
la droite qui sert comme axe de projection a pour image la conique 
11234; et enfin les trois droites restantes ont pour images les droites 
23, 24,34. — L’une des deux séries de coniques passant par le point 
double a pour images les droites passant par 1 et l'autre les coniques 
passant par 1234; les autres trois couples de séries de coniques ont 
pour images les faisceaux de droites 2, 3, 4 et les faisceaux de coniques 
1134, 1124, 1123 respectivement. 

Pour la surface [2111] l'image de la conique double est une 
cubique par 11234, Pour la surface [1211] les deux droites doubles 
ont pour images une droite et une conique des faisceaux 2 et 1134, 
par exemple: ces deux faisceaux sont les images des coniques placées 
dans des plans passant par ces droites doubles. Pour la surface | 211 1] 
les deux droites doubles ont pour images une droite et une conique 
des faisceaux 1 et 1234, qui sont pour cette surface les images des 
deux séries de coniques placées dans des plans passant par les droites 
doubles. Le point d’intersection autre que 1 de cette droite et de cette 
conique forme avec le point 1 l'image du point triple de la surface, en 
ce sens que les points de R, qui lui sont infiniment voisins représen- 
tent les points de la surface infiniment voisins au point triple et ap- 
partenant 4 la nappe tangente au plan des deux droites doubles, tandis 
que les points du plan infiniment voisins a 1 représentent les points 
de la surface infiniment voisins au point triple et appartenant a la 
nappe qui a dans ce point le cOne quadrique tangent. On voit tout 
cela par la projection. 


{221}. 

37. Dans ce cas la surface [ de R, a deux points doubles M, M’, 

qui sout les sommets de deux cones f, f’ du faisceau de F’,?. (Un tel 
faisceau est précisément déterminé par deux cones de 1° espece dont 
chacun passe par le sommet de l'autre) La droite MM’ appartient a 
F et le long d’elle cette surface a un seul plan tangent qui est l’inter- 
section des espaces tangents en M et M’ a toutes ces variétés (v. a la fin 
du n° 26). L’espace tangent en M coupe les variétés en un faisceau de 
cones quadriques ordinaires ayant le sommet en M: le cone f’ du 
faisceau de J’,? et le troisitme cdne ~ du méme faisceau seront donc 
coupés par cet espace suivant les deux couples de plans de ce faisceau 
de cones ordinaires, cOnes qui ont le long de l’aréte 1M’ du premier 
couple de plans un méme plan tangent (le plan tangent & [), lequel 
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appartiendra au second couple de plans. De Ja il suit que par M 
passent, outre la droite MM’, seulement 2 autres droites de [; et de 
méme on verrait que par M’ passent, outre MM’, seulement 2 autres 
droites de f. Les 2 plans générateurs de f’ qui passent par MM’ 
coupent encore [ respectivement suivant les deux autres droites passant 
par M; mais chacun des plans générateurs de f’ qui passent par 
l'une ou l’autre des deux autres droites passant par M’ coupe encore 
T suivant une autre droite ne passant ni par M ni par M’. Done — 
contient, outre les 5 droites déja considérées, 4 autres droites, dont 
deux coupent |’une et deux l'autre des droites passant par M/’ et différentes 
de MM’; et de méme elles forment deux autres couples de droites 
coupant respectivement l'une et l’autre des droites, différentes de MM’, 
qui passent par M. Enfin elles forment encore deux couples de droites 
se coupant mutuellement, car elles appartiennent par couples 4 deux 
plans générateurs du cOne ~ de méme systéme que le plan générateur 
qui est tangent aT le long de MM’, tandis que le couple des droites 
(différentes de MM’) qui passent par M et le couple de celles qui 
passent par M’ appartiennent 4 deux plans générateurs de y de |’autre 
systéme. On a ainsi la distribution des droites de [ et en conséquence 
aussi de ses projections S. 


38. [221] Surface de la 8 classe ad conique double générale et 
deux points coniques. LKlle a deux points coniques D, D’ (projections 
de M, M’) joints par une droite qui lui appartient. Par chacun de 
ces points passent encore 2 droites de la surface S, et il y a en outre 
sur celle-ci d'autres 4 droites liées & ces 5 et entre elles comme les 
droites de [ entre elles. Les deux points coniques D, D’ sont les 
sommets de deux cdnes de Kummer singuliers, auxquels correspondent 
deux couples de séries de coniques passant respectivement par ces points, 
et il y a en outre un coOne de Kummer non singulier auquel corre- 
spondent deux séries de coniques jouissant entre elles et par rapport 
a celles-li des propriétés que nous avons vues en général. Le cone 
tangent en D ou en D’ touche encore le cone de Kummer correspon- 
dant dans les deux tangentes quadriponctuelles de ce point conique: 
ces deux cénes tangents & S se touchent aussi entre eux le long de 
la droite DD’, car le long de celle-ci la surface S (est développable, 
cest-a-dire) a un seul plan tangent, qui la coupe encore en une coni- 
que. Ce plan tangent appartient au cone de Kummer non singulier, 
et cette conique avec cette droite DD de S comptée deux fois resp. 
aux deux séries de coniques de S qui lui correspondent. 


En considérant cette surface comme une cyclide, au cone de 
Kummer non singulier correspond une sphére directrice d’une inversion 
fondamentale proprement dite, qui coupe sa quadrique déférente suivant 
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la quartique focale correspondante, laquelle ayant pour caractéristique 
[2 2] se décomposera dans la droite DD’ et une cubique passant aussi 
par les deux points coniques. Aux deux cénes de Kummer singuliers 
correspondent deux spheres directrices nulles (ou cénes projetant |’absolu) 
sur lesquelles les quartiques focales, intersections avec leurs quadriques 
déférentes, ont pour caractéristique [121], c’est-a-dire ont chacune 
un point double dans le point conique de S qui ne lui correspond pas. 
De la on a les 3 maniéres différentes de construire cette cyclide comme 
Penveloppe de co? sphéres, etc. — Cette surface est la transformée par 
inversion d’une quadrique tangente & la conique qui forme l’absolu.*) 


39. [122] Surface de la 8¢ classe a deux droites doubles et deux 
points coniques. La droite qui joint ces deux points coniques D, D’ 
appartient & la surface et celle-ci contient encore comme dans le cas 
précédent 2 autres droites par chacun de ces points et d’autres 4 droites. 
On voit par ce que nous avons dit & la fin du n’ 37, et en se rappelant 
que le centre de projection P se trouve a4-présent sur le cone wy, dont 
les deux plans générateurs passant par P coupent [ dans les deux 
coniques dont les projections sont les droites doubles de S, que dans 
deux plans passant par une droite double il y a respectivement les 
deux droites qui passent seulement par le point conique D et celles 
qui passent seulement par JD’, tandis qu’un plan passant par l’autre 
droite double touche la surface le long de la droite DD’, et dans deux 
autres plans passant par cette dernitre droite double sont les deux autres 
couples de droites de S (ne passant ni par D, ni par D’). Il n’y a pas 
de cone de Kummer non singulier, mais seulement deux cones de 
Kummer singuliers ayant leurs sommets dans les deux points coniques 
D, D’: il leur correspond deux couples de séries de coniques de S. 
La surface a une inversion fondamentale, dont le centre est le point 
d'intersection des droites doubles et dont la quadrique directrice passe 
par la droite DD’. — Elle sobtiendrait par inversion conique d’une 
quadrique tangente & l’une des deux droites formant l’absolu de l’in- 
version. 

*) Si cet absolu est l’absolu éuclidien ordinaire, cette quadrique sera 
imaginaire et notre cyclide sera en conséquence imaginaire (ce qui résulte aussi 
du fait que la droite DD’ qui coupe l’absolu est imaginaire): mémes remarques 
pourront étre faites dans plusieurs des cas qui suivront. Mais il importe de se 
rappeler toujours que nous n’avons introduit les dénominations métriques que pour 
simplifier les énoncés, de sorte que pour nous l’absolu est une conique quel- 
couque, imaginaire ou réelle.— Dorénavant pour abréger nous appellerons absolu 
d'une inversion Ja conique d'intersection de la quadrique directrice de l'inversion 
avec le plan polaire par rapport a elle du centre de l’inversion, méme lorsqu’elle 
se décompose, et nous appellerons ce plan plan d’inversion. Une inversion dont 
la quadrique directrice se réduit & un cdne ou & un couple de plans sera appelée 
inversion conique ou resp. biplanaire. 
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40. Surface de la 8° classe a une droite double et une droite cuspi- 
dale. — La surface du 4° ordre & une droite double et une droite 
cuspidale (se coupant mutuellement) est un cas particulier de la sur- 
face & deux droites doubles étudiée au n° précédent. En effet rap- 
pelons-nous que la projection S d’une F’,?*? queleonque [ a deux droites 
doubles d,, d, lorsque la variété g du faisceau déterminé par I, laquelle 
passe par le centre de projection P est un cone de 1° espéce: |’espace 
ax tangent en P & @ coupe alors ce cone suivant deux plans et coupe 
F suivant deux coniques k,*, k,? situées dans ces plans et dont les 
projections sont justement les deux droites d,, d,, qui seront doubles 
pour S, car chaque point de l'une d’elles est la projection de deux 
points de la conique correspondante. On voit done que l'une d de 
ces deux droites deviendra une droite cuspidale si la conique corre- 
spondante k? se réduit & une droite r comptée deux fois et seulement 
alors; dans ce cas le plan de cette conique devient un plan tangent 
& F tout le long de la droite r, et vice-versa si f a un tel plan. qui 
la touche le long d’une droite r et l’on projette [ par un point quel- 
conque P de ce plan (plan qui appartiendra nécéssairement & un cone 
de 1° espéce du faisceau), la surface projection S aura une droite 
cuspidale d dans la projection de cette droite (comme on peut encore 
se convaincre en remarquant qu'un espace quelconque mené par P 
coupera [ en une quartique ayant dans le point d’intersection avec r 
une tangente qui passe par P, de sorte que dans &, chaque plan 
coupera S en une quartique ayant sur d un point stationnaire). Or 
on voit facilement que [ ne peut avoir un tel plan tangent le long 
dune droite que lorsqu’elle a deux points doubles (distincts ou coin- 
cidents) joints par cette droite. Chacun de ces deux points sera le 
sommet d’un cone de 1° espéce du faisceau, ou bien un point de l’aréte 
dun cone de 2° espéce: d’oi il suit que le cas le plus général dans 
lequel ce fait a lieu est celui dans lequel [ a la caractéristique 
{221}, mais qu’en outre cela arrive dans les cas plus particuliers 
{32}, {41}, {5}, {(11)2If, {(11)3}, {(21)2}, {B11}, 
(41)}, {UDA 1, {(2HUH}. 

Quant & la classe de chacune des surfaces 4 droite cuspidale, que 
nous obtiendrons ainsi, comme pour les obtenir il suffit de prendre le 
centre de projection sur un certain plan, nous voyons (en appliquant 
le principe exposé & la fin du n° 29) que la classe sera la méme que 
pour la projection la plus générale de la F’,**? que l'on considére; 
c’est-a-dire le fait qu’une conique double se décompose en deux droites 
ne produit aucun abaissement de classe, méme lorsque l'une de ces 
droites devient cuspidale. 

Dans notre cas {221} la droite r def, qui joint les deux points 
doubles de cette surface M, M’, a en effet un plan tangent qui, comme 
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nous avons vu (n° 37), appartient au cdne ~, de sorte qu’en prenant P 
sur ce plan, la surface S & droite cuspidale d (projection de r) que l’on 
obtiendra sera un cas particulier de la surface [122] étudiée au n° 
précédent, et précisément le cas particulier que ]’on obtient en sup- 
posant que la droite joignant les deux points coniques de cette surface 
aille coincider avec celle des deux droites doubles qu'elle ne coupe pas, 
dans lequel cas cette droite double devient une droite cuspidale. Les 
deux points D, D’ de cette droite cuspidale d de notre surface S, qui 
sont les projections de M, M’, jouiront de la propriété que chaque 
plan passant par l'un d’eux coupera S en une quartique ayant en ce 
point non plus seulement un point stationnaire, mais un point de con- 
tact de deux branches, car une telle courbe est la projection de linter- 
section de [ avec un espace passant par PM (ou PM’), intersection 
qui a évidemment un point double en M avec les deux tangentes dans 
un plan par PM, c’est-a-dire dans le plan d’intersection de cet espace 
avec l’espace tangent en M i toutes les variétés du faisceau. Cet espace 
fixe coupe F en la droite x et en deux autres droites passant par MV. 
Done: les deux points singuliers D, D’ de la droite cuspidale d de 8 
sont tels que chaque plan passant par lun deux coupe la surface en 
une courbe ayant en ce point un point de contact de deux branches, 
dont la tangente appartient ad un plan singulier de ce point, plan qui 
coupe la surface suivant la droite d et deux autres droites passant par 
ce pont. En conséquence D et D’ sont deux points-clos de la droite 
cuspidale d. Un autre point remarquable de cette droite est le point d’inter- 
section avec la droite double: chaque section plane de S passant par ce 
point y a un point de rebroussement de 2° espece. — Quant & la droite 
double elle n’a outre celui-ci qu’un seul point remarquable (point-pince), 
car l'un de ses deux points-pinces est venu coincider dans ce cas avec 
le point d’intersection des deux droites singulitres: en effet l'une des 
tangentes menées par Pa la conique de [ dont cette droite double de 
S est la projection coincide avec la génératrice de wy passant par P. 
En un point quelconque de la droite cuspidale d le plan tangent, 
cest-a-dire le plan des tangentes triponctuelles, passe par d et coupe 
encore S en une conique tangente en ce point & d (comme on voit 
en remarquant que ce plan est l’intersection de R, avec lespace tan- 
gent a w dans le point correspondant de 7): les points et les plans 
de d se correspondent ainsi projectivement, et les plans contiennent 
une série de coniques de S; la série conjuguée se trouve dans les plans 
passant par la droite double. Enfin les points-clos D, D’ sont les sommets 
de deux cénes de Kummer singuliers auxquels correspondent deux 
autres couples de séries de coniques. Outre les droites déji nommées 
la surface S contient deux autres couples de droites dans deux plans 
passant par la droite double. 
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41. [221] Surface de la 8° classe a point conique et deux droites 
doubles se croisant en un point triple. Par le point triple passent 3 
droites simples de la surface dont une joignant ce point au point 
conique, et le long de laquelle la surface a un plan tangent constant. Par 
le point conique passent deux autres droites de la surface, qui sont 
respectivement dans les deux plans qui joignent les droites doubles au 
* point conique; et la surface contient encore d’autres 4 droites qui sont 
dans les plans joignant les droites doubles aux deux droites qui passant 
par le point triple sans passer par le point conique. Il y a deux cones 
de Kummer, dont lun singulier ayant le sommet dans le point coni- 
que de la surface, et dont l'autre n’est pas singulier et a son sommet 
en un point du plan tangent a la surface le long de la droite joignant 
le point triple et le point conique (et est tangent 4 ce plan). La 
surface a une inversion fondamentale dont le centre est le sommet du 
cone de Kummer non singulier et dont la quadrique directrice est un 
cone passant par le point conique de la surface. Elle est la trans- 
formée par inversion conique d'une quadrique passant par le sommet 
du céne directeur de cette inversion. 


Notre méthode nous donnerait 3 espéces de représentations planes 
des quatre surfaces que nous avons obtenues de la surface [ ayant pour 
caractéristique {221}, car cour projeter [ sur un plan nous pouvons 
choisir comme axe de projection ou la droite qui joint ses deux points 
coniques, ou une autre droite passant par l'un de ces points, ou enfin 
une droite de [ ne passant par aucun point double. Mais nous nous 
abstiendrons dorénavant de donner les représentations des différentes 
surfaces que nous étudiérons, car cela allonguerait outre mesure notre 
travail et d’ailleurs nous avons déja montré assez par les représen- 
tations planes que nous avons faites des surfaces [11111], [11111], 
{2111], [1211], [2111] comment notre méthode s’applique facile- 
ment a trouver ces représentations: cependant nous donnerons a la fin 
les représentations de trois surfaces (dont la plus générale est celle de 
Steiner), dont la représentation plane n’est plus que du second ordre. 


{311}. 

42. Nous avons vu (n° 26) que pour la surface [ ayant cette 
caractéristique il y a un point double M, sommet d'un cone / du 
faisceau tel que l'espace tangent en M a toutes les variétés de ce 
faisceau touche aussi f le long d'une génératrice et le coupe en consé- 
quence en deux plans générateurs u,, 


‘ 


done dans ce cas le cOne quadrique ordinaire tangent en M a [. 
Chacun de ces plans coupe (une et en conséquence toutes) les variétés 
du faisceau en deux droites, de sorte que par M passent 4 droites de 


u,, daus lesquels se décomposera 
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F dont deux, 7,7, sont dans l'un uw, de ces plans, et deux, r,7,, 
dans l'autre plan w,. Par r,, 7;° passent deux plans générateurs de 
f de méme systéme que u,, et par r,, 7,’ passent deux plans générateurs 
de méme systeme que u,: ces 4 plans coupent encore [ suivant 4 
droites ne passant plus par M et que nous appellerons respectivement 
S,, 8, et 8, 8... Comme ces deux couples de plans générateurs de f 
sont de différents systeémes on voit que chacune des droites s,, s,’ 
coupera chacune des droites s,, s,’.. La surface [ contient done 8 
droites. Les deux autres cénes du faisceau touchent aussi en M le 
méme espace et ont les plans 7,72, 7;'7y', 8,8), $,/s, pour l'un, et les 
plans 7,75’, 7/25 $159, $,/8. pour l'autre, pour plans générateurs. 


43. [311] Surface de la 9 classe a conique double générale et un 
point biplanaire de la 1° espéce. Par le point biplanaire D passeront 
deux couples de droites de la surface appartenant respectivement aux 
deux plans nodaux de D (plans des tangentes triponctuelles): et la 
surface contiendra encore deux autres couples de droites coupant re- 
spectivement celles-ci et se coupant mutuellement de la méme maniére 
que les droites def. Il y aura deux cénes de Kummer non singuliers 
avee deux couples de séries de coniques de la surface: dans chacune 
de ces séries de coniques il y en aura une décomposée en deux droites 
passant par D et une autre décomposée dans les deux droites de la 
surface qui ne coupent pas celles-ci. Il y a en outre un cone de 
Kummer singulier ayant le sommet en D et qui touche les deux plans 
nodaux dans les deux tangentes quadriponctuelles du point D. Dans 
chacune des deux séries de coniques qui lui correspondent il y en a 
une décomposée dans les deux droites d’un plan nodal et deux décom- 
posées en une droite de l'autre plan nodal et la droite qui la coupe 
sans passer par D. Ces deux séries de coniques passent par D et y 
touchent respectivement les deux plans nodaux. 

Considérée comme une ecyclide, cette surface a deux spheres 
directrices (inversions fondamentales proprement dites (ayant leurs 
centres dans les sommets des deux cOnes de Kummer non singuliers) 
et une sphére directrice réduite 4 un cone ayant le sommet en D. 
Des 3 quartiques focales les deux qui appartiennent aux premiéres 
sphéres ont pour caractéristique [31], cest-a-dire ont un point de 
rebroussement en D, tandis que l'autre ayant pour caractéristique 
|211] a seulement un point double en D. Les quadriques déférentes 
des deux premiéres les osculent done en D, tandis que la quadrique 
déférente de Vautre sphére ne fait que passer par D. — Cette cyclide 
s’obtient par inversion d’un paraboloide. 


44. [131] Surface de la 9 classe & deux droites doubles et un 
point biplanaire de la 1 espéce. Par le point biplanaire D passent encore 
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deux couples de droites r,, r,° et r,, 7, dans les deux plans nodaux, 
et r,, 7%), par exemple, coupent une droite double, tandis que 7,’, r,' 
coupent l'autre droite double. Des autres 4 droites de la surface, deux, 
S;, 8, coupent la seconde droite double (et respectivement r,,7,) et les 
deux autres s,’, s, la premiére (et respectivement r,’,7,). Il y a un 
cone de Kummer non singulier et un singulier ayant le sommet en D. 
La surface a deux inversions fondamentales, dont l'une a pour centre 
le sommet du premier cOne de Kummer et pour quadrique directrice 
un cOne passant par D, et l'autre a pour centre le point d’intersection 
des deux droites doubles et pour quadrique directrice une quadrique 
passant aussi par D (et, comme toujours, sans que nous nous arrétions 
& le dire, par ces droites doubles). — On obtient une telle surface en 
transformant par inversion conique une quadrique tangente au plan 
de Vabsolu de cette inversion. 


45. [311] Surface de la 9 classe a deux droites doubles se croi- 
sant en un point triplanaire. Cette surface s’obtient, comme le montre 
sa caractéristique, en projetant [ par un point du cone f. Les tan- 
gentes quadriponctuelles dans le point triple D (projection de MM) 
dintersection des deux droites doubles d,, d, appartiennent au plan 
de celles-ci, ou bien & deux autres plans qui passent respectivement 
par ces droites doubles et sont les projections de a,, w,: cest pour 
cela que nous appelons triplanaire ce point triple (nous rencontrerons 
d’ailleurs plusieurs espéces de points triples dont le céne tangent du 
3° ordre se décompose en 3 plans). Dans ces deux autres plans il y 
a deux autres couples de droites de la surface r,7, et 7,7,’ passant 
par D, et la surface contient encore 4 autres droites s,s,’ et s,s, dans 
les plans qui joignent d, & 7,, 7, et d, A r,, r,. Les coniques de la 
surface situées dans les plans passant par d, ou par d, passent toutes 
par le point triple et y touchent respectivement les deux plans singuliers 
nommés qui contiennent d, et d,. Il y a deux cones de Kummer non 
singuliers et en conséquence deux couples de séries de coniques sur 
la surface (outre les séries des coniques appartenant aux plans qui 
passent par d, ou par d,). Jl y a deux inversions coniques fondamen- 
tales ayant pour centres les sommets des deux cOnes de Kummer. 


{32}. 


46, La surface [ ayant cette caractéristique a deux points doubles 
M,M’, dont lun M est le sommet d'un cone f du faisceau tangent 
it Pespace qui touche en M toutes les variétés du faisceau, tandis que 
M’ est le sommet de l'autre cdne /’ du faisceau et ne fait que se 
trouver sur les autres variétés. Il s’ensuit que le cone quadrique 
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ordinaire tangent 4 [ en M’ ne se décompose pas, tandis que le cone 
tangent en M se décompose en deux plans u,, u,. Et comme la droite 
MM’ est contenue dans F et en conséquence dans l'un wu, de ces deux 
plans, et espace tangent en M au faisceau touche f’ le long de MM’ 
et le coupe en conséquence suivant deux plans passant par MM’ et 
coupant encore w, en deux droites, il s’ensuit que par le point M 
passent la droite MM’, le long de laquelle [ a un plan tangent fixe 
u,, et deux autres droites rr, de la surface [ situées dans le plan u,; 
et de méme on voit que par M’ passe seulement une autre droite 1’ 
de [T outre MM’. Le plan générateur de f de méme systeme que u, 
et qui vasse par MM’ contient la droite 7’; les plans générateurs de 
f de méme systéme que pw, et qui passent par 7 et 7, contiendront 
encore deux droites s et s, de [, lesquelles seront aussi dans les deux 
plans générateurs de /’ qui passent par 7’. Ce sont la toutes les 
droites de [. 


47. [32]. Surface de la 7¢ classe a conique double générale, un 
point conique et un point biplanaire de la 1° espéce. La droite qui joint. 
ces deux points doubles appartient & la surface et a dans tous ses 
points un méme plan tangent, qui est un plan nodal pour le point 
biplanaire: l'autre plan nodal contient les deux autres droites de la 
surface qui passent par cé point. Par le point conique il ne passe 
plus qu'une autre droite de la surface; celle-ci contient en outre deux 
autres droites coupant cette derniére droite et respectivement ces deux- 
la. Il y a seulement deux cones de Kummer singuliers ayant leurs 
sommets dans les deux points doubles (et touchant toujours le cone 
nodal et le couple de plans nodaux de ces deux points dans leurs 
couples de tangentes quadriponctuelles), et & chacun desquels corre- 
spond un couple de séries de coniques de la surface; et on voit par 
ce que nous avons dit au n° précédent combien de coniques décomposées 
en deux droites il y a dans chaque série. 

Considérée comme cyclide, cette surface n’a pas d’inversions fonda- 
mentales propres; mais dans les deux spheres (directrices) nulles ayant 
leurs centres dans le point biplanaire et dans le point conique il y a 
les deux quartiques focales de la surface, qui auront pour caractéristi- 
ques |22] et [31] et seront en conséquence l'une décomposée en une 
droite et une cubique passant toutes les deux par les deux points 
doubles, l'autre une quartiqne ayant un point de rebroussement dans 
le point biplanaire. On voit par la quelles positions particuliéres 
auront les deux quadriques déférentes qui correspondent & ces spheres 
nulles, puisqu’elles les coupent justement dans ces quartiques. — Cette 
cyclide est la transformée par inversion d’une quadrique osculant l’absolu 
(c’est-a-dire coupant le plan a linfini suivant une conique ayant un 
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contact triponctuel avec l'absolu), et aussi d'un paraboloide dont une 
des génératrices & l’infiui soit tangente a l’absolu. 


48. [23]. Surface de la 7 classe & point biplanaire de la 1° 
espéce et deux droites doubles se croisant en un point triple. Le point 
triple a, outre le plan des droites doubles, un cone quadrique de tan- 
gentes quadriponctuelles: ce cdne contient la droite de la surface 
joignant ce point triple au point biplanaire et en outre une autre droite 
simple de la surface. La surface a le long de la premiére droite un seul 
plan tangent, qui est un plan nodal pour le point biplanaire: l'autre plan 
nodal contient deux autres droites de la surface passant par ce point 
et coupant respectivement les deux droites doubles. Les planus qui 
joignent celles-ci 4 la seconde droite simple passant par le point triple 
coupent encore la surface en deux autres droites. — Il y a un cone 
de Kummer singulier ayant le sommet dans le point biplanaire et auquel 
correspondent deux séries de coniques de la surface; il ny a pas d’in- 
versions fondamentales. On a cette surface par une inversion conique 
sur une quadrique passant par le sommet du cone directeur et tangente 
(ailleurs) au plan d’inversion. 


49. [32]. Surface de la T classe a point conique et deux droites 
doubles se croisant en un point triplanaire. Dans-le point triple D 
(projection de M) les tangentes quadriponctuelles forment outre le plan 
des deux droites doubles d,, d, deux plans 0,, 0, passant respectivement 
par celles-ci et dont l'un 0, touche la surface le long de la droite qui 
joint D au point conique D’ (projection de M’) et l'autre 0, contient 
deux autres droites r 7, de la surface passant par D. Le plan joignant la 
droite DD’ a la droite double d, coupe encore la surface en une autre 
droite r passant par D’; les plans d,r, d,7, contiennent enfin les deux 
derniéres droites de la surface. Celle-ci a un cone de Kummer singulier 
dont le sommet est dans le point conique D’. Elle est la transformée 
par inversion conique d’une quadrique tangente dans le sommet du 
cone directeur i l'une des deux génératrices de ce cOne formant l’absolu 
de linversion. 


50. Surface de la 7* classe a droite double et droite cuspidale se 
croisant en un point triple. On obtient (v. n° 40) cette surface S, qui 
est un cas particulier de celle considérée au n° précédent (le cas dans 
lequel la droite DD’ joignant le point conique avec le point triple va 
coincider avec la droite double d,), en projetant [ par un point P du 
plan uw, tangent a [ la long dela droite MM’. Alors cette droite sera 
projetée suivant la droite cuspidale de S, le point M’ suivant un 
point-clos de cette droite et M suivant le point triple (dans lequel 
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se confondra l'autre points-clos de la droite cuspidale de la surface 
générale, étudiée au n° 40, douée d'une droite double et une droite 
cuspidale). Le premier point aura un plan singulier coupant la surface 
en la droite cuspidale comptée 3 fois et en une droite simple passant 
par ce point: dans ce plan coincident done a présent les plans tan- 
gents a la surface dans les différents points de la droite cuspidale 
(ce que l’on peut aussi voir directement par notre méthode). Quant 
au point triple, remarquons qu’un espace quelconque passant par P 
M coupe [T en une quartique ayant en M un point double dont une 
tangente est sur u,, cest-i-dire est PM méme, et l'autre est sur p,, 
de sorte qu’en projetant nous avons que: chaque section plane de S 
passant par le point triple a dans ce point un point triple, par lequel 
passe une branche formant un point stationnaire dont la tangente 
appartient au plan des deux droites doubles, et une autre branche 
simple dont la tangente appartient d un plan singulier qui passe par 
la droite cuspidale et coupe encore la surface suivant deux droites 
passant par le point triple. Toutes les coniques de S dans les plans 
qui passent par la droite double ont en ce point pour tangentes les 
droites de ce plan singulier; et toutes les coniques de S dans les plans 
qui passent par la droite cuspidale sont tangentes 4 cette droite dans 
le point triple de la surface. Outre les droites nommées la surface 
contient encore 2 droites, etc. 


{41}. 

51. Le point double M de la surface [ ayant cette caractéristique 
est le sommet d'un cone f du faisceau tel que espace tangent en M 
i toutes les variétés de celui-ci touche aussi ce céne f le long d'une 
droite r appartenant & [ et coupe en conséquence ce cone dans les 
deux plans générateurs mu,, u., qui passent par cette droite: ceux-ci 
seront les deux plans tangents & [ dans ce point double et couperont 
encore [ respectivement suivant deux droites 7,, 7, passant par M, de 
sorte que par M passent 3 droites r et 7,, r, de [. Dans les deux 
autres plans générateurs de f qui passent par 7,, 7, il y aura encore 
2 droites s,, s, de F se coupant entre elles. L’autre cone du faisceau a un 
plan générateur tangent 4 [ le long de la droite r, un autre, du méme 
systeme, contenant les deux droites s,, s, et un troisiéme, de l'autre 
systeme, contenant 7,, 7,. 


52. [41]. Surface de la 8* classe ad conique double générale et un 
point biplanaire de la 2° espéce. Outre que par labaissement qu'il 
produit dans la classe de la surface, le point biplanaire D de cette 
surface et de la surface que nous considérerons ensuite differe de ceux 
des surfaces [311], [131] en ce que par ce point D il ne passe plus 
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4 droites de la surface, mais seulement 3, l'une desquelles est l’inter- 
section r des deux plans nodaux, tandis que les autres sont deux droites 
Y,, 7%, appartenant respectivement & ces deux plans. La surface a un 
seul plan tangent le long der, et elle contient encore 2 droites s,, s, 
coupant respectivement 7,, 7, et se coupant entre elles. Il y a un 
cone de Kummer singulier ayant le sommet dans le point biplanaire 
(et tangent aux deux plans nodaux dans les tangentes quadriponctuelles): 
parmi les deux séries de coniques qui lui correspondent l'une contient 
les couples de droites rr, et r,s,, lautre contient les couples rv, et 
r,s,. Il y a encore un cOne de Kummer non singulier, qui est tangent 
au plan touchant la surface le long de r et auquel correspondent deux 
séries de coniques, dont l'une contient la droite + comptée deux fois 
et le couple de droites s, s,, tandis que l'autre contient seulement le 
couple 7, r,. ; 

Comme cyclide cette surface a une sphére directrice d'une inversion 
fondamentale proprement dite ayant le centre dans le sommet de ce 
dernier céne de Kummer et coupant sa quadrique déférente suivant 
une quartique focale, dont la caractéristique est [4] et qui se décompose 
en conséquence dans la droite r et une cubique tangente en D i r. 
Le point biplanaire D est le centre d'une autre sphére directrice nulle, 
qui coupe sa quadrique déférente en une quartique focale [31], cest- 
a-dire ayant un point de rebroussement en D. — On obtient cette 
eyclide en transformant par inversion un paraboloide dont le point de 
contact avec le plan a l’infini soit sur l’absolu. 


53. [14]. Surface de la 8* classe a point biplanaire de la 2 
espece et deux droites doubles. Par le point biplanaire passent encore 
3 droites de la surface, dont l'une a un seul plan tangent, qui passe 
par une droite double, et les deux autres sont dans un méme plan 
avec l'autre droite double. Par la premiére droite double passe encore 
un plan coupant la surface en deux droites qui s’appuient respective- 
ment sur ces deux-la. Il y a seulement un cOne de Kummer singulier 
ayant le sommet dans le point biplanaire, et une inversion fondamen- 
tale dont la quadrique directrice passe par ce point et dont le centre 
est le point d’intersection des droites doubles. —- Cette surface est la 
transformée par inversion conique d’une quadrique tangente au plan 
d'inversion en un point de l'une des deux droites qui forment l’absolu. 

Si F est projetée par un point du plan tangent le long de r, on 
obtient comme cas particulier de la surface |14| une surface de la 
&* classe & une droite double et wne droite cuspidale, qui s’obtient de 
celle générale étudiée au n° 40 en supposant que les deux points-clos 
ordinaires DD’ de la droite cuspidale de cette surface-li coincident 
en un seul. Alors le plan singulier de ce point coupe la surface en 
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deux droites passant par ce point-méme et la surface n’a plus que 
deux autres droites situées dans un plan qui passe par la droite double. 
Il y a un cone de Kummer ayant le sommet dans ce point-clos, ete, 


54. [41]. Surface de la 8 classe a deux droites doubles se croi- 
sant en un point triplanaire. Le point triple de cette surface se 
distingue de celui de la surface [311] par exemple, en ce qu'il a, 
outre le plan .des deux droites doubles d,, d,, deux autres plans de 
tangentes quadriponctuelles passant respectivement par celles-ci et se 
coupant en une droite + de la surface: ces deux plans contiennent 
encore respectivement deux droites 7,, 7, de la surface, et les plans 
d,r,, d,7_ coupent encore celle-ci suivant deux droites s,,s, se coupant 
entre elles. La surface a un cOne de Kummer non singulier et dans 
les deux séries de coniques qui lui correspondent l'une contient la 
droite * comptée deux fois (dans un plan qui touche la surface le long 
de 7) et le couple de droites s,s,, l'autre série contient le eouple r,7,. 
La surface a une inversion conique fondamentale dont le centre est le 
sommet de ce cone de Kummer. 





{5}. 

55. La surface [ ayant cette caractéristique appartient & un seul 
cone quadrique f, qui touche l’espace tangent dans son sommet M a 
toutes les variétes quadratiques du faisceau ([) le long d’une droite + de 
‘ et le coupe en outre en deux plans w,, uw, passant par 7 et dont 
lun w, touche [ tout le long de cette droite r, tandis que l'autre a, 
coupe encore [ suivant une autre droite 7 passant par M. Par celle-ci 
il passe encore un autre plan générateur de f (de méme systéme que u,), 
lequel coupera encore [ suivant une autre droite s qui ne passe pas 
par M. La surface [ n’a que ces 3 droites r, 1’, s. 


56. [5]. Surface de la 7* classe ad conique double générale et un 
point biplanaire de la 3* espéce. Le point biplanaire D de cette sur- 
face a non seulement, comme le point biplanaire de la surface [4 1], 
une droite » de la surface pour intersection des deux plans nodaux, 
mais en outre pour l’un de ces deux plans le plan tangent a la sur- 
face le long de r. Seulement l'autre plan nodal contient encore une 
droite r’ passant par D; la surface a enfin une troisiéme droite s qui 
coupe 7’. Elle n'a qu'un cOne de Kummer singulier dont le sommet 
est le point biplanaire: des deux séries de coniques qui lui correspon- 
dent l'une contient la droite + comptée deux fois et le couple 7's, 
tandis que l'autre contient seulement le couple rv’, 

Comme cyclide cette surface n’a qu'une quartique focale sur la 
sphére nulle ayant le centre en D: cette quartique ayant la caractéristi- 
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que [4] se décompose en la droite r et une cubique qui la touche en 
D. ll ny a pas d’inversion fondamentale, mais cette sphére (directrice) 
a une quadrique déférente contenant cette quartique focale et qui est, 
comme en général, le lieu des centres des sphéres passant par D et 
coupant la cyclide suivant des couples de cerecles. — On obtient cette 
eyclide en transformant par inversion un paraboloide dont une des 
génératrices & l’infini touche l’absolu dans le point d’intersection avec 
l'autre. 

57. [5]. Surface de la 7° classe @ deux droites doubles se croisant 
en un point triplanaire. Des deux plans de tangentes quadriponctuelles 
dans le point triple de cette surface, autres que le plan des deux 
droites doubles, l'un passe par une droite double d, et touche la surface 
le long dune autre droite r passant par le point triple, tandis que 
l'autre joint la seconde droite double d, ir et coupe encore la surface 
en une autre droite 7’ passant par ce point. La plan d,r coupe enfin 
la surface*en une troisieme droite simple s. Cette surface n’a aucun 
cone de Kummer et ne contient en conséquence d'autres coniques que 
celles qui appartiennent aux plans passant par l'une ou Jlautre des 
leux droites doubles. 

Comme cas particulier de cette surface on a, eu supposant que le 
centre de projection de [ soit pris sur u,, uue surface de la 7° classe 
a droite double et droite cuspidale se coupant en un point triple; surface 
qui n’est qu'un cas particulier de celle étudiée au n° 50: le cas dans 
lequel le point-clos quil y avait sur la droite cuspidale se confond 
avec le point triple. Ce point triple jouira encore des mémes pro- 
priétés, mais le plan singulier dont nous parlions alors coupera main- 
tenant la surface dans la droite cuspidale comptée 3 fois (le long de 
laquelle il sera done le plan tangent constant) et une droite simple 
passant par le point triple. Dans le plan qui joint cette droite a la 
droite double il y aura encore une deuxieme droite simple de la surface. 


Nous avons ainsi fini d’étudier toutes les espéces de surfaces qui 
sont des projections de F’,?:? contenues dans des faisceaux de variétés 
quadratiques dans lesquels tous les cOnes sont de 1° espece, Nous 
allons maintenant nous occuper des autres espéces de surfaces. 


Propriétés des espéces de surfaces douées de couples de points doubles.*) 


58. Considérons les projections de ces surfaces [, qui sont l’inter- 
section d’un faisceau de variétés quadratiques dans lequel il y a un 


*) Par couple de points doubles nous entendrons deux points doubles 
(distincts ou coincidents) joints par une droite qui n’appartient pas 4 la surface: 
nous verrons qu’en effet deux tels points doubles s’obtiennent ensemble, comme 
couple de points. 
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cone de 2° espéce, et dont la caractéristique contient en conséquence 
un couple d’exposants de diviseurs élémentaires correspondant tous les 
deux & ce cone. 

Un cone de 2° espece ¢ contient oo' plans générateurs formant un 
seul systéme et passant tous par la droite double ou aréte de ce cone. 
Ces plans coupent une autre variété du faisceau, et en conséquence 
aussi la surface [ en co! coniques formant une seule série (tandis que 
les plans générateurs d'un cone de 1° espece du faisceau donnent lieu 
i deux séries de coniques): toutes ces coniques passent par les points 
(intersection de l’aréte du céne avee une autre variété du faisceau, 
c'est-a-dire avec [, Ces points d'intersection sont deux si le groupe 
de la caractéristique qui correspond a ce céne est (11), ils coincident 
en un seul si ce groupe est (21), (8.1), ou (41), et enfin ils sont tous 
les points de laréte lorsque la caractéristique est {(22)1} ou bien 
{(3 2)}*), Dans ces deux derniers cas l’aréte étant contenue dans [, 
tous les plans générateurs du cone coupent [ en cette aréte et en une 
autre droite, de sorte que la surface [ contient (non plus co! coniques 
proprement dites mais) oo! droites appuyées sur l’aréte, c’est-a-dire 
elle est réglée. Dans les autres cas au contraire on voit facilement 
que le nombre des droites contenues dans [ est fini et on peut aussi 
construire ces droites sans peine. 

En effet remarquons avant tout qu'un point de l’aréte qui appar- 
lienne aussi & [ en sera un point double; d’ou il suit que les surfaces 
réglées {(22)1} et {(32)} ont une droite double et que toutes les 
autres surfaces [, dont nous nous occupons a-présent, ont sur l’aréte 
du cone de 2° espéce un couple de points doubles, qui peuvent aussi 
devenir infiniment voisins. Or une droite de [ doit nécésairement 
couper cette aréte, car autrement l’espace qui la joindrait 4 laréte 
appartiendrait 4 ce cone f, c’est-a-dire celui-ci se décomposerait en deux 
espaces, ce que nous excluons. Done dans les cas {(2 2) 1}, {(3 2)} 
nous pouvons dire que toutes les droites de la surface [, sans excéptions, 
couperont sa droite double; dans les autres cas que toutes les droites 
de [ passent par l'un ou l’autre des deux points doubles situés sur 
laréte du cone de 2° esptce. Soit M l'un de ces deux points: les 
droites de [ qui y passent s’obtiennent encore comme lorsqu’il s’agissait 
dun point double de [ appartenant comme sommet & un cone de 1° 
espece du faisceau. L’espace tangent en M commun 4 toutes les 
variétés du faisceau les coupe en un faisceau de cones ordinaires ayant le 
sommet en M: les 4 génératrices, distinctes ou non, communes a ces 


*) Nous renverrons encore pour cette proposition et pour d’autres, que nous» 
énoncerons bientdt et dont la demonstration ne présente d’ailleurs aucune difficulté 
& notre mémoire Studio sulle quadriche, ete. déja cité. 





382 Corravo Seexe. 


cones seront les droites de [ qui passent par M. Parmi ces cones celui 
d’intersection de cet espace tangent avec f est le cone quadrique tangent 
en Maf. Nous voyons done que, excepté dans les cas {(2 2) 1}, 
{(3 2)}, que nous excluerons dorénavant, la surface [ ne peut avoir 
plus que 8 droites, et que chaque droite de [ doit passer par l'un ou 
par l'autre des deux points doubles de [ situés sur l’aréte de f, de 
maniere que par chacun de ceux-ci il en passe en général et au plus 4. 
Ajoutons que les droites de !'un et de l'autre groupe sont par couples 
sur autant de plans générateurs de f et forment dans la série de coni- 
ques de [, que nous avions considérée, autant de coniques décomposées 
en des couples de droites. 


59. En projetant ces surfaces [ sur R, nous obtenons des sur- 
faces S du 4° ordre ayant deux points doubles, distincts ou coincidents, 
tels que la droite qui les joint (projection de l’aréte a def) n’appar- 
tient pas & ces surfaces (tandis que pour les deux points doubles des 
surfaces [221], [32], etc. nous avons vu que la droite qui les joint 
wppartient 4 celles-ci). Ces surfaces S auront une conique double 
générale ou bien décomposée en deux droites suivant que le centre de 
projection P est sur une variété queleonque du faisceau (f) ou bien 
sur un cone de 1° espéce. Mais ici il se présente encore un autre 
cas que nous n’avions pas & considérer pour les especes de surfaces 
déja étudiées: celui dans lequel le centre de projection P se trouve 
sur un cOne de 2° espece f du faisceau. Dans ce cas par le point 
P il ne passe plus qu'un seul plan générateur de f: le plan qui le 
joint a Taréte a def. Ce plan coupe [ suivant une conique qui 
est projetée par P sur R, suivant une droite d de S, droite dont 
chaque point correspondra & deux points de cette conique et qui sera 
en conséquence double pour S. Pour mieux voir le caractére de cette 
droite double d de S cherchons l’intersection de S avec un plan quel- 
conque de f,: elle est la projection de l’intersection de [ avec un 
espace quelconque passant par P. Un tel espace coupe /f suivant 
un cone quadrique ordinaire passant par P, et [ suivant une quartique 
de 1° espéce située dans ce cdne. La génératrice de ce cOne qui passe 
par P coupe la quartique en deux points dont les tangentes 4 cette 
courbe sont dans le plan tangent i ce cone le long de cette généra- 
trice, plan qui appartient 4 l’espace a tangent af en P (c’est-d-dire 
le long du plan générateur Pa): donc la projection de cette quartique 
est une courbe plane du 4° ordre ayant dans le point d’intersection de 
son plan avec d un point de contact de deux branches, dans lequel la 
tangente commune aux deux branches appartient & un plan fixe @ 
passant par d (le plan @intersection de l'espace a avec [t,). Cela nous 
montre que la droite double d de S est la limite de deux droites doubles 
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qui dans le plan o viennent coincider l'une avec l'autre: ce qui nous 
est confirmé par ce fait que lorsque le centre P de projection est sur 
un cone de 1° espece la surface S projection de [ a deux droites 
doubles, intersections de R, avec les deux plans générateurs de ce 
cone qui passent par P, et que si ce cone devient de 2° espéce les 
deux systemes de plans générateurs, et en conséquence aussi ces deux 
plans passant par P, viennent coincider, et les deux droites doubles 
de S coincideront aussi entre elles. Nous appellerous en conséquence 
et pour abréger bidouble la droite double particuliére d de S. 

Elle contient deux points triples, distincts ou coincidents, qui 
sont les projections des deux points doubles de [ appartenant a laréte 
ade f. Comme les plans générateurs de f coupent [ suivant des coni- 
ques passant par ces deux points, de méme les plans menés par la 
droite bidouble d coupent S, outre que dans cette droite, suivant des 
coniques passant par les deux points triples; pour le plan @ tangent 
i S le long de dVintersection avec la surface se compose de la droite 
d comptée 4 fois. Parmi les plans passant par d il y en a 4 dans le 
cas le plus général |(11)111] qui coupent S en des coniques décom- 
posées en deux droites. 

Outre les deux points triples il y a encore sur d deux points 
remarquables: ceux dans lesquels J, est coupé par les tangentes menées 
de P & la conique d intersection de [ avec le plan Pa. Chaque espace 
passant par l'une de ces tangentes coupe [ en une quartique située sur 
un coue ordinaire dont cette droite est une génératrice tangente a la 
quartique; done en projetant: a y a sur la droite bidouble de S deux 
points-pinces tels que chaque section plane passant par Tun Meux y a 
un point de rebroussement de 2° espéce. — Ces deux points-pinces 
coincident si P est sur lun des plans générateurs de f qui coupent [ 
en un couple de droites: alors deux droites de S se confondent avec d. 


60. En supposant maintenant que le centre de projection P soit 
sur une variété m du faisceau générale ou réduite & un cone de 1° ou 
de 2° espece nous appellerons JZ’, M” les deux points d’intersection 
(distincts ou coincidents) de Varéte a de f avec [ et D’, D” leurs 
projections sur /,, qui sont des points doubles (ou triples) de S, points 
qui sont joints par une droite d qui ne cesse d’étre déterminée, méme 
lorsqu’ils viennent coincider, puisque cette droite est la projection de 
laréte a. Cela posé remarquons que le systeme des co® espaces tan- 
vents & une F’,? qui soit un cone se réduit, lorsque ce cone passe de 
la le espece & la 2°, au systéme des espaces passant par l’aréte de ce 
cone, car chacun de ces espaces coupe le céne de 2° espece en un 
couple de ses plans générateurs, Les co' espaces tangents (en un sens 
plus étroit) au cone de la 2° espéce f le coupent chacun en un plan 





— 
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générateur compté- deux fois et touchent en conséquence la surface [ 
le long de coniques. En considérant done les intersections de ces 
systémes de co? et de co! espaces avec pm et avec [ et en projetant par 
P nous voyons que, comme pour chaque cdne quadrique de 1° espéce 
passant par [ on obtient dans 2, une série de oo* quadriques passant par la 
conique double et doublement tangentes a S, ou, pour mieux dire, coupant 
encore S suivant des couples de coniques, de méme pour un cone quadri- 
que de la 2° espéce f on a que: Chacune des co* quadriques passant 
par la conique double et par les deux points doubles D’, D” de S coupe 
encore cette surface en deux coniques passant par ces points doubles. Et 
en particulier tous les plans qui passent par la droite d joignant ces 
deux points doubles D’, D” coupent S en des couples de coniques, 
les coniques de S ainsi obtenues forment un méme systéme. Le faisceau 
de ces plans tient ici la place du systeme des plans tangents d'un 
cone de Kummer correspondant & un cone de 1° espéce passant par [. — 
Parmi les oo? quadriques passant par la conique double et par D’, D” 
il y en a co' dont chacune touche la surface S le long dune conique. 
Et comme par chaque point de F,, et en particulier par le point P, 
passent en général deux espuces tangents (proprement dits) du cone 
de la 2° espéece f, nous avons que: Chacune des surfaces S que nous 
considérons est Venveloppe dun systéme simplement infiniti du 2° ordre 
de quadriques passant par la conique double et par les deux points 
doubles D’, D”. Il y adans ce systéme de quadriques deux plans (avec 
le plan de la conique double), cest-d-dire pour une telle surface S i 
passe par la droite d deux plans qui la touchent respectivement le long 
de deux coniques. Ces deux plans remplacent le cOne de Kummer, 
comme lieu de points*). Ils sont touchés par les deux cones quadratiques 
tangents a S en D’, D” suivant deux couples de droites qui sont les 
tangentes quadriponctuelles de ces points doubles, c’est-d-dire les tan- 
gentes en ces points aux deux coniques de contact de ces deux plans 
avec SN. 


Toutes 


Nous pouvons aussi voir facilement que la propriété d’étre touchées 
de long d'une conique par une quadrique passant par la conique double 
caractérise les surfaces S que nous considérons a-présent par rapport a 
celles déja étudiées. Car s'il existe pour une surface S une telle quadri- 
que, il y aura dans FR, un espace coupant F en une conique comptée 
deux fois: cet espace coupera done le faisceau des J',? passant par [ 
en un faisceau de quadriques se touchant le long de cette conique; 
parmi ces quadriques il y a le plan de celle-ci comptée deux fois: done 
parmi ces variétés il y en a une qui est touchée le long de ce plan 
par cet espace, ce qui ne peut arriver que pour un cone de la 2° espece. 


*) Comme l’a déja remarqué M. Kummer méme, 
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Les raisonnements faits dans ce n® ont lieu, quelle que soit la 
position du centre de projection P: cependant si P se trouve sur le 
cone de 2° espece f dont il s’agit, ils ne nous donnent pour la surface 
a droite bidouble que des propriétés que nous connaissions déja, c’est- 
i-dire que chaque plan passant par cette droite d coupe encore la sur- 
face en une conique, qui ne coincide avec cette droite que pour le plan @. 


61. La conique double de S est encore la projection de la quarti- 
que d intersection k* de Ff avec l’espace a tangent en Pa q; on trouve 
encore comme en général les 4 points-pinces de cette conique double, 
etc., ete. Il y a seulement & remarquer que la cubique gauche qui passait 
en général par les sommets des cOnes de Kummer, par les points 
diagonaux du quadrangle formé par les 4 points-pinces et par le point 
d intersection des plans tangents singuliers de ceux-ci, et qui avait pour 
cordes les tangentes singuliéres de ces points, se décomposera (comme 
il résulte immédiatement de la demonstration que nous avions donnée 
de cette proposition) en la droite d du couple de points doubles D’, D”, 
droite qui contiendra un de ces points diagonaux et sera coupée par 
ces 4 tangentes singulieres, de sorte qu'il y aura encore une conique 
contenant les deux autres points diagonaux, les sommets des cénes de 
Kummer proprement dits et le point d’intersection des plans tangents 
singuliers des 4 points-pinces, et qui coupera les tangentes singuliéres 
de ceux-ci et la droite d@. Cette conique se décomposera encore en 
deux droites si la surface a un autre couple de points doubles semblable 
i D’ D", vest-a-dire si [ appartient 4 deux cdnes quadriques de 2° espéce. 


62. Dans les cas étudiés les surfaces S avaient un nombre fini 
d inversions fondamentales; dans les cas que nous considérons a-présent 
il y en a au contraire co'. Car nous avons vu qu’on obtenait une 
quadrique directrice d’une inversion fondamentale en projetant par P 
sur R, intersection de g avec un espace ayant un méme pole par rapport 
4 toutes les F’,? du faisceau. Un tel espace est l’espace polaire d’un point 
double‘ d'un cone du faisceau. Si done dans celui-ci il y a un cone 
de 2° espece f chaque point de son aréte a ayant un seul espace 
polaire par rapport au faisceau, aux oo' points de a@ correspondront 
oo' espaces polaires formant un faisceau d’espaces dont le plan com- 
mun, plan polaire de @ par rapport a [, contient les sommets des 
autres cones du faisceau (et, s'il y a encore un autre céne de 2° 
espece, l’aréte de celui-ci). Parmi ces espaces il y en a deux qui 
touchent @ (et tout le faisceau) dans les deux points D’, D” et un qui 
passe par le centre P. Done: 

La surface S a un systéme de co' inversions fondamentales: les 
centres de ces inversions ont pour liew la droite d, et les quadriques 
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directrices (par rapport auaquelles ces centres sont les poles du plan de 
la conique double) forment un faisceau, car elles passent toutes par la 
conique double de S et par une conique 0° placée dans un plan qui 
contient les sommets des cénes de Kummer de S. Parmi ces quadriques 
il y a deux cénes ayant pour sommets les points D’, D” (auaxquels corre- 
spondent des inversions impropres ayant aussi ces points resp. pour 
centres) et il y a la quadrique décomposée dans le plan de 0* et le plan 
de la conique double, quadrique dont le centre dinversion correspondant 
est sur ce dernier plan. Done parmi les inversions fondamentales il y 
a une homologie harmonique, cest-d-dire la surface S se correspond 
ad soi-méme dans une homologie harmonique ayant pour plan @homologie 
le plan de 8? et pour centre @homologie le point @intersection de la droite 
d avec le plan de la conique double. 

Outre ces oo! inversions fondamentales !a surface S peut en avoir 
des autres en nombre fini correspondentement aux sommets des cones 
de 1° espéce passant par [ et aussi un autre systeme de oo! si [ est 
sur deux cOnes de 2° espece. Dans le cas [(1 1) 111], qui est le plus 
général pour nos surfaces, il y a outre le systeme de oo! inversions 3 
autres inversions fondamentales. Les quadriques directrices de ces 
nouvelles inversions fondamentales passeront dans chaque cas par 
D’, D”, car les espaces polaires des sommets (et des points des arétes) 
de cones du faisceau différents de f passent par a. 


63. Ces importantes propositions ne cessent de valoir si la conique 
double de S se décompose, c’est-i-dire si on prend P sur un cone (de 
le ou de 2° espece) du faisceau des F,*. On voit ainsi que: 

Si la conique double de S se décompose en deux droites, les quadri- 
ques directrices de ces co' inversions fondamentales sont des cones dun 
faisceau dans lequel deux des droites communes sont les deux droites 
doubles et les deux autres passent en conséquence par le point dinter- 
section de celles-ci (sommet commun a ces cones) et sont dans un plan 
avec les sommets des cénes de Kummer de 8S. Ce plan est le plan 
Chomologie pour une homologie harmonique qui transforme en soi-méeme 
la surface S et dont le centre dhomologie est le point Wintersection du 
plan des droites doubles avec la droite D’ D” (qui est toujours le leu 
des centres des inversions fondamentales). 

Pour la surface a droite bidouble d avec le plan tangent @ il y a 
une co! dinversions fondamentales dont les centres sont sur cette meme 
droite et les quadriques directrices sont des cémes touchant le plan @ le 
long de cette droite d et se coupant encore mutuellement en une conique 
0? (qui se décompose seulement lorsque les deux points triples D’, D” 
coincident). Le centre d’une telle inversion et le sommet du cone directeur 
correspondant sont conjugués harmoniquement par rapport aux deux 
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points triples D’, D’. En particulier il y a parmi ces inversions une 
homologie ayant pour plan dhomologie le plan de 0? et pour centre 
Vhomologie le conjugué harmonique de ce plan par rapport aux deux 
points triples (et aux deux points-pinces). 


64. En prenant la conique double (non décomposée), réelle ou 
imaginaire, de la surface S comme absolu, c’est-i-dire en considérant 
S comme une cyclide nous aurons d'autres propriétés de cette surface. 
Klle contient co' cercles passent par les deux points doubles D’, D”, 
et le long desquels elle est touchée par oo! spheres, parmi lesquelles 
il y a deux plans tangents le long de deux cercles. Dans le plan 
perpendiculaire au segment D’ D’’ dans son point de milieu il y a un 
cercle 0°? dintersection des deux sphéres nulles ayant pour centres 
D’, D’: toutes les sphéres qui passant par ce cercle (c’est-i-dire toutes 
les sphéres du faisceau déterminé par ces deux sphéres nulles) sont 
directrices pour des inversions qui transforment la cyclide en elle-méme, 
En particulier cette cyclide est symétrique par rapport au plan de 0°. 

Les centres des spheres inscrites dans la cyclide sont sur une 
conique, car ces centres sont les projections des poles par rapport a 
gm des espaces tangents a f et ces poles forment effectivement une 
conique appartenant au plan polaire de l’aréte a de f, plan dont la 
projection est, comme nous avons vu, le plan de 6?. Done cette coni- 
que, lieu des centres des spheres inscrites dans la cyclide est dans un 
plan avec le cercle 6°: nous l’appellerons conique déférente de ce cercle 
directeur, par analogie avec la quadrique déférente d’une sphere 
directrice, qui correspond & un cone de 1° espece du faisceau. Comme 
toutes ces spheres inscrites dans la cyclide passent par les deux 
points D’, D”, elles seront orthogonales au faiseeau de spheres (0°). 
Lorsque la conique déférente et le cercle directeur 6° sont donnés 
la cyclide est parfaitement déterminée comme l’enveloppe des spheres 
ayant leurs centres sur la conique déférente et (orthogonales au faisceau 
des sphéres passant par 0°, c’est-i-dire) passant par D’, D”. 

Les quadriques et les coniques déférentes d’une cyclide appartiennent 
i un systeme de quadriques homofocales; car la demonstration donnée 
(un 22) de cette proposition pour les quadriques déférentes s’applique 
& la lettre aux cas ov il y a aussi des coniques déférentes. Et on voit 
aussi de la méme maniére que les points d’intersection du cercle 0? 
avec sa conique déférente sont des foyers pour la cyclide, ce qui résulte 
Vailleurs de ce que lorsque le centre d'une sphére inscrite dans la eyclide 
vient en un de ces points (points communs a un faisceau de sphéres ortho- 
gonales a celle-la), elle s’anunulle, c’est-ai-dire se réduit & un cone passant 
par l’absolu et touchant la cyclide le long d’un cerele, et son centre sera 
en conséquence un véritable foyer, — Ces foyers sont les projections 
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des points de g dont les espaces tangents a cette variété sont aussi 
tangents a f. Cela montre que lorsque notre cyclide a des points 
doubles différents de D’, D” ils paraissent aussi parmi les foyers: le 
cercle de contact de la surface avec la sphére nulle ayant un tel foyer 
pour centre s’annulle, ou, si l’on veut, se réduit & deux droites passant 
par ce point et le long desquelles la surface est touchée par cette 
sphére nulle. Cependant il est bien clair que de tels points doubles 
ne sont pas des foyers proprement dits. 

Nous avons aussi déji vu (n° 25) comment on peut déterminer dans 
chaque cas la caractéristique de ce quaterne de foyers et en conséquence 
ses particularisations. Quant aux quartiques focales la méme méthode 
nous en donnera encore les particularisations; ainsi dans le cas le plus 
général [(1 1) 111) il y aura 3 quartiques foeales ayant la caractéristique 
{(1 1) 11], et se décomposant en conséquence en des couples de cercles.*) 
Done les 3 spheres directrices touchent leurs quadriques déférentes 
dans les deux points D’, D” et les coupent en conséquence en des couples 
de cercles passant par ceux-ci. 

Une cyclide appartenant aux espéces que nous considérons i-présent 
a une série de lignes de courbure composée des cercles passant par les 
deux points doubles D’, D”. En effet en un point quelconque de [ le 
plan tangent est coupé par le cone de 2° espéce f suivant une droite 
double (puisque ce plan appartient a espace tangent en ce méme point af, 
espace qui coupe f suivant un plan double), et cette droite est, comme 
Yon voit, la tangente en ce point de [ a la conique de [ qui y passe 
et qui appartient & un plan générateur de f. Done (n° 23) en projetant 
sur R, on a qu’en un point quelconque de la cyclide la tangente au 
cercle de la cyclide passant par D’, D” est l'une des deux directions de 
courbure de la surface dans ce points, c’est-i-dire toute cette série de 
cercles de la cyclide forme l'une des deux séries de lignes de courbure. 


65. Il y a un cas particulier remarquable des especes de surfaces 
% conique double générale dont nous nous occupons a-présent: celui 
ans lequel les deux points doubles D’, D” vont se poser sur la coni- 
que double**). On obtient ce cas en projetant !a surface [ correspon- 

*) Comme dans ies cas présents la développable focale se décompose dans 
les cones projetant l’absolu par les foyers, il est clair que les cercles focaux, 
lignes doubles de cette développable, ne sont que les intersections de ces cénes 
deux-i-deux. 


**) Nous nous sommes déji occupés dans la note au n° 33 du cas dans lequel 
un seul point double d’une surface va se poser sur la conique double et nous 
retrouverons en effet i-présent quelques-unes des propriétés que nous avons alors 
obtenues pour cette surface-li, — Il faut remarquer que si l’on fait aller sur la 
conique double les deux points coniques non pas des surfaces [(11)111], etc, (pour 
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dante par un point P dune variété générale gm du faisceau, qui soit 
sur le plan polaire de laréte a de f par rapport & @ (et a toutes les 
variétés du faisceau), car alors l’espace a tangent en P a » passe 
par a, de sorte que les deux points doubles M’, M” de [ situés sur 
a seront projetés en deux points D’, D” de la conique double y? de S. 
Voyons quelles singularités présenteront alors ces deux points pour S. 
Un espace mené par PM’, par exemple, coupe [ en une quartique 
ayant en M’ un point double dont le plan des tangentes passe par P 
(car il appartient & Vespace tangent en MM’ au faisceau, espace qui 
passe par le plan polaire de a et en conséquence par P): done la pro- 
jection plane de cette quartique a dans la projection de M’ un point 
de contact de deux branches. Done les deux points D’, D” de S sont 
tels que chaque plan passant par Vun deux coupe S en une quartique 
ayant en ce point un point de contact de deux branches: il sont done 
deux points de contact de deux nappes de la surface (Selbstberiihrungs- 
punkte). On voit immédiatement que dans chacun de ces deux points 
singuliers coincident deux des 4 points-pinces de la conique double. 
Kn outre comme pour obtenir cette surface on peut prendre le centre 
de projection arbitrairement sur un plan nous avons que: la classe 
dune telle surface est la méme que celle de la surface la plus générale 
ayant la méme caractéristique. Ainsi la surface du 4° ordre & conique 
double douée de deux points de contact de deux nappes est dans le 
cas le plus général de la classe 8. 

Parmi les espaces passant par PM’ chacun de ceux, qui touchent 
en un point de cette droite et qui forment en conséquence un faisceau 
autour du plan tangent le long de PM’ a g, coupe @ en un cone 
ordinaire et [ en une quartique de ce cone ayant M’ pour point double. 
Done la projection de cette quartique par P a en D’ un point d’osculation 
de deux branches. Remarquons en outre que parmi les espaces tan- 
gents 4 m dans les points de PM’ et de PM” il y a lespace a tangent 
en P et les espaces tangents en M’, M” chacun desquels coupe [, comme 
nous avons vu, en 4 droites (distinctes ou non). Done: les plans passant 
par la tangente a la conique double en un des deux points singuliers D’, D” 
coupent S en des courbes ayant en ce point un point dosculation de 
deux branches. Chacun des plans tangents singuliers 0’, 0” de D', D’ 
(plans des tangentes singuliéres en ces points aux sections planes de S qui 
y passent) coupe S suivant 4 droites (qui dans des cas particuliers 
peuvent coincider entre elles), et ces deux quaternes de droites de S sont 
dans 4 plans passant par D' D”. — La série de coniques de [ situées 
dans les plans générateurs de f nous montre que: Chaque plan passant 
lesquelles ces deux points forment un couple), mais des surfaces [221], etc., 


alors cette conique double se décompose en deux droites, dont l'une devient 
cuspidale (v. n° 40). 
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par la droite D’ D” coupe la surface S suivant deux coniques ayant 
double contact en D' et D” avec les droites dintersection de ce plan avec 
& et 0” pour tangentes communes en ces points. On a ainsi une série 
de co' coniques sur la surface. Parmi ces plans passant par D’ D” 
il y a outre le plan de la conique double deux plans touchant la surface 
resp. le long de deux coniques. 

La droite 0’ 3” contient les sommets des 3 cénes de Kummer de la 
surface S; car elle est l’intersection de R, avec le plan polaire de a, 
plan qui passe par P et qui contient les sommets des 3 cones de 1° 
espéce passant parf, En remarquant en outre que les espaces polaires 
des points de a forment un faisceau autour du plan polaire de a et 
passent tous en conséquence par P, nous voyous qu'une propriété qui 
earactérise notre surface, parmi celles plus générales qu’on obtient par 
des projections de [, est que toutes les oo' inversions fondamentales 
de S que nous considérions au n° 62 (et non plus une seule) se ré- 
duisent & des homologies harmoniques. La surface S correspond a 
soi-méme par rapport a co' homologies harmoniques dont les centres sont 
sur la droite D’ D” et les plans passent par 0 0", 

Ces propriétés de la surface S*) nous montrent que, considérée 
comme une cyclide, elle est une cyclide de révolution provenant de la 
rotation d’une cyclique plane douée d’un axe de symétrie autour de cet 
axe.**) D/ailleurs la position particuliére donnée sur gm au centre de 
projection P montre que pour obtenir une telle cyclide de la cyclide 
générale [(11)111] & couple de points coniques (ou bien de ses cas 
particuliers) il suffit de la transformer par inversion en mettant le centre 
en un point quelconque du cercle directeur (le cercle des foyers): on 
voit alors (ce qui résulte aussi immédiatement de la projection), que 
sur l’axe de révolution 0’ 6” se trouverout non seulement les sommets 
des 3 cones de Kummer, mais aussi les 4 foyers de la surface. Ete., ete. 


*) Cette surface intéressante n’a pas encore été étudiée ailleurs, & ce que 
nous croyons. Cependant dans le mémoire de M. Kummer il est remarqué que, 
si pour une surface du 4° ordre 4 deux points de contact de deux nappes deux des 
4 plans qui passent par ces points et touchent la surface le long de coniques vien- 
nent coincider, la conique de contact correspondante devient une conique double 
de la surface. On a alors précisément la surface dont il s’agit. L’équation donnée 
par M. Kummer d'une surface du 4° ordre a deux points de contact de deux 
nappes peut se réduire pour cette surface 4 la forme ®* = p?(ap? + 2bpq + cq), 
ou ® est une quadrique et p, q sont des plans. Si la constante ¢ était nulle, des 
deux plans tangents le long de coniques ap* + 2bpq-—+cq?=0 l'un viendrait 
coincider avec le plan p de la conique double, et celle-ci deviendrait une coni- 
que cuspidale. 


**) M. Darboux ne fait que nommer dans une note (ouvr. cit., pag. 159) 
cette cyclide particuliére. 
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Surface du 4° ordre & conique cuspidale.*) 


66. Supposons que, la variété m du faisceau étant générale, on y 
prenne le centre de projection P non seulement sur le plan polaire 
de laréte a de f, comme nous faisions au n° précédent, mais précisé- 
ment en un des points de ce plan qui sont communs a » et a la 
conique polaire de / par rapport i.g, c’est-i-dire en un point tel 
que lespace a tangent & @ en ce point soit aussi tangent a f le long 
dun certain plan générateur p. Alors nous verrons que la plupart des 
propriétés trouvées au n° précédent pour les surfaces 4 conique double 
douée de deux points de contact de deux nappes seront encore vraies 
pour les nouvelles espéces, plus particulitres, de surfaces; mais l'im- 
portance de celles-ci nous fait préférer de les retrouver directement 
en partie. 

La quartique k* d’intersection de a avec [, que nous considérions 
au commencement de ce travail, et dont la projection sur R, était la 
conique double de S, se réduira & la conique k? dintersection de [ 
avec le plan p (conique comptée deux fois), et sa projection y? sur R, 
sera en conséquence une conique cuspidale de S, car les deux plans 
tangents dans chaque point de la conique double qu’on considérait 
auparavant viennent coincider. Cela résulte d’ailleurs aussi de ce 
fait que le plan p, appartenant aux espaces polaires de P par rapport 
iu m et a f, sera le plan polaire de P par rapport a tout le faisceau 
de F,*, ¢’est-a-dire par rapport 4 [: il est done le méme plan que 
nous appellions p dans le cas général, Et comme alors p coupait [ 
en 4 points dont les projections étaient les 4 points-pinces de la coni- 
que double, et dans notre cas toute la courbe k? se trouve sur p, il 
sensuit que tous les points de y? sont des points-pinces, c’est-a-dire 
que y* est maintenant une conique cuspidale de S. Et de la méme 
maniére par laquelle nous avions prouvé que les plans tangents sin- 
guliers dans ces points-pinces passaient par un méme point, on prouve 
immédiatement que: Les plans tangents ad la surface S dans les points 


*) La plupart des résultats que nous trouverons ici sont déji contenus 
dans le mémoire cité & la pag. 315 de M. Béla Tétdssy, ot cependant ils sont 
obtenus d’une maniére tout-d-fait différente de la nédtre. Une partie de ces 
résultats avaient déja été trouvés auparavant par M. Cremona (dans la note 
citée &’ la méme page) au moyen de la représentation plane de la surface et par 
M. Zeuthen (mém., cité, pag. 541) comme application de ses formules générales, - 
La représentation de M. Cremona est du 4° ordre: il lobtient au fond en con- 
sidérant la surface comme l’inverse d’une surface cubique 4 deux points coniques 
par rapport & une inversion convenable. Notre méthode nous donnerait au con- 
traire directement une représentation plane du 3° ordre; mais nous l’omettons 
par briéveté. 
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de sa conique cuspidale passent tous par un méme point. Car ces plans 
sont les intersections de I, avec les espaces tangents 4 @ dans les 
points de k* et comme tous ces espaces passent par la droite polaire 
du plan p par rapport 4 @, droite passant par P, le point commun a 
tous ces plans sera le point d’intersection de cette droite avec R,. 

Dans le cas présent l’espace a est l'un des deux espaces tangents 
iu f qui passent par P, espaces qui touchent [ le long de coniques et 
dont les intersections avec FR, étaient les deux plans touchant S le 
long de coniques. Appelons z, l'autre de ces deux espaces tangents 
et y,? la projection sur R, de sa conique de contact: nous voyons que 
l'une des deux coniques, le long de chacune desquelles la surface S 
étudiée au n° précédent était touchée par un plan, est veuue a-présent 
coincider avee la conique double en la faisant devenir conique cuspidale, 
et qu’ il y a encore pour la surface S un plan qui la touche le long 
dune conique y,?. 


67. La conique y,? et la conique cuspidale y? se coupent en deux 
points D’, D’, qui sont les projections des deux points M’, M” d’inter- 
section de l'aréte a de f avee g, et dont nous allons reconnaitre la 
singularité. Un espace quelconque passant par P coupe / suivant un 
cone quadrique ordinaire et gm suivant une quadrique dont le plan 
tangent en P est aussi tangent & ce cone ordinaire le long de la droite 
dintersection de cet espace avec p: cet espace coupe donc [ suivant 
une quartique dont deux tangentes passent par P. Ainsi chaque plan 
coupe notre surface S suivant une quartique ayant deux points station- 
naires sur la conique y?, ce qui prouve de nouveau que cette conique 
est cuspidale pour S. Mais supposons maintenant que lespace mené 
par P passe aussi par l'un des deux points d’intersection de a avec g, 
par exemple par M’. Alors la quadrique d’intersection de cet espace 
avec @ passera par le sommet M’ du cone ordinaire’ d’intersection avec 
f, et elle aura pour une génératrice la droite PM’: done intersection 
de cet espace avec F sera une quartique ayant en M’ un point double 
tel que le plan des deux tangentes passe par P. En projetant sur 7, 
nous voyons que: Un plan quelconque passant par Vun ou lV autre des 
deux points singuliers D', D” de la conique cuspidale coupe la surface 
S en une quartique ayant en ce point un point de contact de deux 
branches. Done ces deux points sont*) les points-clos de la conique 
cuspidale de S. 

Il se présente la question si parmi ces plans passant par un pofnt- 
clos il y en a qui coupent S en une quartique ayant en ce point un 


*) V. Zeuthen loc. cit., pag, 479. On trouve aussi dans ce mémoire les 
autres propriétés des points-clos que nous aimons i trouver par notre méthode 
dans ce qui suit, 
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point de rebroussement de 2° espéce (singularité d’ordre supérieur au 
point de contact de deux branches). Cette quartique étant la pro- 
jection de la quartique gauche que nous considérions jadis ayant un 
point double en M’ dans lequel le plan des tangentes passe par P, 
on voit que cela arrive lorsque ces deux tangentes coincident, c’est-a- 
dire lorsque M’ est un point stationnaire pour cette courbe gauche 
et a un plan tangent singulier passant par P. L’espace mené par 
PM’ coupe [ en une telle courbe s’il est tangent au céne quadrique 
ordinaire tangent & [ dans le point double M’, c’est-d-dire si le plan 
dans lequel cet espace coupe |l’espace tangent en M’ a g, plan qui 
passe par P, est tangent 4 ce cone (intersection de f avec cet espace 
tangent en M’ a gm). Or par P il ne passe que deux plans tangents 
a ce cone: tous les espaces qui passent par l'un ou l'autre de ces deux 
plans satisfont donc & la question. Ces deux plans sont évidemment 
les intersections de l’espace tangent en M’ a @ avec les deux espaces 
a, x, tangents a f menés par P. Un espace qui passe par le second 
de ces plans coupe [ en une quartique ayant en M’ un point station- 
naire, dans le plan tangent duquel P est un point quelconque. Mais 
un espace qui passe par le premier de ces plans, c’est-a-dire par un 
plan qui, appartenant a 2 et 4 l’espace tangent en M’a g, touche 
gy le long de la droite PM’, coupera [ en une quartique ayant un 
point stationnaire en M’ avec ce plan pour plan tangent, et la quadri- 
que d’intersection de cet espace avec @ sera un cone tangent a ce 
plan le long de la droite PM’ (et n’ayant pas le sommet en UM’); donc 
(voir la note & pag. 326) la projection de cette quartique faite par P 
a dans la projection de M’ un point de rebroussement de 3° espéece 
(coincidence d’un point stationnaire avec un point de contact de deux 
branches), En remarquant encore que les deux plans considérés ap- 
partenant aux espaces 2, 2, devront étre tangents en M’ aux deux 
coniques de [ placées dans ces espaces, nous concluons pour F,: 

Parmi les plans passant par un point-clos D’ de la conique cuspidale 
y* de la surface S ceux qui passent par la tangente en ce point a y,? 
coupent S en des courbes ayant en ce point un point de rebroussement 
de seconde espéce avec cette droite pour tangente singulicre; et les plans 
qui passent par la tangente en ce point a la conique cuspidale y* coupent 
S en des courbes ayant en ce point-clos un point de rebroussement de 3¢ 
espéece. — Il suit de la que les tangentes en D’, D” a la conique y,? sont 
les tangentes singuliéres des deux points-clos. 


68. De méme que pour les surfaces étudiées au n° 65, nous avons 
ai-présent comme cas particuliers: 

Sur la surface du 4 ordre da conique cuspidale il y a dans le cas 
le plus général deux quaternes de droites: chaque quaterne embrasse 4 
XXIV. 26 
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droites qui passent par un point-clos D’ ou D” et appartiennent au plan 
0 ou 0” des tangentes en ce méme point a y? et y,?, plan qui est aussi 
le liew des tangentes quadriponctuelles ad la surface dans le point-clos 
correspondant. 

Ces deux quaternes de droites forment aussi 4 couples dans 4 plans 
passant par la droite D’ D” des deux points-clos. Les plans qui passent 
par cette droite coupent la surface suivant des couples de coniques (formant 
un seul systéme de oo') touchant dans les deux points D', D” les deux 
plans 0’, 0”. Pour deux plans de ce faisceau les deux coniques coincident, 
resp. en y? et en 7,”. 

La surface correspond a soi-méme par rapport a@ co! homologies 
harmoniques ayant les centres sur la droite D’ D” des points-clos et les 
plans @homologie passant par la droite 03”. De la il suit aussi que 
cette surface correspond a soi-méme par rapport a une involution réglée 
(involutorisch-geschaarte Collineation) ayant les droites D’ D” et 3’ 6” 
pour axes. —- En outre elle a en général 3 inversions fondamentales. 


69. Proposons-nous maintenant la recherche des cénes de Kum- 
mer pour cette surface. Il suffit de se rappeler que ces cénes sont les 
projections faites par P des cénes quadriques ordinaires dans lesquels 
les cdnes de 1° espece du faisceau des F’,? sont coupés par les espaces 
polaires de P par rapport 4 ces cOnes-mémes. Or ces espaces polaires 
de P devront passer par le plan polaire p de P par rapport a [, plan 
qui contient la conique kh? de [, et en se rappelant en outre que les 
sommets de ces cones du faisceau sont sur le plan polaire de a par 
rapport & m nous concluons que: La surface ad conique cuspidale a en 
général 3 cénes de Kummer dont les sommets sont sur la droite 3’ 8” et 
qui passent par la conique cuspidale. 

A chacun de ces cones correspondent deux séries de coniques sur 
la surface. Il y a en outre, comme nous avons déja vu, une série de 
coniques situées dans les plans passant par DD”. Entre ces différentes 
séries de coniques passent les mémes relations que dans la surface a 
conique double et un couple de points doubles. 

De méme il n’y a presque pas de modifications 4 faire 4 ce que 
nous avons dit en général sur les cubiques et les quartiques de la sur- 
face. Il y aura sur la surface en général 8 séries doublement infinies 
de cubiques gauches, correspondant aux 8 droites de la surface, et 
une série quatre fois infinie de quartiques de 1° espéce*), etc. etc. 


*) M. Tétdssy trouve que cette série de quartiques est seulement trois fois 
infinie (loc. cit., pag. 319, 320), parce qu'il s’appuie sur le fait que par la conique 
cuspidale passent * quadriques, tandis qu'il en passe ‘4. 
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70. Nous retrouverons les cénes de Kummer en cherchant les 
quadriques qui passent par la conique cuspidale et sont inscrites dans 
la surface (c’est-’-dire la touchent le long de coniques). De méme 
que lorsque P avait une position quelconque sur g on voit que ces 
quadriques sont les projections des intersections de @ avec les espaces 
tangents a f. Les poles de ces espaces par rapport & g ont pour lieu 
une conique dans le plan polaire de a. Parmi ces espaces il y en a 
en général, outre z, trois qui sont aussi tangents 4 m, c’est-d-dire 
qui coupent @ suivant des cénes quadriques ordinaires. Leurs sommets 
sont 3 des 4 points d’intersection de la conique nommée avec g: le 
quatriéme est P; et les points diagonaux du quadrangle déterminé par 
ces 4 points sont les sommets des 3 cones de 1° espéce du faisceau de 
F,?. Done les sommets des projections des 3 cones quadriques ordinaires 
dont nous parlions sont aussi les sommets des 3 cénes de Kummer et 
comme ces projections passent aussi, comme ces cdnes de Kummer, 
par y*, elles coincideront avec eux. Done: 

La surface S est enveloppée (cest-d-dire touchée le long de coniques) 
par co! quadriques passant par la conique cuspidale et telles que le lieu 
des poles du plan de celle-ci par rapport a elles est la droite 0 0”. 
Parmi ces quadriques il y ales 3 cones de Kummer. Par chaque point 
de Vespace passent deux de ces quadriques. Les coniques de contact 
forment le systéme des coniques passant par D’ et D”. 

On peut encore considérer un autre systeme de quadriques. Les 
espaces passant par p coupent [ suivant la conique fixe k? et une 
conique mobile; en projetant sur R, et en remarquant que les pdles 
de ces espaces par rapport & m sont sur la droite polaire de p nous 
avons que: les co! quadriques qui touchent S le long de sa conique 
cuspidale, c'est-d-dire qui passent par cette conique et ont pour pdle de 
son plan le point d’intersection des plans tangents a S dans les points 
de la conique cuspidale, coupent encore S suivant une conique mobile 
appartenant au systéme des coniques passant par D' et D”. — Ce point 
dintersection des plans tangents dans les points de la conique cuspidale 
est évidemment sur la droite 0’ 0”. 


71. En supposant que la conique cuspidale y? soit l’absolu, la 
surface S sera une cyclide de révolution ayant la droite 0’ 0” pour 
axe (n° 68). Comme un plan passant par cet axe coupe S suivant 
une courbe quartique ayant les points cycliques du plan pour points 
stationnaires, c’est-i-dire suivant une quartique cartdésienne (ovales de 
Descartes) ayant cet axe pour axe de symétrie, nous l’appellerons pour 


*) Loc. cit., pag. 635. — M. Darboux donne au contraire ce nom de 
cartésiennes aux cyclides ayant des quadriques déférentes de révolution (ouvr. 
cité, pag. 154), Nous rencontrerons bientdt ces cyclides. 
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abréger cyclide cartésienne, avec M. Casey*). Les cénes de Kummer 
ont leurs 3 sommets sur l’axe: ces sommets sont les foyers de la 
eyclide, puisque ces cénes sont tangents le long de coniques a la 
eyclide et passent par l’absolu. Comme les quadriques déférentes ont 
en général pour développable focale la développable des plans tangents 
& la eyclide dans les points de l’absolu, et dans le cas présent cette 
développable se réduit & un cOne quadrique nous concluons que les quadri- 
ques déférentes d'une cyclide cartésienne sont des sphéres ayant pour 
centre commun le point de rencontre des plans tangents a la surface dans 
les points de Vabsolu. Ce point se trouve sur l’axe de révolution. 

Dans le cas le plus général, qui correspond a la caractéristique 
[(11)111], outre les 3 foyers la surface a 3 quartiques focales, 
intersections des 3 sphéres directrices, dont ces foyers sont les centres, 
avee leurs 3 sphéres déférentes: ces intersections se décomposent dans 
Yabsolu et 3 cercles. Done la cyclide cartésienne générale a trois foyers 
et trois cercles focaux (intersections des sphéres nulles ayant ces foyers 
pour centres prises deux-i-deux). 

En prenant la conique cuspidale pour absolu on obtient trés-facile- 
ment les propriétés de la surface S (ce qui équivaut d’ailleurs a faire 
usage dans les demonstrations du systeme des oo! homologies harmoni- 
ques qui transforment la surface S en soi-méme). Ainsi, comme la 
section méridienne de la cyclide cartésienne est de la 6° classe, il suit 
que par un point de |’axe le céne circonscrit a la cyclide se décompose 
en 3 cdnes quadriques de révolution, c’est-a-dire: pour chaque surface 
du 4° ordre a conique cuspidale le cone circonscrit a la surface par un 
point quelconque de la droite 0 3” se décompose en trois cénes quadri- 
ques touchés par les plans 0’, 6” dans les deux points-clos D’, D”. 

Remarquons enfin que chaque cyclide cartésienne, méme lorsqu’elle 
n'est pas générale, peut étre obtenue par une cyclide douée de foyers 
(c’est-a-dire appartenant aux espéces qui dans leurs caractéristiques ont 
un groupe de deux dégrés) et ayant la méme caractéristique en la 
transformant par inversion avec un foyer proprement dit pour centre. 
Cela correspond au fait que les deux surfaces sont les projections d’une 
méme surface [ de la variété quadratique m: seulement pour l'une 
d’elles le centre de projection est un point quelconque de qg, tandis 
que pour l’autre ce centre est un point déterminé, et précisément |’un 
de ces points dont la projection faite par le premier centre est un 
foyer pour la premiere surface. 


Nous allons maintenant reprendre la classification de nos surfaces, 
en donnant pour les différentes espéces, dont nous avons vu les pro- 
priétés communes dans les derniéres pages, les propriétés particuliéres 
qui les distinguent entre elles. 
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{(11)111}. 

72. La surface [ ayant cette caractéristique est la plus générale 
parmi celles qui ont été considérées depuis le n° 58. Elle est sur 3 
cones quadriques de 1° espéce et sur un cone de 2° espece, sur |’aréte 
duquel elle a deux points doubles; etc. En conséquence en la projetant 
sur R, nous aurons les surfaces suivantes qui ont déja été étudiées 
presque complétement dans ce qui précede. 


73. [(11)111]. Surface de la 8° classe & conique double générale 
et un couple de points coniques. Par chacun de ces points coniques 
passent 4 droites de la surface, qui coupent respectivement les 4° 
passant par l’autre en 4 points d’un plan: les 3 points diagonaux du 
quadrangle déterminé par ceux-ci sont les sommets des 3 cones de 
Kummer de la surface. En considérant celle-ci comme une cyclide, 
ces 4 points se trouvent sur le cercle directeur (dont les points d’inter- 
section avec la conique déférente sont les 4 foyers de la surface) et 
ils sont les points de contact du cercle avec les tangentes qu'il 2 com- 
munes avec cette conique. La surface a 3 couples de cercles focaux 
passant par les deux points coniques et appartenant aux 3 spheres 
directrices (dont les centres sont les sommets des cénes de Kummer). 
Elle contient une série de coniques passant par les deux points coni- 
ques et en outre 3 couples de séries, correspondant aux 3 cdnes de 
Kummer. Ete. ete. 


74. [(11)111). Surface, de la 6* classe a conique cuspidale. Nous 
en avons vu jadis les propriétés, car celle-ci est la surface du 4° ordre 
la plus générale & conique cuspidale. Il est facile de voir que pour 
cette surface, qui est un cas particulier de celle du n° précédent, la 
classe n’est plus 8, mais 6; c’est que les centres de projection de [ 
propres & donner comme projection une telle surface ne forment plus 
qu'une oo! (tandis que, comme ils formaient une oo? pour les surfaces 
un peu plus générales & deux points de contact de deux nappes sur la 
conique double, nous avons pu conclure au n° 65 qu’elles sont de la 
classe 8). Cette surface a deux points-clos distincts sur la conique 
cuspidale et n’a pas de points doubles hors de la conique cuspidale. 
Nous avons vu ses propriétés relatives aux droites qu’elle contient, aux 
cones de Kummer, etc. On peut aussi la considérer comme la cyclide 
cartésienne la plus générale et nous avons vu aussi comment se parti- 
cularisent alors métriquement ses propriétés. 

Les cyclides [(1 1) 1 1 1], cartésiennes ou non, sont les transformées 
par inversion d’un cone quadrique général (comme on voit si sur @ le 
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centre de projection de [ est pris sur M’ ou sur M”, car alors [ est 
projetée justement suivant un cone quadrique). 


7. [1(11)11]. Surface de la 8 classe & deux droites doubles e 
un couple de points coniques. Les 4 plans qui joignent ces points a ces droites 
coupent encore la surface en des couples de droites et on a ainsi les 8 droites 
simples de la surface. Les 4 droites passant par un point conique coupent 
respectivement celles qui passent par l'autre en 4 points d’un plan passant 
par le point d’intersection des droites doubles: ce plan contient les som- 
mets des deux cOnes de Kummer (propres) de la surface. Parmi les plans 
passant par les deux points coniques et coupant la surface en deux coniques 
il y en a deux, dont chacun la touche le long d’une conique, et 4 qui 
contiennent des couples de droites. Nous avons vu (n° 63) qu'il y a oo! 
inversions fondamentales ayant des cénes quadriques directeurs passant 
par les droites doubles et par deux droites fixes du plan nommé qui 
contient les sommets des coénes de Kummer. Mais il y a en outre 3 
autres inversions fondamentales, dont deux ayant pour centres les 
sommets des deux cénes de Kummer proprement dits et pour quadri- 
ques directrices deux cdnes passant par les points coniques, et une 
ayant pour centre le point de rencontre des droites doubles et une 
quadrique directrice qui passe aussi par les points coniques.*) — On 
obtient une telle surface par une inversion conique sur un cone quadrique, 


76. [(11)111]. Surface de la 8¢ classe a droite bidouble (et 
deux points triples). Les deux quaternes de droites simples de la sur- 
face passant par les deux points triples D’, D” sont, comme nous 
l'avons déja remarqué, sur quatre plans passant par la droite bidouble. 
ll y a oo! inversions fondamentales dont les quadriques directrices sont 
des cOnes quadriques touchant le plan @ le long de la droite bidouble 
d et se coupant en une conique fixe 0*, et dont les centres sont sur 
d les conjugués harmoniques des sommets de ces cOnes par rapport 
a D’, D” (n° 63). Parmi ces cones ceux qui ont leurs sommets en 
D’, D” se composent de tangentes quadriponctuelles en ces points 
triples a la surface (les autres tangentes quadriponctuelles dans ces 
points forment deux faisceaux dans le plan @), et ils passent respective- 
ment par les deux quaternes de droites. Celles-ci se rencontrent donc 
en 4 points de la conique 0? et les points diagonaux du quadrangle de 
ces 4 points sont les sommets des 3 cones de Kummer de la surface. 
Dans chacune des 6 séries de coniques de la surface qui correspondent 


*) Nous rappellerons encore une fois que les quadriques directrices des in- 
versions fondamentales de toutes nos surfaces passent toujours par leurs coniques 
doubles (générales ou décompos¢es), de sorte que nous nous épargnons la peine 
de le dire dans chaque cas, 
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& ces cones il y a deux coniques décomposées en couples de droites, etc. 
Les sommets des 3 cénes de Kummer sont aussi les centres de 3 in- 
versions fondamentales, qu’a la surface outre les co! considérées: les 
quadriques directrices de ces 3 inversions fondamentales sont 3 couples 
de plans passant par la droite bidouble d. 


{(11) 21}. 

77. Une telle surface [ se trouve, outre que dans le cone de 2¢ 
espéce f dont l’aréte la coupe en deux points doubles M’, M”, sur un 
cone de 1° espece f, dont le sommet M se trouve sur [ et en est en 
conséquence un autre point double. Les droites MM’, MM” appar- 
tiendront done & [ et auront deux plans touchant [ le long d’elles: 
ces plans seront les intersections de l’espace tangent en M a toutes 
les variétés du faisceau avec les espaces tangents en M’ et M”; ils 
se coupent done en une droite qui contient le sommet du troisiéme 
cone du faisceau (de 1° espéce). Comme toutes les droites de [ doivent 
passer ou par M’ ou par M”, on voit qu’elles sont, outre les droites 
M M', MM”, celles dans lesquelles [ est encore coupée par les plans 
générateurs de f; qui passent par l'une ou par l'autre de celles-ci, 
c’est-ii-dire deux droites passant par M’ et deux droites passant par 
M”. Il y a donc en tout 6 droites surf. Le troisieme cone du faisceau 
a parmi ses plans générateurs les plans tangents 4 [ le long de MM’ 
et MM” et les plans des deux couples des autres droites qui passent 
par M’ et M”. 

Suivant la position du centre de projection P nous aurons de [ 
7 espéces différentes de surfaces de R,. 


78. [(11)21]. Surface de la 6° classe a conique double générale 
et trois points coniques (dont deux formant un couple). Le couple de 
points coniques D’, D” est joint a l'autre point conique D par deux 
droites de la surface, le long de chacune desquelles la surface est 
touchée par un plan. Ces deux plans sont tangents au cdne de 
Kummer non singulier de la surface. Celle-ci a aussi un cone de 
Kummer singulier ayant le sommet en D, et outre les deux couples 
de séries de coniques qui correspondent 4 ces deux cénes de Kummer 
elle contient une série de coniques dans les plans qui passent par 
D' D”. Parmi ces plans deux touchent la surface le long de deux de 
ces coniques, et deux autres, outre celui qui passe par D, coupent la 
surface en deux couples de droites (et deux coniques); de sorte que la 
surface contient 6 droites. Dans chacune des deux séries de coniques 
correspondant au cone de Kummer singulier il y a deux coniques qui 
se décomposent respectivement en D D’ et une droite passant par D’ 
et en DD” et une droite passant par D”. Pour le céne de Kummer 
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non singulier dans l’une des deux séries de coniques qui lui correspon- 
dent il y a la droite D D’ comptée deux fois et le couple des droites 
qui passent par D” sans passer par D, tandis que dans l'autre il y a 
la droite DD” comptée deux fois et le couple des droites qui passent 
par D’ sans passer par D. De 1a il suit que les deux points de ren- 
contre des deux couples nommés de droites sont en un plan avec les 
sommets des deux cénes de Kummer (ou, plus encore, qu’ils sont en 
ligne droite avec le sommet du cone de Kummer non singulier). 
Comme cyclide cette surface a ce dernier plan pour plan de symétrie 
et les deux points coniques D’, D” disposés symétriquement par rapport 
i lui: le cercle 6* d’intersection des deux sphéres nulles ayant D’, D” 
pour centres est sur ce plan et contient le point conique D et les 
deux autres points de rencontre de droites de la surface. La conique 
déférente touche les tangentes & ce cercle directeur dans ces deux 
poirits et elle touche ce cercle méme en D, ayant en ce point pour 
tangente commune la droite d’intersection des plans tangents a la sur- 
face le long des droites DD’, DD”. Comme ce cercle directeur et 
cette conique déférente se touchent en D, elles ne se couperont plus 
qu’en deux points qui seront les foyers de la surface. Cela résulte 
aussi du théoreme du n° 25, en force duquel le quaterne de foyers a 
pour caractéristique [21] et se réduit en conséquence au point double 
D avec deux autres points; mais D n’est pas un véritable foyer, comme 
nous avons vu (n’ 64). — Outre le faisceau des sphéres passant par 
le cercle directeur. 6*, qui correspondent & autant d’inversions fonda- 
mentales pour la cyclide, il y a encore une sphére directrice d’une 
inversion fondamentale proprement dite, laquelle a son centre dans 
le sommet du cone de Kummer non singulier et passe par les 3 points 
coniques D, D’, D”: la quadrique déférente de cette sphere directrice 
passe aussi par ces points et coupe la sphére en une quartique focale 
[(1 1) 2] qui se décompose dans les deux droites DD’, DD” et un 
cercle focal passant par D’, D”. (On voit done la position mutuelle 
de cette sphére directrice et de cette quadrique déférente), Il y a 
encore une sphere directrice nulle ayant le centre en D et sur laquelle 


se trouve une quartique focale {(11)11], décomposée en deux cercles 
passant par D’, D”: la quadrique déférente passe done par ces deux 
points coniques. 


79. [(11)21]. Surface de la 4 classe & conique cuspidale et un 
point conique. Outre le plan de la conique cuspidale y? il y a encore 
un plan qui touche la surface le long d’une conique y,?: ces deux 
coniques se coupent dans les deux points-clos D’, D” de y?. Les plans 
tangents singuliers 0’, 0” de ceux-ci se coupent en une droite passant 
par le point conique D et ils touchent la surface le long des droites 
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DD’, DD”, tandis qu’ils la coupent encore en deux autres couples 
de droites passant respectivement par D’, D” et se coupant mutuelle- 
ment sur la droite 6’ 0”. Outre le céne de Kummer singulier ayant 
le sommet en D, il y a un autre cone de Kummer non singulier dont le 
sommet est aussi sur la droite 6’d”. On obtient cette surface de la 
surface générale & conique cuspidale en supposant que deux des 3 
cones de Kummer viennent coincider (en un cone de Kummer singu- 
lier): alors deux des 4 couples de droites de la surface générale, situés 
dans 4 plans par D’ D”, coincideront aussi*). 

Comme cyclide cartésienne cette surface s’obtient de la cyclide 
précédente par une inversion ayant pour centre l’un des deux foyers. 
Elle est douée d’un seul foyer, qui est le sommet du cdne de Kummer 
non singulier, et comme son méridien a les points cycliques de son 
plan pour points stationnaires et le point D (sommet du cone de 
Kummer singulier) pour point double, elle provient de la rotation d’un 
limacgon de Pascal autour de son axe. On peut done la construire en 
portant un segment donné sur les droites qui passent par un point D 
d'une sphére & partir du second point d’intersection de ces droites 
avec la sphére. Cette simple construction de la surface permet aussi 
de vérifier facilement qu’elle est bien l’enveloppe des co? sphéres 
passant par le point D et ayant leurs centres sur une sphere dédférente 
fixe (ne contenant pas D) ou bien l’enveloppe des co? spheres ortho- 
gonales 4 une sphére directrice et ayant leurs centres sur une sphére 
déférente qui touche celle-ci en un point D. 

Cette vyclide cartésienne et la cyclide plus générale considérée au 
n° précédent sont les transformées par inversion d’un céne quadrique 
tangent a l’absolu, ou bien d'une quadrique de révolution. 


80. [1(11)2] Surface de la 6° classe a deux droites doubles et 
trois points coniques. Soient D’, D” les deux points coniques formant 
un couple et D l’autre. Les plans qui joignent D aux deux droites 
doubles d,, d, touchent la surface le long des deux droites D D’, DD” 
et la surface contient encore deux droites passant par D’ dans le plan 


*) M. Tétdssy (loc. cit., pag. 312) trouve, 4 ce propos, par le calcul, que 
le discriminant de l’équation du 3° dégré, qui détermine les 3 cénes de Kummer 
pour la surface générale & conique cuspidale, est identique & celui de l’équation 
du 4° dégré qui détermine les 4 plans passant par D’ D” et contenant les 4 couples 
de droites de la surface. Or cela est conséquence d’un fait que nous montre notre 
méthode de la projection: si sur la droite 4’ 5” on considére les 4 points d’inter- 
section avec ces couples de droites et aussi les 3 sommets des cénes de Kummer 
avec le point d’intersection de 8’3” avec le plan de y*, ces deux quaternes de 
points ont le méme covariant sextique, qui est formé par les 3 couples de points 
dans lesquels cette droite rencontre les 3 quadriques directrices des inversions 
fondamentales (isolées) de la surface. 
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D'd, et deux droites passant par D” dans le plan D"d,. Il n’y a 
quun cone de Kummer singulier ayant le sommet en D, auquel 
correspondent deux séries de coniques de la surface: celle-ci contient 
encore deux séries de coniques dans les plans par d, ou par d, et 
une série dans les plans par D’'D”. Il y a oo! inversions fonda- 
mentales dont les centres sont sur la droite D’D” et les quadriques 
directrices forment un faisceau de cénes passant, outre que par d,, d., 
par D et par une autre droite fixe (parmi ces inversions il y a une 
homologie harmonique); et il y a en outre une inversion fondamentale 
dont le centre est le point de rencontre des droites doubles et la 
quadrique directrice passe par les trois points coniques. 

Cette surface s’obtient par inversion conique soit d’un cone quadrique 
tangent & l'une des deux droites formant l’absolu de l’inversion, soit 
d’une quadrique tangente a toutes les deux ces droites. 


81. Surface de la 6° classe & droite double et droite cuspidale et 
un point conique. Cette surface, qui est un cas particulier de la pré- 
eédente, s’obtient en projetant [ par un point quelconque du plan 
tangent le long de l'une des deux droites MM’, MM”, par exemple 
de la premiére. Alors les projections D, D’ de M, M’ seront les 
deux points-clos de la droite cuspidale, et la projection D” de M” 
sera un point conique pour notre surface, Ces deux points-clos joueront 
des roles différents: les plans par le point conique D” et l'un D’ de 
ces deux points-clos couperont la surface en une série de coniques 
(tangentes en D’ & son plan singulier), tandis que les plans passant 
par l’autre point-clos D et tangents 4 un certain céne quadrique (de 
Kummer) ayant ce point pour sommet couperont la surface en deux 
autres séries de coniques. 

Les droites simples de cette surface sont: DD", le long de la- 
quelle la surface est touchée par un plan passant par la droite cuspi- 
dale, c’est-i-dire par le plan singulier de D; deux droites passant 
par D’ et appartenant au plan singulier de ce point-clos; et enfin 
deux autres droites passant par D” et coupant la droite double. Parmi 
les plans passant par D’ D” il y en a un touchant la surface le long 
d’une conique (et un autre jouissant de la méme propriété, mais avec 
la conique de contact décomposée dans les deux droites DD’, DD"). 


82. Surface de la 6° classe ad deux droites cuspidales. — Nous 
avons vu en général qu’on obtient une surface & conique cuspidale en 
projetant une /,?-? [ contenue dans un cone de 2° espece f par un 
point P de ceux dans lesquels un espace tangent 4 ce céne et & une 
autre variété quadratique m du faisceau touche celle-ci. Mais afin 
que cette conique cuspidale se décompose en deux droites il faut que 
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m soit un cdne de 1° espéce. En supposant donc qu'il existe un 
espace a tangent en méme temps au cone de 2° espece f le long d’un 
certain plan p et au cone de 1° espece @ le long d'une certaine géné- 
ratrice passant par P, cet espace coupera m en deux plans p,, p, et 
il touchera f et pm, et en conséquence toutes les variétés de notre 
faisceau, dans le point d’intersection de p et p,p,, de sorte que ce 
point sera double pour [ et sera le sommet d’un cone de 1° espece du 
faisceau (ou un point de l’aréte d’un cdne de 2° espéce). De la il suit 
que le cas le plus général dans lequel on obtient une surface & deux 
droites cuspidales est celui dans lequel on projette une surface [ ayant 
pour caractéristique {(11)21} par l’un des points de contact du cone 
de 1° espéce correspondant au dégré 1 avec l’espace tangent au faisceau 
dans le sommet du cone correspondant au dégré 2. Des cas parti- 
culiers correspondront aux caractéristiques {(1 1)3}, {@ 1) 1}, ete., def. 

En nous bornant ici au cas le plus général, qu’on peut <ailleurs 
étudier comme cas particulier de la surface du n° précédent (qu’on 
obtenait en prenant le centre de projection sur l’un seul des deux plans 
tangents 4 T le long des droites MM’, MM”, tandis que pour avoir 
deux droites cuspidales on doit prendre ce centre sur la droite commune 
& ces deux plans), ou bien de celle du n° 80, nous voyons par ce que 
nous avons dit au n° 77 sur la F’,?*? {(11)21\ que: Une surface 
du 4° ordre a deux droites cuspidales se coupant mutuellement a sur 
chacune de ces droites un point-clos ordinaire (jouissant des propriétés 
déja vues des points-clos) dont le plan singulier passe par la droite 
cuspidale correspondante et contient encore deux droites de la surface 
passant par ce point. Il y a done dans la surface 4 droites simples: 
elles sont par couples sur deux plans passant par la droite qui joint 
les deux points-clos. Les plans qui passent par cette droite coupent la 
surface suivant des couples de coniques tangentes dans ces points-clos a 
leurs plans singuliers; lun de ces plans touche la surface le long dune 
de ces coniques. Outre cette série de coniques et le couple de séries de 
coniques situées dans les plans passant par les deux droites cuspidales, 
la surface a encore un couple de séries de coniques passant par le point 
dintersection des deux droites cuspidales et situées dans des plans qui 
enveloppent un cone quadrique (de Kummer) ayant ce point pour 
sommet. 

Un espace passant par la droite p,p, coupe [ en une quartique 
&% point double pp, p, (c’est-a-dire M) et pm en un cone contenant cette 
droite et cette quartique, et n’ayant pas pour sommet ce point double. 
Done chaque section plane de notre surface passant par le point dinter- 
section des deux droites cuspidales a en ce point un point dosculation 
de deux branches avec la tangente dans le plan de ces droites. D’ail- 
leurs cela est une conséquence du fait que cette surface est un cas 
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particulier de celles que nous avons rencontrées dans la seconde moitié 
du n° 34. On voit effectivement que si l’on suppose que le point 
conique, n’appartenant pas au couple, de la surface 4 deux droites 
doubles [1(11)2] vienne coincider avec le point d’intersection de celles- 
ci, ces droites deviendront des droites cuspidales et on aura justement 
notre surface, c’est-d-dire la surface du 4° ordre la plus générale a 
deux droites cuspidales. 


83. [2(11)1) Surface de la 6° classe & deux droites doubles se 
croisant en un point triple et deux points coniques. Le long des deux 
droites de la surface qui joignent le point triple D aux deux points 
coniques D’, D” la surface est touchée par deux plans qui sont aussi 
tangents au cOne de Kummer (non singulier) de la surface. Les 
tangentes quadriponctuelles dans le point triple forment un faisceau 
avec les deux droites doubles et un cOne quadrique qui touche aussi 
ces deux plans le long des droites DD’, DD”. Par les deux points 
coniques D’, D” passent encore deux couples de droites dans les plans 
qui joignent ces points aux droites doubles. Il y a encore 5 séries de 
coniques, dont deux correspondent au cone de Kummer, une aux 
plans passaut par D’ D” et deux aux plans qui passent par les droites 
doubles. Il y a une inversion fondamentale ayant pour centre le 
sommet du cone de Kummer et pour quadrique directrice un céne 
passant par D’ et D”’, et il y a co! autres inversions coniques fonda- 
meutales ayant les centres sur la droite D’D”. Cette surface s’obtient 
en transformant par inversion conique un cOne quadrique contenant 
le sommet du céne directeur, 


84. [(11)21] Surface de la 6° classe a droite bidouble et un point 
conique. Par les deux points triples D’, D” de la droite bidouble d 
passent les 6 droites simples de la surface, dont deux vont au point 
conique D et touchent le cone de Kummer non singulier de la sur- 
face, et les autres sont sur deux plans passant par d et se coupent 
en deux points qui avec D déterminent un plan. La conique d? de 
ce plan, qui est tangente au plan @ dans l’intersection avec d et qui 
passe par les 3 points nommés de ce plan, appartient 4 un faisceau 
de cdnes quadriques tangents a @ le long de d et directeurs de oo! 
inversions fondamentales: cenx parmi ces cénes qui ont D’ et D” 
pour sommets se composent de tangentes quadriponctuelles en ces points 
triples. La surface a encore une inversion fondamentale biplanaire dont 
le centre est le sommet du cdne de Kummer non singulier (sommet 
qui appartient au plan de 0”). Le .cdne de Kummer nommé, un 
cone de Kummer singulier ayant D pour sommet et enfin le faisceau 











int 


int 
ur- 
ant 

de 
ui 
au 
90! 
D” 
nts 
ont 
net 

un 
eau 








Surfaces du 4° ordre & conique double. 405 


des plans qui passent par d déterminent les 5 séries de coniques de 
la surface. Celle-ci est la transformée d'une quadrique par une 
inversion biplanaire. 


{(11)3} 

85. Cette surface [ se trouve seulement sur un cone de 2° espéce 
f, dont l’aréte contient deux points doubles M’, M” de [ et sur un 
cone de 1° espéce f, dont le sommet M appartenant aT en est un 
point double. L’espace tangent en M au faisceau des F,? est dans 
ce cas aussi tangent a f, et le coupe en conséquence en deux plans 
générateurs qui passent par les droites MM’, MM” deT et touchent 
cette surface le long de ces droites; le céne quadrique tangent a [ 
en ce point double M se décompose en ces deux plans. Par les droites 
MM’, MM” passent deux autres plans générateurs de f,, lesquels 
contiendront deux autres droites de [. Done la surface [ contient 
4 droites, c’est-i-dire les 2 droites MM’, MM” et deux autres 
droites passant respectivement par M’, M” et appartenant au méme 
plan générateur de f. D/’ailleurs [ n’a que 3 séries de coniques dans 
les plans générateurs de f et dans les deux séries de plans généra- 
teurs de f;. 


86. [(11)3] Surface de la 5° classe a conique double générale, 
deux points coniques et un point biplanaire de la 1° espéce. Cette sur- 
face a 4 droites: celles qui joignent les deux points coniques D'’, D” 
au point biplanaire D, le long desquelles la surface est touchée par 
les deux plans nodaux de ce point, et deux autres droites passant par 
D’, D” et se coupant mutuellement. Les plans passant par D’ D” con- 
tiennent une série de coniques (et il y a parmi eux deux plans touchant 
la surface le long d’une conique), et les plans tangents au cone de 
Kummer singulier qui a D pour sommet contiennent les deux autres 
séries de coniques de la surface. En dehors des oo! inversions fonda- 
mentales qu'il y a dans tous les cas que nous considérons maintenant, 
il n’y en a pas d’autres dans le cas présent. 

Comme cyclide cette surface a un plan de symétrie, sur lequel se 
trouve le cercle directeur (intersection des spheres nulles D’, D”): sur 
ce cercle il y a le point D et la conique déférente a avec ce cercle 
un contact triponctuel en D, de sorte qu'elle le coupe encore en un 
seul autre point, qui sera un foyer proprement dit pour la cyclide; 
on prouve cela, soit en considérant notre cas comme limite de cas 
précédents, soit en remarquant que le théoréme du n° 25 nous donne 
pour le quaterne de foyers la caractéristique [3], qui prouve que 3 des 
foyers viennent coincider en un seul point D qui devient un foyer 
impropre. Outre le foyer propre considéré la cyclide a une quartique 
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focale [(11)2] décomposée en une conique et deux droites et située sur 
la sphére nulle (directrice) D et sur sa quadrique déférente. Done 
cette quadrique a le point D pour un ombilic et notre cyclide est l’enve- 
loppe des sphéres ayant les centres sur une quadrique fixe et passant 
par l'un de ses ombilics. 


87. [(11)3] Surface de la 3° classe a conique cuspidale et un point 
biplanaire de 1° espéce*). Les plans nodaux du point biplanaire D sont 
les plans singuliers des deux points-clos D’, D” de la conique cuspi- 
dale et ils osculent la surface le long des droites DD’, DD”. Dans 
ces plans 0’, 0” et par ces points-clos D’, D” passent encore deux 
autres droites de la surface (dans un plan passant par D’D”). Parmi 
les plans passant par D’ D” il y a, outre le plan de la conique cuspi- 
dale, un autre plan tangent & la surface le long d’une conique. Il y 
a encore un cone de Kummer (singulier) dont le sommet est en D. 

Comme ‘cyclide cette surface peut s’obtenir en transformant par 
inversion la surface du n° précédent avec le centre d’inversion dans 
le foyer. Elle est une cyclide cartésienne a point biplanaire: ce point 
biplanaire D se trouve sur |’axe de révolution 0:0” de la cyclide, et 
comme dans cet axe se coupent les deux plans nodaux de D, chaque 
plan passant par lui coupe Ja surface en une quartique ayant un point 
de rebroussement en D et deux autres dans les points cycliques, c’est- 
a-dire en une cardicide. Done cette cyclide cartésienne s’obtient par 
la révolution d'une cardioide autour de son axe; et de la construction 
connue de la cardioide on déduit une construction simple de cette 
cyclide analogue a celle de la cyclide cartésienne & point conique 
(n° 79): seulement le segment que l'on porte sur les différentes droites 
devra étre égal au diamétre de la sphere. Il suit en outre de notre 
théorie que cette surface n’a pas de foyers, mais qu'elle a une sphere 
déférente passant par D et correspondant a la sphere directrice nulle 
D, de sorte qu’on peut la construire comme l’enveloppe des spheres 
passant par un point fixe D et ayant leurs centres sur une sphere fixe 
contenant ce point. 

Les cyclides considérées dans les deux derniers n® peuvent se 
transformer par inversion en un cOne quadrique osculant |’absolu (c’est- 
a-dire ayant avec lui un contact triponctuel) ou bien en un paraba- 
loide de révolution. 


88. [3(11)] Surface de la 5° classe a deux droites doubles se croisant 
en un point triplanaire et ad deux points coniques. Par le point triple 


*) Cette surface est la réciproque de celle du 3° ordre de la XVII. espéce 
dans la classification de Schlifli. Voir Cayley: A Memoir on Cubic Surfaces 
(Phil, Trans. 1869, vol. 159, pag. 231), & la page 316. 
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D passent deux droites de la surface, qui vont aux deux points coni- 
ques D’, D”, et le long desquelles la surface est touchée par deux plans 
passant respectivement par les deux droites doubles: ces deux plans 
avec le plan des droites doubles forment le lieu des tangentes quadri- 
ponctuelles dans le point triple. Par chacun des points coniques passe 
encore une droite de la surface et ces deux droites se coupent entre 
elles. La surface contient 3 séries de coniques dans les plans passant 
par les deux droites doubles et par la droite D’D”. Il y a oo! in- 
versions fondamentales (parmi lesquelles une homologie harmonique), 
dont les centres sont sur la droite D’ D” et les quadriques directrices 
forment un faisceau de cones. Etc. — Cette surface s’obtient en 
transformant par inversion conique un cOne tangent dans le sommet 
du céne directeur a l'une des deux génératrices formant |’absolu. 


89. Surface de la 5° classe a& droite double et droite cuspidale se 
croisant en un point triple et d un point conique. Nous obtenons une 
telle surface, cas particulier de la précédente, en projetant notre 
F?:*? T par un point du plan tangent le long de MM’, par exemple. 
Alors la projection D de M sera un point triple (présentant les mémes 
caractéres que celui de la surface étudiée au n° 50), la projection D’ 
de M’ sera un point-clos de la droite cuspidale, et la projection D” 
de M” sera le point conique. La surface contient la droite DD”, le 
long de laquelle elle est touchée par un plan singulier du point triple 
D, plan passant par la droite cuspidale et qui avec le plan (compté 
deux fois) de celle-ci et de la droite double forme le lieu des tangentes 
quadriponctuelles en D; et elle contient encore une droite passant par 
D” et coupant la droite double, et une autre droite passant par D’ et 
appartenant au plan singulier de ce point-clos. Les plans passant par 
DD", par la droite double et par la droite cuspidale déterminent les 
3 séries de coniques de la surface. Ete. 


90. Surface de la 5° classe & deux droites cuspidales se croisant en un 
point triple. On a cette surface en projetant [ par un point P de la droite 
d’intersection des deux plans tangents le long de MM’, MM". On 
voit ainsi que, de méme que pour la surface générale a deux droites 
cuspidales (n° 82), il y a sur chacune de ces droites, outre le point 
triple, un point-clos; et la droite qui joint ces deux points-clos est 
Yaxe d’un faisceau de plans coupant la surface en une série de coni- 
ques tangentes en ces deux points 4 leurs plans singuliers. Parmi ces 
plans il y en a un qui touche la surface le long d'une conique et un 
autre qui contient les deux seules droites simples de la surface (sor- 
tant respectivement par ces points-clos). Il n’y a pas de cones de 
Kummer. Pour avoir la singularité du point triple il suffit de “remar- 
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quer qu'un espace passant par PM coupe [ suivant une quartique 
ayant en M un point stationnaire dont PM est la tangente (puisque 
les deux plans tangents en M aT se coupent suivant PM). Done 
chaque section plane de notre surface passant par le point triple y a 
un point triple dont les 3 tangentes coincident en une droite du plan 
des deux droites cuspidales, de sorte que ce point singulier de la sur- 
face est un point triple uniplanaire. 


91. [(11)3]. Surface de la 5° classe a droite bidouble et un point 
biplanaire de la 1° espéce. Sur la droite bidouble il y a deux points 
triples D’, D”, par chacun desquels passe une droite de la surface, 
outre les deux droites DD’, DD” qui vont au point biplanaire D et 
le long desquelles la surface est touchée par les deux plans nodaux 
de D. Le point D est le sommet d'un cOne de Kummer singulier 
auquel correspondent deux séries de coniques de la surface. Il y a 
co! inversions fondamentales avec les autres propriétés qui s’y ratta- 
chent comme dans les cas [(11)111], [(11)21]. On obtient cette 
surface par une inversion biplanaire appliquée & une quadrique tangente 
au plan d’inversion. 


{(21)11} 

92. Dans ce cas et dans les suivants l’'aréte a du cone de 2° 
espece f passant par [ est tangente aux F’,? du faisceau, c’est-a-dire 
les deux points doubles M’, M” de [ contenus auparavant dans cette 
aréte coincideront dans ce cas et dans les suivants en un seul point 
double, que nous appellerons M. L’espace tangent en M au faisceau 
contient done l'aréte a de f et coupe en conséquence f en deux plans 
générateurs, dans lesquels se décomposera le cOne quadrique ordinaire 
tangent en M af. En projetant sur FR, par un point quelconque 
P, la projection de M sera done un point double D biplanaire pour la 
surface S projection de [, et les plans nodaux de ce point se couperont 
suivant la projection d de a. En se rappelant la construction donnée 
(n° 26) des droites dont les projections sur R, sont les tangentes quadri- 
ponctuelles dans un point double de S, et en remarquant que |’ espace 
polaire de P par rapport & f coupe dans notre cas le cdne ordinaire 
tangent en M af suivant la droite a comptée deux fois, on voit que 
pour le point biplanaire D de la surface S les deux tangentes quadri- 
ponctuelles coincident en d*). D/ailleurs cela résulte aussi du fait que, 


*) Cette différence entre les jpoints biplanaires des deux surfaces [31 1], 
[(21)11] dans R, a déja été remarquée par M. Loria. Mais a cela nous pouvons 
ajouter que, tandis que pour la premiére surface le point biplanaire est de 1° espéce, 
pour l’autre il est de 2° espéce, puisqu’il provient de la coincidence des deux 
points coniques de la surface [(1 1) 111]. 
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e comme les plans générateurs de f coupent [ en des coniques tangentes 
| ai a en M, de méme pour toutes les surfaces S que nous considérerons 
- il y a une série de oo' coniques dans des plans passant par d et toutes 
a ces coniques touchent d en D. Les espaces passant par P et par a 
- coupent f en deux plans et [ en deux coniques; mais parmi eux il y 
Fr en a en général deux tangents a f et touchant en conséquence [ le 
long de deux coniques. Done pour chaque surface S il y a en général 
parmi les plans passant par d et coupant S en deux coniques deux 
plans dont chacun touche cette surface le long d’une conique. — En 
“4 nous bornant a-présent 4 notre cas {(21)11}, fF contient 4 droites, 
m4 ear chacun des deux plans générateurs de f qui sont tangents en M aT 
et coupe une quelconque des variétés du faisceau en 2 droites, et ces 4 
ae droites sont les seules droites def. Il y a dans le faisceau 2 cones de 
mm 1° espéce (passant par MZ) auxquels correspondent deux couples de séries 
af de coniques de [. Comme dans chaque systéme de plans générateurs d’un 
“s tel cone il y en a un qui passe par WM, il y aura dans une telle série 
de coniques une conique décomposée en deux droites. — Chaque point 
ae de a a méme espace polaire par rapport au faisceau des F';*; ces oo! 
- espaces polaires qui correspondent aux points de a forment un faisceau 
et leur plan d’intersection passe par M et appartient a l'espace tangent 
en M aux variétés: il est donc tangent en M a celles-ci, c’est-a- 
Qe dire coupe chacune d’elles en deux droites, et il contient les sommets 
ire des deux cénes de 1° espéce. 
tte 
int 93. [(21)11] Surface de la 8° classe a conique double générale et 
au un point biplanaire de 2° espéce. Les deux plans nodaux du point bi- 
ans planaire D passent par la droite d et sont, parmi les plans qui passent 
ire par cette droite et coupent la surface S en deux coniques tangentes 
que en D a d, les seuls pour lesquels l'une de ces coniques se décompose 
» la en deux droites (passant par D). On a ainsi les 4 droites de S. Cette 
ont surface a deux cénes de Kummer, a chacun desquels correspondent 
née deux autres séries de coniques de la surface: chacune de ces séries de 
iri- coniques contient une conique décomposée en deux droites. Il y a oo! 
ace inversions fondamentales dont les centres sont sur d et les quadriques 
aire directrices touchent en D le plan qui passe par D et par les sommets 
jue des cénes de Kummer (et forment en conséquence un faisceau ayant 
aris pour base la conique double et deux droites passant par D): parmi 
que, ces inversions il y en a une qui se réduit 4 une homologie harmonique 
ayant ce plan pour plan d’homologie et le point d’intersection de d 
11], avec le plan de la conique double. pour centre d’homologie. Il y a 
vous en outre deux inversions fondamentales ayant leurs centres dans les 
00h sommets des cénes de Kummer et des quadriques directrices tangentes 
en D a d. 
Mathematische Annalen. XXIV. 27 
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Considérée comme cyclide cette surface a donc un plan de symétrie 
perpendiculaire en D a d et contenant un cercle directeur réduit au 
cercle nul D et une conique déférente coupée par ce cercle dans les 
4 foyers de la cyclide et telle que celle-ci est l’enveloppe des co! 
sphéres ayant leurs centres sur cette conique et tangentes en D a d. 
Les deux points diagonaux différents de D du quadrangle déterminé 
par les 4 foyers sont les sommets des deux cénes de Kummer et les 
centres de deux inversions fondamentales ayant deux sphéres directrices 
passant par D. Chacune de ces sphéres contient deux cercles focaux 
tangents en D ad, dou lon voit quelle position ont par rapport a 
ces deux sphéres leurs quadriques déférentes- — Cette cyclide s’obtient 
en transformant par inversion un cylindre quadrique. 


94. [(21)11] Surface de la 6° classe a conique cuspidale. Elle 
présente cette différence de celle du n® 74, que les deux points - clos de la 
conique cuspidale coincident pour cette surface en un point D: la 
tangente d en ce point a la conique cuspidale est telle que dans chaque 
plan passant par d |’intersection avec la surface se compose de deux 
coniques ayant en D un contact quadriponctuel avec d pour tangente 
commune. Parmi ces plans il y en a un qui touche la surface le long 
dune conique, et un autre, qui est le plan tangent singulier du point- 
clos particulier D et qui coupe la surface dans ses 4 droites (qui passent 
par D). Pour ce point-clos D la tangente singuliére coincide avec 
la tangente d a la courbe cuspidale. Dans le plan singulier il y a 
une droite passant par D (la droite d’intersection de R, avec le plan 
polaire de a) qui contient Jes sommets des deux cénes de Kummer 
de la surface, cOnes qui passent par la conique cuspidale, et le point 
de rencontre des plans tangents 4 la surface dans les points de cette 
conique. La surface correspond 4 soi-méme par rapport a co! homo- 
logies harmoniques dont les plans passent par la droite nommée et 
les centres sont sur d. Elle a en outre deux inversions fondamentales. 

Cette surface considérée comme cyclide (cartésienne) a pour foyers 
les sommets des deux cdnes de Kummer et elle a en outre deux 
cercles focaux. Cependant si l’absolu est véritablement le cercle ima- 
ginaire a l'infini, cette cyclide est imaginaire; et le méme fait arrive 
pour les autres cyclides cartésiennes, que nous aurons encore a 
considérer. 


95. [1(21)1] Surface de la 8° classe & deux droites doubles et 
un point biplanaire de 2° espéce. Des 4 droites de la surface, qui 
passent toutes par le point biplanaire D, deux coupent l'une et deux 
Yautre des droites doubles. I] y aun cone de Kummer auquel corre- 
spondent deux séries de coniques, qui, avec celles situées dans les 
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plans passant par les droites doubles et par l’intersection d des deux 
plans nodaux de D, forment les 5 séries de coniques de la surface. 
Il y a oo! inversions fondamentales ayant les centres sur d et pour 
quadriques directrices des cénes (d’un faisceau), et en outre une autre 
inversion fondamentale conique ayant le centre dans le sommet du 
céne de Kummer, et une inversion fondamentale non plus conique 
ayant pour centre le point d’intersection des droites doubles. — On 
obtient cette surface par une inversion conique sur un cdne quadrique 
dont le sommet soit sur le plan d’inversion. 


96. [(21)11] Surface de la 8° classe a droite bidouble (contenant deux 
points triples infiniment voisins). Cette surface & droite bidouble d 
différe de celles considérées jusqu’a- présent en ce que les deux points 
triples de cette droite viennent coincider en un seul point D et la 
projection nous montre immédiatement que le cone nodal de ce point 
triple se décompose dans le plan g qui touche la surface le long de d 
et deux autres plans passant aussi par d et dont chacun coupe la sur- 
face outre qu’en d en un couple de droites passant par D. La sur- 
face a deux cdnes de Kummer, & chacun desquels correspondent deux 
séries de coniques. Elle a deux inversions fondamentales dont les 
centres sont les sommets de ces cones et les quadriques directrices sont 
des couples de plans (passant par d), et oo! inversions fondamentales 
dont les centres sont les points de d et les quadriques directrices sont 
des cdnes ayant le sommet en D: parmi ces inversions il y a une 
homologie harmonique. 


{(21)2} 

97. Lorsque la surface [ a cette caractéristique, elle appartient’ 
encore & un cone de 2° espéce f dont l’aréte a touche le faisceau en 
un point double M de [, mais en outre elle appartient 4 un cone 
quadrique de 1¢ espece f, dont le sommet M, est un autre point double 
de fT. La droite MM, appartient 4 [ et cette surface a le long d’elle 
pour plan tangent le plan générateur de f qui la contient et qui est 
l'un des deux plans tangents en M af: J’autre de ces plans coupe [ 
en deux droites passant par M/ et appartenant aux deux plans généra- 
teurs' de /, qui passent par la droite MM,; et on a ainsi les 3 droites 
de f. Les plans générateurs de f et de f, déterminent dans [ 3 séries 
de coniques, 


98. [(21)2] Surface de la 6° classe a conique double générale, 
un point conique et un point biplanaire de la 2° espéce. Des deux plans 
nodaux du point biplanaire D l'un touche la surface S le long de la 
droite qui joint ce point au point conique D,, l'autre la coupe en deux 
27° 
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droites passant par JD. L/intersection d de ces deux plans est l’axe 
d’un faisceau de plans coupant S en des couples de coniques d'une 
série de coniques tangentes en D a d. Parmi ces plans il y en a 
deux qui touchent S le long de deux coniques. Le point conique D, 
est le sommet d’un cone de Kummer singulier, auquel correspondent 
deux autres séries de coniques de S. 

Comme cyclide cette surface a dans le plan perpendiculaire en D 
& d (plan de symétrie qui contient aussi le point conique D,) une 
conique déférente qui coupe le cercle nul D (cercle directeur) en un 
quaterne [12] de foyers dont deux coincident en D,, qui n'est plus 
un véritable foyer, de sorte qu'il reste seulement deux foyers propre- 
ment dits sur l’une des deux droites qui joignent D aux deux points 
cycliques du plan. Il y a en outre un couple de cercles focaux tangents 
a den D: ces cercles appartiennent 4 la quadrique déférente de la 
sphére directrice nulle D, et cette quadrique déférente est le lieu des 
centres des sphéres passant par D, et tangentes 4 la cyclide. Celle-ci 
n’a pas d’inversions fondamentales, outre celles qui correspondent aux 
sphéres tangentes en D au plan de symétrie. — Elle est |’inverse d’une 
quadrique ayant un contact quadriponctuel avec l’absolu, ou bien d’un 
cylindre quadrique dont l'une des génératrices 4 J’infini soit tangente 
& Vabsolu. 


99. [(21)2] Surface de la 4° classe a conique cuspidale et un point 
conique. La conique cuspidale a, comme pour la surface du n° 94, 
les deux points-clos confondus en un point D; la tangente d en D 
& cette conique et le plan tangent singulier de ce point-clos jouissent 
encore des mémes propriétés que pour cette surface-la, Seulement 
i-présent ce plan singulier touche la surface le long de la droite 
joignant le point conique PD, au point D et la coupe encore en 
2 droites passant par ce point D. Le point conique D, est mainte- 
nant le sommet d’un céne de Kummer singulier (dans lequel coincident 
les deux cOnes de Kummer non singuliers de cette surface-la). — 
Parmi les plans passant par la droite d il y a dailleurs toujours un 
plan tangent a la surface le long d’une conique. La surface correspond 
encore 4 soi-méme par rapport & oo' homologies harmoniques ayant 
les centres sur d et les plans qui passent par la droite )D,, mais 
elle n’a pas d’autres inversions fondamentales. Si on la considérait 
comme cyclide cartésienne, elle n’aurait pas de foyers. 


100. [2(21)] Surface de la 6° classe & deux droites doubles se 
croisant en un point triple et ad un point biplanaire de la 2° espéce. 
Le point biplanaire D a deux plans nodaux, dont l'un touche la sur- 
face le long de la droite qui joint ce point au point triple D,, et 
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autre coupe la surface en deux droites passant par D et appuyées 
respectivement sur les deux droites doubles, Le point triple D, a un 
cone tangent décomposé dans le plan des droites doubles et un cdne 
quadrique passant par ces droites. La surface a une série de coniques 
dans les plans qui passent par l’intersection d des deux plans nodaux 
de D. Les points de cette droite d sont les centres de oo' inversions 
fondamentales dont les quadriques directrices forment un faisceau de 
cones. — Cette surface est l’inverse conique d’un cone quadrique dont 
une génératrice appartient au faisceau des deux droites qui composent 
l’'absolu de l’inversion. 


101. [(21)2] Surface de la 6° classe & droite bidouble et wn point 
conique. Les deux points triples de la droite bidouble d coincident 
pour cette surface en un point D dont le céne tangent se décompose 
dans g et deux autres plans passant aussi par d. L’un de ces plans 
touche la surface le long de la droite qui joint le point triple D au 
point conique D,, tandis que l’autre coupe la surface (outre qu’en d) 
en deux droites passant par D. La surface a un coéne de Kummer 
singulier ayant le sommet en J), et tangent aux deux plans qui joignent 
la droite DD, aux deux autres droites simples de la surface. Elle a 
aussi co' inversions fondamentales ayant les centres sur d et les quadri- 
ques directrices formant un faisceau de cénes ayant le sommet en D. — 
Elle est l’inverse d’une quadrique par rapport a un couple de plans 
dont l’axe soit tangent a cette quadrique. 


102. Surface du 4° ordre et de la 6° classe a droite cuspidale de 
2° espéce. Nous entendons par ce dernier mot une droite telle que 
chaque section plane de la surface ait dans le point d’intersection avec 
cette droite un point de rebroussement de 2° espéce. Or on obtient 
une surface douée d'une telle droite singuliére en projetant [ (n° 97) 
par un point P du plan tangent le long de la droite MM, (et comme 
ce plan appartient a f on voit que cette surface est un cas particulier 
de la précédente). Car un espace passant par P coupe [ en une 
quartique située sur le céne d’intersection de cet espace avec /, c’est- 
a-dire sur un cone dont le sommet est sur a et une génératrice passant 
par P est tangente 4 la quartique en un point de la droite MM,: 
d’ot, en projetant par P cette quartique, il suit que dans R, chaque 
plan coupe notre surface en une quartique ayant sur la droite d, pro- 
jection de a, un point de rebroussement de 2° espéce avec la tangente 
singuliére en un plan fixe @ (le plan d’intersection de R, avec |’espace 
tangent en P af). Si Vespace considéré passe par M, sa quartique 
d’intersection avec [ a en M un point double dont l’une des deux 
tangentes passe par P (et l'autre appartient au second plan tangent 
en M al); si cet espace passe au contraire par M, sa quartique 
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d’intersection avec [ aura en ce point un point double et appartiendra 
% un cone quadrique (intersection avec f) qui sans avoir le sommet 
en ce point a pour génératrice passant par ce point double une droite 
qui passe par P. Donec en nommant D, D, les projections de M, M, 
sur R, (et en appliquant le contenu de la note a pag. 325) nous 
aurons: La droite cuspidale de 2° espéce d contient deux points singu- 
liers, cest-d-dire un point triple D dont le céne nodal se décompose 
dans le plan @ compté deux fois et un autre plan passant par d et 
coupant la surface en deux autres droites qui passent par D, et un 
point D, @osculation de deux nappes, cest-d-dire un point double tel 
que les sections planes passant par lui ont en ce point un point d’oscu- 
lation de deux branches avec la tangente situce sur 9g. — La surface 
ne contient d’autres droites simples que les deux nommeées. Elle a un 
cone de Kummer singulier avec le sommet en D,. 


{(31)1} 

103. La surface [ appartient dans ce cas & un cone quadrique 
de 1° espéce et & un cOne de 2° espéce f qui, non seulement a |’aréte 
a tangente aux autres variétés du faisceau en un point M double 
pour [, mais en outre est lui-méme tangent a l’espace qui touche en 
M toutes ces variétés. En conséquence le cOne quadrique ordinaire 
tangent en M aT se réduit dans ce cas au plan générateur de contact 
de f avee cet espace compté deux fois, c’est-ai-dire M est un point 
uniplanaire pour. Les surfaces S projections de [ auront donc dans 
les points doubles qui sont les projections de M des points uniplanaires. 
Ce plan générateur de f coupe (une autre variété du faisceau et en 
conséquence) [ suivant deux droites passant par M et qui seront les 
seules droites de [. Les deux plans générateurs du cone de 1° espéce 
qui passent par VM touchent [ le long de ces deux droites respective- 
ment (comme on voit, par exemple, dans le faisceau des cénes ordi- 
naires d'intersection des variétés du faisceau avec espace tangent 
en M). La conique polaire de f par rapport & une variété m du 
faisceau qui ne soit pas un cone est daus le plan polaire de a et passe 
par M: elle coupe en conséquence g seulement en deux autres 
points. 


104. [(31)1] Surface de la 6° classe a conique double générale et 
un point uniplanaire. Ce point uniplanaire est de la 1° espéce, c’est- 
a-dire il abaisse de 6 la classe de la surface; effectivement on peut 
dire qu'il provient de la coincidence des trois points coniques de la 
surface [(11)21] (n° 78) lorsqu’on les fait approcher entre eux (non 
en une méme direction). Le plan nodal de ce point uniplanaire D 
coupe la surface S en deux droites passant par ce point et qui sont 
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les seules droites de la surface, et en outre en une conique passant 
par D et dont la tangente d en D (tangente singuliére du point uni- 
planaire) jouit de la propriété que chaque plan passant par elle coupe 
la surface en deux coniques tangentes en D a d. Deux de ces plans 
touchent S le long d’une conique. Cette surface est touchée le long 
de ses deux droites par deux plans tangents 4 un cone de Kummer 
de la surface: & ce céne de Kummer correspondent deux autres séries 
de coniques de S contenant respectivement les coniques formées par 
ces droites comptées deux fois. Il y a une inversion fondamentale 
ayant le centre dans le sommet de ce céne de Kummer et la quadrique 
directrice tangente en D au plan nodal et oo! autres inversions fonda- 
mentales ayant les centres sur d et les quadriques directrices formant 
un faisceau de quadriques se touchant en D; parmi ces inversions il 
y a une homologie harmonique. 

Comme cyclide cette surface a done un plan de symétrie perpen- 
diculaire & d dans le point uniplanaire D et dans lequel se trouve le 
sommet du cone de Kummer. Dans ce plan il y a la conique défé- 
rente, laquelle passe par D et est en outre coupée par les deux droites 
joignant D aux points cycliques du plan (cercle directeur) en deux 
points qui sont les foyers de la cyclide, On peut done définir cette 
cyclide comme l’enveloppe des spheres qui ont les centres sur une 
conique donnée et qui passent par un de ses points donné (lequel sera 
le point uniplanaire). Le fait que deux des foyers coincident en D 
(foyer impropre) nous est aussi prouvé par la caractéristique [21] qu’a 
dans ce cas sur le cercle nul D le quaterne de foyers: cela nous 
prouve aussi que la droite qui joint les deux foyers coupe la tangente 
en DJ) a la conique déférente en un point qui est le sommet du cdne 
de Kummer et le centre d'une sphére directrice passant par D et 
coupant sa quadrique déférente en une quartique [(31)], c’est-a-dire 
en une quartique décomposée dans les deux droites de la cyclide 
passant par D et un cercle focal qui touche d en D. — Cette cyclide 
sobtient en transformant par inversion un cylindre parabolique. 


105. [(31)1} Surface de la 4° classe ad conique cuspidale. La 
conique cuspidale de cette surface a les deux points-clos coincidents 
en un D, dans lequel la tangente d a cette conique (tangente singuliére 
du point-clos D) est telle que les plans passant par d coupent la 
surface en deux coniques ayant un contact quadriponctuel en D avec d 
pour tangente, et parmi ces plans le plan tangent singulier de D 
touche la surface le long d’une conique décomposée en deux droites 
passant par D et qui sont les seules droites de la surface. Ce méme 
plan contient (en ligne droite avec D) le point de rencontre des plans 
tangents 4 la surface dans les points de la conique cuspidale et le 
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sommet du cdne de Kummer de la surface, céne qui passe par la 
conique cuspidale. I] y aoo' homologies harmoniques et une inversion 
proprement dite, qui transforment la surface en elle-méme. 


106. [1(31)] Surface de la 6° classe a deux droites doubles et un 
point uniplanaire. Par le point uniplanaire D dans le plan nodal 
passent encore (comme pour la surface du n° 104) deux droites de la 
surface et une droite d qui est l’axe d’un faisceau de plans coupant 
la surface suivant des couples de coniques (parmi lesquels deux plans 
la touchent le long de deux coniques). Le long de ces deux droites 
la surface est touchée par deux plans qui passent respectivement par 
les deux droites doubles. Les plans qui passent par l'une ou l'autre 
des droites doubles, ou par d, déterminent les 3 séries de coniques de 
la surface. Celle-ci n’a done pas de cénes de Kummer, et elle a oo! 
inversions fondamentales coniques ayant les points de d pour centres, 
et une inversion fondamentale non conique ayant pour centre le point 
de rencontre des deux droites doubles. — Elle est la transformée par 
inversion conique d’un cone quadrique tangent au plan d’inversion 


107. Surface de la 6° classe a droite double et droite cuspidale. 
La surface dont nous voulons parler s’obtient en projetant [ (n° 103) 
par un point P du plan tangent & [ le long de lune des deux 
droites passant par M. Cette droite aura pour projection la droite 
cuspidale, qui contiendra deux points remarquables: le point d’inter- 
section avec la droite double, point qui jouira encore comme en 
général (v. n’ 40) de la propriété que toutes les sections planes 
passant par lui y ont un point de rebroussement de 2° espéce, et le 
point D projection de M. Un espace passant par PM coupe [ 
en une quartique ayant en M un point stationnaire avec la tangente 
dans le plan tangent 4 [ en M et avec un plan tangent qui passe 
par P. Done le point D de la droite cuspidale est tel que toutes les 
sections planes passant par lui y ont encore un point de rebroussement 
de 2° espéce dont la tangente appartient 4 un plan singulier fixe, qui 
passe par la droite cuspidale et touche encore la surface le long d’une 
droite passant par J), la seule droite simple de la surface. Dans ce 
plan et par D passe une droite d qui est l’axe d’un faisceau de plans 
coupant la surface en une série de coniques tangentes en D a d. On 
peut considérer le point singulier D comme provenant du point conique 
de la surface du n° 81 lorsqu’il va se poser sur la droite cuspidale. 


108. En projetant [ par un point P de la droite d’intersection des 
plans tangents le long des deux droites def on a une surface de la 6° classe 
a deux droites cuspidales remarquable, qui différe de celle générale étudiée 
au n° 82 en ce que dans le point de rencontre des deux droites cuspi- 
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dales sont venus coincider les deux points-clos qu’avaient ailleurs ces 
droites. Pour voir la singularité de ce point D de rencontre des 
droites cuspidales dans notre cas, remarquons qu'il est la projection 
de M et qu'un espace queleonque mené par PM coupe [ en une 
quartique ayaut en M un point stationnaire et située sur un céne 
n’ayant pas le sommet en M mais passant par PM (lintersection de 
cet espace avec le coéne de 1° espéce de notre faisceau). Done en 
projetant cette quartique par P nous voyons (v. la note a pag. 326) 
que le point singulier D de notre surface est pour chaque section 
plane passant par lui un point de rebroussemement de 3: espéce 
ayant pour tangente une droite du plan des droites cuspidales. Celles-ci 
sont les seules droites de la surface et il y a dans leur faisceau une 
droite d telle que tous les plans passant par elle coupent la surface 
en deux coniques ayant en D un contact quadriponctuel (avec d pour 
tangente commune). Les faisceaux de plans ayant pour axes les deux 
droites cuspidales et d déterminent les 3 séries de coniques de la surface. 


109. [(31)1) Surface de la 6° classe d droite bidouble. Les deux 
points triples de la droite bidouble d coincident en un D par lequel 
passent les deux droites simples de la surface, lesquelles se trouvent 
dans un plan passant par d: ce plan compté deux fois et le plan @ 
qui touche la surface tout le long de d forment le cdne cubique 
tangent & la surface dans le point triple D. Les plans tangents a la 
surface le long de ses deux droites simples sont aussi tangents au 
cone de Kummer qu’a dans ce cas la surface, cone auquel correspondent 
deux séries de coniques de celle-ci. 

Pour obtenir cette surface on projette [ par un point quelconque 
du cdne de 2° espéce f. Mais si plus en particulier on prend le centre 
de projection sur le plan tangent en M af on a un cas particulier 
remarquable de cette surface, c’est-i-dire une surface de la 6° classe 
a droite bidouble douée dun point triple uniplanaire. Car on voit 
facilement que dans ce cas le point triple D aura pour cone tangent 
le plan @ compté 3 fois; et on voit aussi que maintenant la surface 
n’a plus d’autres droites que la droite bidouble d et que le cone de 
Kummer a le sommet sur le plan g, ete. 


(41) 

110. Cette surface [ ae 4 un faisceau de F’,?, dans lequel 
il n’y a qu'un seul cone f: ce cone est de 2° espéce et a son aréte a 
tangente aux autres F’,? en un point M dont lespace tangent a 
celles-ci touche aussi f le long d’un plan générateur, qui (a différence 
du cas {(31)1} du n° 103) touche le long d’une droite les variétés du 
faisceau. Done dans ce cas la surface [ contient seulement cette droite 
et a pour plan tangent le long d’elle le plan tangent en M af, c’est- 
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i-dire le plan générateur de f nommé. Il n’y a dans [ d’autres coniques 
que celles appartenant aux plans générateurs de f, Remarquons enfin en- 
core, car il nous faudra appliquer cela dans la suite, que la conique polaire 
de f par rapport 4 une autre variété queleonque g du faisceau touche en 
M \a droite de F et coupe en Conséquence gm en un seul autre point. 


111. [(41)] Surface de la 5° classe a conique double générale et 
un point uniplanaire. Ce point uniplanaire D est de 2° espéce, c’est- 
i-dire il abaisse de 7 unités la classe de la surface; et en effet on 
peut dire qu’en lui sont venus coincider les deux points coniques et 
le point biplanaire (de 1° espéce) de la surface [(11)3] du n° 86. Le 
plan nodal de ce point uniplanaire D touche la surface le long de la 
seule droite contenue dans celle-ci, droite qui passe par D, et la coupe 
encore suivant une conique passant par J) et dont la tangente d en 
ce point est l’axe d’un faisceau de plans coupant la surface en une 
série de coniques tangentes i den J). Parmi ces plans deux touchent 
la surface le long de deux coniques. La surface ne contient que cette 
seule série de coniques. Elle a oo! inversions fondamentales dont les 
centres sont sur d et les quadriques directrices forment un faisceau, etc. 

Considérée comme cyclide cette surface a done un plan de symétrie 
perpendiculaire en )) & d et dans lequel se trouve la droite de la sur- 
face. La conique déférente touche en D cette droite et coupe l'autre 
droite qui compose le cercle nul D en un point qui est le seul foyer 
de la surface. On voit ainsi que cette cyclide est l’enveloppe des oo! 
sphéres ayant leurs centres sur une conique fixe et passant par un 
point de contact de celle-ci avec une tangente menée par un point 
cyclique. Comme il u’y a pas de cone de Kummer, de méme il n’y 
a pas d’autres sphéres coupant la cyclide suivant des couples de cercles 
que celles tangentes en D & d. — Cette surface s’obtient en trans- 
formant par inversion un cylindre parabolique dont la droite a linfini 
soit tangente a l’absolu. 


112. [(41)] Surface de la 3° classe a conique cuspidale. Daus le 
point D de coincidence des deux points-clos de la conique cuspidale 
de cette surface la tangente d a cette conique est l’axe du faisceau de 
plans contenant la seule série de coniques de la surface. Parmi ces 
plans le plan singulier de D coupe la surface en une droite passant 
par D (la seule droite de la surface) comptée 4 fois. Cette droite 
contient le point de rencontre des plans tangents 4 la surface dans 
les points de la conique cuspidale. Comme cyclide cartésienne cette 
surface n’aurait pas de foyers*), 

*) Cette surface & conique cuspidale est la réciproque de la surface du 
3° ordre de l’espéce XX de Schlifli (voir & la pag. 320 du mémoire de Cayley 
cité dans la note au n° 87). 
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113. [(41)] Surface de la 5° classe a droite bidouble. Les plans 
passant par cette droite bidouble contiennent la seule série de coniques 
de la surface, coniques qui touchent d dans le point triple D. L’un 
de ces plans touche la surface le long d’une droite passant par D, 
qui est la seule droite simple de la surface; et ce plan, compté deux 
fois, forme avec le plan g tangent a la surface le long de d le cdne 
cubique tangent a la surface dans le point triple D. 


114. Surface de la 5° classe a droite cuspidale de 2° espéce. On 
obtient une telle surface en projetant [ (n° 110) par un point P du 
plan tangent en M, plan qui est aussi tangent le long de la droite 
de [; de sorte que cette surface est un cas particulier de la précé- 
dente (que l’on obtenait en projetant [ par un point quelconque de f), 
cest-a-dire le cas dans lequel la droite simple de celle-la coincide 
avec d. Elle est aussi un cas particulier de la surface du n° 102, 
comme le montrent leurs caractéristiques; et on voit de méme que 
pour celle-ci que chaque section plane a sur la droite d (projection 
de a) un point de rebroussement de 2° espéce avec la tangente dans 
un plan fixe eg, Mais les deux points singuliers que nous trouvions 
sur la droite d pour cette surface coincident maintenant en un point 
triple D, projection de M. Comme chaque section de [ faite par un 
espace passant par PM a en M un point stationnaire dont PM est 
la tangente, chaque section plane de notre surface passant par D aura 
en ce point un point triple 4 trois tangentes coincidantes; done pour 
notre surface le point triple D est uniplanaire et a pour plan tangent 
le plan g tangent a la surface le long de d. — Cette surface ne con- 
tient d’autres droites que d, ni d’autres séries de coniques que celle 
appartenant aux plans qui passeut par d; etc. 


{(11) (11) 1} 

115. Dans ce cas et dans le cas suivant {(21) (11)} la surface T 
appartient & deux différents cOnes quadriques de 2° espece f/f, f,, aux- 
quels correspondent deux séries de coniques de [, deux séries d’espaces 
touchant [ le long de ces coniques (espaces tangents a /, f;), ete. 
Chacune des arétes a, a, de f, f, coupe [ en deux points doubles 
M’'M” et M,’ M,"; et comme a et a, sont conjuguées par rapport a 
toutes les variétés du faisceau, les droites M’M,’, M’'M,’, M” M,’, 
M” M,” joignant les deux points doubles de l'une aréte aux points 
doubles de l’autre appartiendront 4 [. Elles sont méme les seules 
droites de [, car nous avons vu qu'une droite de [ doit nécéssairement 
couper l’aréte de chaque cone de 2° espece passant par [. Et comme 
dans le cas présent il y aussi dans le faisceau des F’,? un cone de 
le espece ~, on voit bien que les plans générateurs de ce cone qui 
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passent respectivement par ces 4 droites (et parmi lesquels ceux qui 
passent par M’ M,’, M’ M,” appartiennent 4 un systeéme de plans 
générateurs, et ceux qui passent par M” M,’, M' M,” appartiennent 
& Yautre systeéme) sont tangents a [ le long de ces droites. A ce 
cone w de 1° espece correspondent deux séries de coniques de [, qui 
présentent toujours la relation que deux coniques de méme série n’ont 
pas de points communs, tandis que deux coniques de séries différentes 
ont deux points communs. En outre aux deux cones de 2° espéce 
f, f; correspondeyt, comme nous avons déja dit, deux séries de coni- 
ques, dont l'une passant par M’, M” et l'autre par M,’, M,". Comme 
chaque plan générateur de l'un des 3 cénes du faisceau coupe chaque 
plan générateur d’un autre de ces cdnes en un point de [, deux 
coniques de différentes séries de [ (pourvu qu’elles ne correspondent 
pas toutes les deux & w) se couperont en un seul point. 

Considérons deux espaces tangents respectivement aux deux cOnes 
de 2° espece f, f,: les coniques le long desquelles ils touchent [ ont 
un point commun. En ce point de [ ces deux espaces touchent f, /,, 
e’est-a-dire deux des variétés du faisceau: en conséquence leur inter- 
section est le plan tangent en ce point & [ et ce plan sera aussi 
tangent en ce point aux quadriques dans lesquelles ces deux espaces 
coupent une variété queleonque @ du faisceau. En projetant par un 
point quelconque de m nous voyons done que dans f, la surface a 
conique double qui est la projection de [ est touchée le long de deux 
séries de coniques par deux systemes simplement infinis de quadriques 
passant par la conique double (c’est-a-dire est l’enveloppe de chacun 
de ces systemes de quadriques), tels que deux quadriques de différents 
systémes se touchent en un point. 

Comme le céne de 2° espéce f est touché en M,’, M,” par les 
espaces tangents en ces points & toutes les variétés du faisceau, la 
conique polaire de f par rapport & une autre quelconque @ de ces 
variétés sera tangente & ces espaces en ces deux mémes points, de 
sorte que les points d’intersection de cette conique avec @ se réduisent 
a M,, M,” (comptés deux fois). De méme la conique polaire de f/f, 
par rapport & @ touche m en M’, M”. De la il suit que l’on ne 
peut plus prendre un centre de projection tel que la surface projection 
de [ ait une conique cuspidale, et il suit aussi que la surface pro- 
jection de [ n’a pas, considérée comme cyclide, de véritables foyers. 


116. [(1 1) (11) 1). Surface de lu 4° classe a conique double 
générale et deux couples de points coniques. Soient D’, D” et D,’, 
D," les deux couples de points coniques (projections de M’, M” et 
M,’, M,”): \es droites contenues dans la surface sont D’ D,’, D’ D,”, 
D’ Dj, D” D,” et le long d’elles la surface est touchée par 4 plans 
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se rencontrant en un point, qui est le sommet du céne de Kummer 
de la surface (cdne tangent a ces plans). A ce cone de Kummer corre- 
spondent deux séries de coniques de la surface. En outre les deux 
faisceaux de plans ayant D’ D” et D, D,” pour axes déterminent deux 
autres séries de coniques de la surface: dans chacun de ces faisceaux 
il y a deux plans touchant la surface le long de coniques. Par chaque 
point de la surface il passe une conique pour chaque série: deux coni- 
ques qui correspondent au céne de Kummer ne se coupent pas si elles 
sont de la méme série et se coupent en deux points si elles sont de 
séries différentes (en 4 points seulement si elles sont dans un méme 
plan); ce cas excepté, deux coniques de séries différentes se coupent 
toujours en un seul point. — Il y a une inversion fondamen- 
tale dont le centre est dans le sommet du cone de Kummer et la 
quadrique directrice passe par les 4 droites de Ja surface; et co! in- 
versions fondamentales dont les centres sont sur D’ D” et oo! dont 
les centres sont sur D,’ D,”. En particulier il y a parmi ces inversions 
deux homologies harmoniques ayant les centres dans les points d’inter- 
section des deux droites D’ D”’, D,’ D,” avec le plan de la conique 
double. 

Cette surface (qui est elle-méme sa réciproque) offre beaucoup 
d’interét lorsqu’on la considére comme cyclide: elle est alors la cyclide du 
Dupin. Nous voyons que cette cyclide a deux couples de points coniques 
DD’, Dj D, et deux plans de symétrie respectivement perpendiculaires 
aux segments D’ D”, D,’ D,” dans leurs points de milieu. Daus ces deux 
plans sont les deux coniques déférentes, dont |’une touche en D,’, D,” le 
cercle (directeur) d’intersection des sphéres nulles D’, D” et l'autre touche 
en D’, D” \e cercle directeur d’intersection des sphéres nulles D,’, D,”. 
Les tangentes en D,’, D,” et en D’, D” & ces deux coniques déférentes ou 
& leurs cercles directeurs passent par un méme point, qui est le sommet 
du cone de Kummer. Ces deux coniques déférentes sont les lieux des 
centres de deux séries de oo! sphéres passant respectivement par D’, 
D” et par D,, D,”, chacune desquelles a la cyclide pour enveloppe. 
Chaque sphére touche la cyclide de long d’un cercle: deux sphéres 
de différentes séries se touchent en un point commun a leurs cercles 
de contact avec la cyclide. Si done l'on prend d’une maniére quelcon- 
que 3 spheres de l'une série, on peut définir la cyclide de Dupin comme 
Yenveloppe d’une série de sphéres tangentes 4 ces 3 spheres (sur chacun 
de celles-ci le lieu des points de contact avec ces sphéres tangentes sera 
un cercle de contact avec la cyclide): l’on obtient ainsi l'une des deux 
séries de sphéres; l'autre se composera des 3 spheres données et d’une 
infinité d’autres, qui touchent aussi toutes les spheres de la série déja 
obtenue. Les deux séries des cercles de contact de la cyclide avec ces 
deux séries de sphéres passent respectivement par les deux couples de 
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points coniques, et ils sont (v. a la fin du n® 64) les lignes de courbure 
de la cyclide. De plus les deux tangentes en un point quelconque de 
la surface aux deux lignes de courbure passant par lui sont les bissec- 
trices des deux tangentes en ce point & chacune des oo! quartiques 
de la cyclide qui y ont un point double et en particulier des tangentes 
aux cercles des deux autres séries qui passent par ce point (v. n° 11). 

Cette cyclide n’a pas de foyers: elle a sur la sphére directrice dont 
le centre est le sommet du cdne de Kummer une quartique focale 
décomposée dans les 4 droites de la surface. Done la quadrique 
déférente, qui est le lieu des centres des co? sphéres doublement tan- 
gentes 4 la cyclide (et orthogonales 4 cette sphére directrice), devant 
couper cette sphére en ces droites, en sera touchée dans 4 de ses 
ombilics (les points coniques de la cyclide). Cette quadrique et les 
coniques déférentes appartiennent & un systeme homofocal de quadriques. 

La cyclide de Dupin est l’inverse d’un cone quadrique de révolution. 


117. |i (11)(11)|. Surface dela 4 classe & deux droites doubles 
et deux couples de points coniques. En nommant encore D’, D” et D,’, 
D," les deux couples de points coniques, les droites D’ D,’, D” D,” et 
D' D,", D’ D{ appartiennent 4 la surface et coupent respectivement 
Yune et l’autre des deux droites doubles et ont précisément pour plans 
tangents le long d’elles 4 la surface les plans qui les joignent respective- 
ment a celles-ci. Outre les coniques situées dans les plans qui passent 
par l'une ou l’autre des droites doubles, la surface a deux séries de coni- 
ques passant respectivement par D’, D” et par D,’, D,”: dans chacune 
de ces deux séries il y a deux coniques de contact de la surface 
avec des plans. Il y a une inversion fondamentale ayant le centre 
& lintersection de deux droites doubles et une quadrique directrice 
qui passe par celles-ci et par les 4 droites simples de la surface, et 
deux systémes de co! inversions coniques fondamentales dont les centres 
sont resp. sur D’ D” et sur D,’ D,”. — Cette surface est l’inverse 
conique d’un céne tangent aux deux droites formant |’absolu. 


118. Surface de la 4 classe a& droite double et droite cuspidale et 
deux points coniques. En projetant [ par un point du plan tangent le 
long d'une de ses droites, par exemple de M’ M,’, l'on a une telle 
surface. La droite cuspidale (projection de cette droite de [) a deux 
points-clos D’, D,’ (différents du point de rencontre avec la droite 
double) joints aux deux points coniques D”, D,” par deux droites 
D' D’, D, D," qui sont les axes de deux faisceaux de plans contenant 
deux séries de coniques de la surface (dans chacun de ces deux faisceaux 
il y a un plan tangent a la surface le long d’une conique non décom- 
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posée), et par deux droites D’ D,”, D,' D” appartenant a la surface 
et le long desquelles celle-ci est touchée par deux plans passant 
par la droite cuspidale, c’est-i-dire par les plans singuliers des deux 
points-clos D’, D,’. La surface contient en outre la droite D” D,” 
joignant les deux points coniques et a le long delle pour plan tangent 
un plan passant par la droite double. 


119. Surface de la 4° classe a4 deux droites cuspidales et un point conique. 
On a une telle surface en projetant [ par un point de l’une des 4 géné- 
ratrices du céne de 1° espéce du faisceau, qui passent par les 4 points 
doubles de [; car une telle génératrice est l’intersection de deux plans 
tangents 4 [ le long de deux droites, par exemple le long de M” M,’, 
M” M,". En appelant D’ le point conique de la surface, D” le point 
d’intersection des deux droites cuspidales et D,’, D,” les deux points- 
clos de celles-ci, la surface contient les droites D’ D,’, D' D,”, qui 
joignent le point conique 4 ces points-clos, et est touchée le long 
d’elles par les plans passant par ce point conique et respectivement 
par les deux droites cuspidales, c’est-a-dire par les plans singuliers des 
deux points-clos D,’, D,”. Les deux faisceaux de plans passant par 
les droites D’ D” et D,’ D,” coupent la surface en deux séries de coni- 
ques: dans le second de ces faisceaux, c’est-i-dire parmi les plans 
passant par les deux points-clos D),’, D,", il y en a un qui touche la 
surface le long d'une conique (non décomposée). 


120. [(11)(11)1]. Surface de la 4 classe a droite bidouble et 
un couple de points coniques. Les deux points triples de la droite bi- 
double d sont joints aux deux points coniques par 4 droites de la 
surface, le long desquelles celle-ci est touchée par 4 plans tangents a 
un cone de Kummer. La surface contient deux séries de coniques dans 
les plans tangents 4 ce céne, une série dans les plans qui passent par 
la droite bidouble, et enfin une série dans les plans qui passent par les 
deux points coniques, parmi lesquels il y en a deux qui touchent la sur- 
face le long de deux coniques. Elle a une inversion fondamentale ayant 
pour centre lesommet du cOne de Kummer et pour quadrique directrice le 
couple des plans qui joignent d aux deux points coniques; co! inversions 
fondamentales dont les centres sont sur la droite des deux points coni- 
ques et les quadriques directrices sont des couples de plans passant 
par d et formant une involution; et co' inversions fondamentales dont 
les centres sont sur d et les quadriques directrices sont des cones tan- 
gents au plan @ le long de d et passant par les deux points coniques, — 
On a cette surface en transformant un cone quadrique par uné in- 
version biplanaire. 
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{(21)(11)}. 

121. La surface [ qui a cette caractéristique appartient 4 un faisceau 
de F,*, dans lequel il n’y a pas de cOdnes de 1° espéce, mais deux 
cones de 2° espéce f, f,, dont l'un, par exemple /,, a son aréte a, 
tangente 4 chaque variété du faisceau, de sorte que des deux couples 
de points doubles M’ M”, M,' M,” de la surface {(11)(11) 1} 
(n° 115) Pun M,’ M,” vient se composer de deux points coincidents 
en un M,. On voit alors, comme dans le cas {(21)11}, que le céne 
quadrique ordinaire tangent en ce point M, af se décompose en deux 
plans générateurs de f, lesquels seront tangents 4 [ le long de ses 
deux droites M’'M,, M” M,, qui seront les seules droites de [. 
Dans ce cas cette surface n’a plus que deux séries de coniques, re- 
spectivement dans les plans générateurs de f et de f,. 


122. [(21) (11)]. Surface dela 4 classe a conique double générale, 
un couple de points coniques et un point biplanaire de 2° espéce. Soient. 
D’, D” \es points coniques, D, le point biplanaire: D, D’, D, D” 
seront les seules droites de la surface et celle-ci sera touchée le long 
delles par les deux plans nodaux de D,. La droite d, dans laquelle 
se coupent ces plans (la tangente quadriponctuelle en D,) est l’axe 
d'un faisceau de plans coupant la surface suivant des coniques tan- 
gentes en D, a d,. La droite d qui joint D’, D” est aussi l’axe d’un 
faisceau de plans coupant la surface en des couples de coniques passant 
par D’, D”. On a ainsi les deux séries de coniques de la surface; 
elles contiennent 4 coniques de contact avec des plans. 

Considérée comme cyclide cette surface a le plan perpendiculaire 
en D, & d, (plan contenant d) et le plan perpendiculaire 4 D’ D” dans 
son point de milieu (plan contenant d,) pour plans de symétrie. Dans 
le premier plan il y a un cercle directeur réduit au cercle nul de centre 
D,, qui est tangent en D’, D” & sa conique déférente; dans le second 
plan il y a un autre cercle directeur dont la conique déférente a avec 
lui un contact quadriponctuel en D,. Done cette cyclide peut étre 
considérée ou comme l’enveloppe des sphéres ayant les centres sur une 
conique quelconque et passant par un foyer de cette conique, ou bien 
comme |’enveloppe des sphéres ayant les centres sur une conique quel- 
conque et orthogonales au faisceau des sphéres passant par le cercle 
osculateur & cette conique dans l'un de ses sommets. Cette cyclide 
n’a pas de foyers, ni de courbes focales: elle est inverse ou d’un 
cone quadrique ayant un contact quadriponctuel avec |’absolu, ou d’un 
cylindre de révolution. 
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123. [(11)(21)]. Surface de la 4 classe a droite bidouble et un 
point biplanaire de 2° espéce. Sur la droite bidouble d il y a deux 
points triples D’, D” joints au point biplanaire D, par deux droites 
de la surface, le long desquelles celle-ci est touchée par les deux plans 
nodaux de J),;. Ces deux plans se coupent dans I’axe d, d’un faisceau 
de plans contenant une série de coniques de la surface tangentes en 
D, a d,. Cette série de coniques et celle située dans les plans qui 
passent par d sont les deux seules séries de coniques de la sur- 
face. Deux des plans passant par d, touchent la surface le long de 
coniques; etc. Il y a co! inversions coniques fondameniales. — On 
peut construire cette surface comme Jl inverse biplanaire d’un cone 
quadrique ayant le sommet dans le plan d’inversion, 


124. |(21)(11)]. Surface de la 4° classe a droite bidouble et un 
couple de points coniques. Dans la droite bidouble d, les deux points 
triples coincident en un point D, triplanaire, dont le cone tangent se 
décompose dans le plan tangent & la surface le long de la droite bi- 
double d, et deux autres plans passant aussi par d, et tangents a la 
surface le long des deux droites qui joignent D, aux deux points coni- 
ques D’, D”. Celles-ci sont les seules droites simples de la surface. 
Les plans passant par ces deux points coniques coupent la surface en 
des couples de coniques d’une série, et deux parmi eux la touchent le 
long de deux coniques. Etc. Cette surface (douée de oo' inversions 
coniques fondamentales) s’obtient par une inversion dont la quadrique 
directrice est un couple de plans, faite sur un coéne quadrique tangent 
& la droite d’intersection de ces plans. 


125. Swrface de la 4 classe a droite cuspidale de 2° espéce et un 
point conique. On a cette surface, cas particulier de la précédente, en 
projetant [ par un point du plan tangent le long de M, M' (ou de 
M,M"). En nommant toujours D,, D’, D” les projections ge M,, 
M', M”, on voit de la méme maniére que pour la surface générale a 
droite cuspidale de 2° espéce (n° 102) que cette droite d, a deux points 
singuliers, dont l’un D’ est un point double de la surface dans lequel 
les sections planes qui y passent ont un point d’osculation de deux 
branches, et l'autre D, est un point triple dont le cone tangent se 
décompose dans le plan g (tangent a la surface le long de d,) compté 
deux fois et un autre plan passant par d, et tangent a la surface le 
long de la droite qui joint ce point triple D, au point conique D” (la 
seule droite simple de la surface). Les plans passant par la droite 
D’ D” coupent la surface en une série de coniques et l'un deux la 
touche le long d’une conique (non décomposée). 
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{(22) 1}. 

126. Nous avons déja dit (n° 58) que cette espece et l’espece {(3 2)} 
de surfaces [ sont caractérisées par le fait que dans le faisceau des F,,? 
il y a un cone de 2° espéce f, dont l’aréte a se trouve en une autre 
de ces F’,? et a en conséquence tous ses points pour points doubles 
de f. Nous avous vu aussi qu’alors [ est une surface réglée dont les 
génératrices s’appuient sur a. Remarquons a-présent que dans le cas 
{(22) 1} il y a aussi dans le faisceau un cone de 1° espace y, tandis 
que dans le cas {(32)} ce cone est allé coincider avec /. L’espace 
tangent en un point quelconque M de a au faisceau des F’,? les coupe 
en un faisceau de cOnes quadriques ordinaires ayant le sommet en M 
et passant par a: l’intersection avec f se décompose en un couple de 
plans passant par a. Done dans le cas {(22) 1} outre la droite a ces 
cones ordinaires ont deux droites communes passant par M: le plan 
qui les joint et le plan tangent commun le long de a forment l’inter- 
section de cet espace avec le céne de 1° espéce ~. Mais dans le cas 


{(3 2)}, comme w vient coincider avec f et ce couple de plans avec 
le premier couple, l’une de ces deux droites communes coincide encore 
avec a. Done la surface {(22) 1} est telle que par chaque point de sa 
droite double a passent deux génératrices distinctes appartenant aux deux 
plans tangents a la surface en ce point, plans qui passent aussi par 
a; et les plans qui contiennent les couples de génératrices passant par les 
différents points de a sont les plans générateurs du céne wy de systéme 
contraire au plan générateur qui contient a. Pour la surface {(3 2)} 
il ne passe par chaque point de a qu une seule génératrice variable outre 
la génératrice fixe a et il y a dans chacun de ces points un plan tangent 
variable passant par la génératrice variable et un plan tangent fixe qui 
touche la surface tout le long de a. 

Dans notre cas {(22) 1} la surface contient une seule série de 
coniques proprement dites. En effet la conique appartevant a un plan 
générateur de f se décompose dans la droite a et une génératrice; la 
conique appartenant 4 un plan générateur de w de systéme différent 
de celui du plan générateur qui passe par a se décompose dans les 
deux génératrices de la surface qui passent par le point d’intersection 
de ce plan avec a. Done les seules coniques de [ qui ne se décom- 
posent pas sont celles appartenant aux plans générateurs de y de méme 
systéme que celui passant par a (pour lequel la conique de [ se réduit 
& la droite a comptée deux fois): ces coniques ne rencontrent pas 4, 
et chaque espace passant par l'une d’elles (c’est-i-dire chaque espace 
tangent & w) coupe encore [ en deux génératrices passant par le point 
d’intersection de cet espace avec a. 
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On peut se demander s'il y a un point de a@ pour lequel les deux 
génératrices de [ qui y passent coincident. Le raisonnement, que 
nous avons fait pour trouver ces couples de génératrices correspondants 
aux différents points de a, prouve quen un tel point l’espace tangent 
aux F’,? du faisceau doit aussi étre tangent (le long d’un plan) a /. 
Or les espaces tangents an faisceau dans les points de a forment un 
faisceau autour du plan générateur de » qui contient a, et il y a en 
général dans un faisceau d’espaces passant par l’aréte d’un cone quadri- 
que de 2° espece deux espaces qui sont tangents a celui-ci. Done il 
y a sur la droite double a de [ deux points, pour chacun desquels les 
deux génératrices qui y passent coincident, c’est-a-dire deux points de 
rebroussement. La surface [ est touchée le long des deux génératrices 
qui passent par ces deux points par deux plans générateurs de y. 


127. [(22) 1]. Surface réglée a conique et droite doubles. Par 
chaque point de la droite dduble d ou de la conique double (qui 
rencontre d) passent deux génératrices, qui coincident seulement pour 
deux points de d (comme nous avons vu) et pour deux points de la 
conique (comme on voit en remarquant que parmi les espaces qui 
passent par le centre de projection et par a, espaces qui coupent en- 
core [ suivant des couples de droites dont les projections sont les 
couples de génératrices de notre surface qui passent par les différents 
points de la conique double, il y en a deux tangents 4 f). Les plans 
qui joignent les couples de génératrices passant par les différents points 
de d coupent encore la surface suivant des coniques et ils enveloppent 
un cone quadrique (de Kummer) bitangent & la surface: on obtient ainsi 
toutes les coniques de la surface. Pour un de ces plans la conique d’inter- 
section se réduit & la droite d comptée deux fois. On voit que cette surface 
est, parmi les surfaces réglées du 4° dégré, celle de la 2° espéce dans la 
classification de M. Cremona*) et on en obtient ainsi les principales 
propriétés. Ajoutons que la surface a une seule inversion fondamentale 
dont le centre est le sommet du céne quadrique bitangent et la quadri- 
que directrice passe par la conique et la droite double et a ce point 
pour pole du plan de la conique double relativement 4 elle. 

On peut considérer cette surface comme une cyclide et alors la 
sphére directrice de l’inversion fondamentale sera raccordée & sa quadri- 
que déférente le long de la génératrice commune d. — Elle est l’in- 
verse d'un cone dont le sommet soit sur l’absolu de l’inversion. 


128. [1(22)|. Surface réglée a trois droites doubles. On Vobtient 
en supposant que le centre de projection de [ soit sur wy, et on voit 


*) Sulle superficie gobbe di quarto grado. Memorie dell’ Accademia di Bologna, 
1868, tomo VIII, ser. 2°, pag. 235—250. 
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ainsi que deux de ces droites doubles sont coupées par la troisiéme, 
laquelle fait partie du systeme des génératrices (et compte pour deux 
génératrices, étant effectivement la projection de deux génératrices de 
[): ees deux droites doubles sont au contraire des directrices, c’est-a- 
dire sont coupées par toutes les génératrices (car l’une d’elles est la 
projection de a et l’autre est la projection d’une conique de [). Par 
chaque point de l'une quelconque de ces directrices passent deux 
génératrices, qui coincident seulement pour deux certains points de 
cette directrice. La série des coniques de la surface se trouve main- 
tenant dans les plans qui passent par la génératrice double. Cette 
surface est celle de la 5° espéce dans la classification nommée. Elle 
a deux inversions fondamentales*) dont les quadriques directrices passent 
par les trois droites doubles et les centres sont respectivement les 
deux points d’intersection de la génératrice double avec les deux droites 
directrices. On peut Yobtenir en transformant par inversion conique 
un cOne quadrique dont le sommet soit sur l’absolu de l’inversion. 

Si le centre de projection de [ n’est pas en un point quelconque 
de %, mais bien en un point de Pun des deux plans générateurs de y 
que nous avons vu (a la fin du n° 126) étre tangents a [ le long d’une 
droite, alors on aura comme cas particulier la surface réglée a deux 
droites doubles directrices et une génératrice cuspidale, ¢est-i-dire une 
génératrice telle que chaque section plane de la surface a en elle un 
point stationnaire. Cette génératrice sera précisément la projection de 
la droite de [ dont le plan tangent passe par le centre de projection. 


129. Surface réglée a deux droites doubles directrices infiniment 
voisines et une génératrice double. On a cette surface en projetant [ 
par un point du plan générateur de wy qui passe par a. Alors dans 
la projection d de a coincident évidemment les deux droites directrices 
de la surface du n° précédent; l’on a donc une surface de la 6° espéce. 
Comme les plans générateurs de ~ de systéme contraire 4 celui du 
plan générateur passant par a (plans qui contiennent les couples de 
génératrices de [ passant par les points de a) sont maintenant pro- 
jetés suivant les plans qui passent par d, on voit directement que par 
chaque point de d passent deux génératrices de notre surface, qui ap- 
partiennent & un plan passant aussi par d; deux de ces plans passant 
par d touchent la surface le long de deux génératrices, etc. 


130. [(22)1]. Surface réglée a droite triple et douée dun céne 
quadrique bitangent. On Yobtient en prenant le centre de projection 


*) A premiére vue l’on en obtient seulement une: mais cela dépend de ce 
que la méme surface peut étre considérée de deux fagons différentes comme la 
projection de [ suivant que l’on considére l'une ou l'autre des deux directrices 
doubles comme la projection de la droite double a de [. 
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de T sur f: alors on voit bien que chaque point de la projection d de 
@ sera un point triple pour la surface projection de [, c’est-a-dire que 
d en sera une droite triple. Par chacun de ses points il passe deux 
génératrices variables de la surface (qui coincident pour deux de ces 
points) et une fixe qui est la droite d méme (comme projection de la 
génératrice de [ qui se trouve dans le plan générateur de f passant 
par le centre de projection). Le plan qui joint ces deux génératrices 
variables coupe encore la surface en une conique et il enveloppe le 
cone quadrique bitangent que nous avons nommé, et qui est tangent 
i d. Dans chaque point de d il y a deux plans tangents variables passant 
par d et un plan tangent fixe g@, qui ne coupe la surface que dans la 
droite d comptée 4 fois. Il y a une inversion fondamentale dont le 
centre est le sommet du céne bitangent et la quadrique directrice un 
couple de plans passant par d. Cette surface réglée du 4° dégré est 
de la 3° espéce. 
{(3 2}. 


131. Nous avons déja vu (n° 126) que cette surface réglée [ a 
une droite double a, qui est en méme temps une génératrice douée 
d'un plan tangent fixe qui est un plan générateur de f, de sorte que 
par chacun de ses points il ne passe qu’une génératrice variable de [, 
laquelle appartient au plan variable tangent en ce pointaf. Ajoutons 
maintenant que comme dans le faisceau des F’,? qui passent par [ il 
n’y a pas de cénes autres que /, cette surface [ ne contient aucune 
conique. 


132. [(32)]. Surface réglée a conique et droite doubles (n’ayant 
pas de cone quadrique bitangent). Par chaque point de cette droite 
double il passe, outre celle-ci, qui est une génératrice fixe le long de 
laquelle la surface a un plan tangent fixe, une seule génératrice 
variable appartenant au plan tangent variable de ce point; tandis que 
par les points de la conique double passent des couples de génératrices 
situées dans les plans qui passent par la droite double. II n’y a pas 
de coniques sur cette surface, et l’on reconnait bien qu'elle est de la 4° 
espece. Elle n’a pas d’inversions fondamentales et est l’inverse d’un cone 
quadrique dont une génératrice touche dans le sommet l’absolu. 


132, [(32)]. Surface réglée a droite triple (comme lieu et comme 
enveloppe). Le centre P de projection de [ étant sur f soient g |’inter- 
section de l’espace tangent en P af avec R,, et g’ la projection du 
plan tangent aT le long de a. Alors on voit que la surface réglée 
projection de [ aura la droite triple d telle que la surface passe deux 
fois par elle comme génératrice et a le long d’elle les deux plans tan- 
gents fixes @, 9’, de sorte qu’en chacun de ses points il y a ces deux 
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plans tangents fixes et un plan tangent variable qui coupe la surface, 
outre qu’en d, dans la génératrice variable qui passe par ce point. On 
voit done que non seulement la courbe double, mais aussi la dévelop- 
pable bitangente de la surface réglée se réduit & la droite d (comme 
enveloppe de plans) comptée 3 fois. C’est done la surface réglée de 
la 10° espéce. 

On obtient un cas particulier remarquable de cette surface en 
supposant que le centre P appartienne au plan générateur de f qui 
touche [ le long de a. Alors les deux plans g, 9’ tangents a la sur- 
face le long de d coincident en un seul et (comme on voit aussi en 
remarquant que lintersection de [ avec un espace passant par P a 
sur @ un point double dont une tangente passe par P, et en projetant) 
la droite triple d sera telle que chaque section plane de la surface aura 
sur d un point stationnaire avec la tangente sur le plan fixe @ et par 
lequel passe une autre branche de cette section plane ayant la tangente 
dans le plan tangent variable & la surface en ce point.*) 


Faisceaux de cénes quadriques et projections de leurs surfaces 
d’intersection. 


134, Nous avons ainsi considéré tous les cas que peuvent présenter 
une F,?+? [ du R, et ses projections sur R,, lorsque parmi les oo! 
F’,? qui la contiennent il y en a qui ne sont pas des cdnes, de sorte 
que le déterminant d’une indéterminée de ces variétés ne s’annulle pas 
identiquement. [I] nous reste done seulement a étudier les cas od [ 
appartient & oo' cénes. Alors si nous supposons, comme nous avons 
toujours fait jusqu’ici, que [ ne se décompose pas en deux quadriques, 
il y aura seulement les cas suivants 4 considérer.**) 

1° Le faisceau déterminé par [ se compose de cédnes ayant le 
méme sommet. Mais alors on voit bien que [ est un cone a deux 
dimensions ayant ce méme sommet et que l'on peut obtenir en pro- 
jetant par un point queleconque de R, une courbe quartique gauche 
(de 1° espéce). La projection de ce cdne sur R, sera done un cone 
quartique ordinaire & deux génératrices doubles (ou cuspidales) distinctes 
ou coincidentes, que l’on peut obtenir en projetant par un point de R, 
une quartique gauche de 1° espéce de cet espace, ou, ce qui est la 
méme chose, une quartique plane a deux (ou trois) points doubles ou 
stationnaires, distincts ou coincidents. Il y a plusieurs espéces de 
tels cOnes comme de telles quartiques planes; mais comme celles-ci 


*) Ce cas particulier de la 10° espéce de Cremona se rencontre déja dans 
PAnal. Geometrie d. Raumes de Salmon- Fiedler. 

**) Voir nos Ricerche sui fasci di coni quadrici in uno spazio lineare qua- 
lunque, n° 27 (Atti della R. Acc. d. scienze di Torino, vol. XIX), 
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ont déja été étudiées et classifiées presque complétement (surtout si 
l’on y ajoute la note au n°3 de ce travail) par d’autres écrivains, nous 
pouvons omettre de nous en occuper. 


135. 2° Le faisceau déterminé par [ se compose de cones de 1° 
espece dont les sommets ont pour lieu une conique: ces cdnes con- 
tiennent alors le plan de cette conique et [ se décompose en consé- 
quence en ce plan et une surface du 3° ordre passant par cette coni- 
que. On voit trés-facilement que cette surface est réglée et qu'elle a 
une droite directrice coupée par toutes les génératrices, Ses projections 
sur R, sont done des surfaces cubiques réglées douées d’une droite 
directrice simple et d’une droite directrice double (projection d’une 
conique située dans un plan passant par le centre de projection). Pour 
une position convenable du centre de projection on peut obtenir que 
ces deux directrices coincident. On a ainsi les deux espéces de surfaces 
cubiques réglées de R,; mais comme M, Veronese®*) a déja appliqué 
pour |’étude de celles-ci la projection d’une surface cubique (réglée) du 
R,, nous ne croyons pas devoir insister la-dessus, 


136. 3° Le faisceau déterminé par [ se compose de cones de 1¢ 
espece dont les sommets ont pour lieu une droite m, c’est-a-dire de 
dnes touchés le long d’une génératrice commune m par un méme espace u. 
Dans ce cas il y a dans le faisceau deux cénes de 2° espéce: en effet cet 
espace w tangent au faisceau le long de m coupe les cénes suivant des 
couples de plans générateurs des deux systémes qui passent par m et forment 
une involution de plans du faisceau ayant m pour axe dans cet espace 
u, Cette involution aura en général deux plans doubles, le long des- 
quels w touchera les deux cones de 2° espéce du faisceau. Mais si 
ces deux plans doubles (et par suite ces deux cones) coincident, tous 
ces couples de plans auront un plan commun, c’est-a-dire nous aurons 
un faisceau de cénes ayant un plan générateur commun: nous retom- 
berons done dans le cas précédent. Nous pouvons done supposer que 
les deux cdnes de 2° espéce f, f, du faisceau et leurs plans de contact 
avec w soient distincts, 

Soient a et a, les arétes de /, f,: elles appartiendront 4 ces deux 
plans de contact de w avec ces cones et elles couperont m (c’est-a- 
dire [) en deux points différents, par chacun desquels devra passer 
chaque droite contenue dans [ (n° 58); d’od il suit que la surface [ 
ne contient d’autre droite que la droite double m. Chaque espace coupe 
[ en une quartique ayant sur m un point double dont les deux tan- 
gentes appartiennent aux deux plans générateurs situés sur u du cone 


*) Behandlung der projectivischen Verhdltnisse u. 8. w., n°* 57—60, 














432 Corravo Segre. 
du faisceau qui a le sommet en ce point: ce point double devient pour 
la quartique un point de rebroussement lorsqu’il est l’intersection de 
m avec a@ ou avec a,. Chacun des oo* espaces qui passent par m 
coupe encore [ en une conique appuyée sur m, car il coupe le faisceau 
en un faisceau de cdnes quadriques ordinaires se touchant le long de 
m et se coupant encore en conséquence en une conique appuyée sur 
m. La surface [ contient done oo? coniques. Par chaque point de m 
il eu passe une infinité et les plans qui les contiennent sont les plans 
générateurs du céne du faisceau qui a ce point de m pour sommet: 
aux deux systémes de plans générateurs de ce cdne correspondent donc 
deux différentes séries de oo! coniques de la surface passant par ce 
point, et en variant ce point sur m et en conséquence ce cone dans 
le faisceau on obtient oo! couples de séries de coniques, qui forment 
tout le systeme des co* coniques de [. Les relations entre les deux 
systemes de plans générateurs d’un céne de 1* espéce nous montrent 
que parmi les coniques qui passeut par un point quelconque M de m 
deux coniques ne se coupent pas ailleurs si elles appartiennent a la 
méme série et se coupent en un autre point si elles sont de séries 
différentes; mais deux coniques coupant m en deux points différents 
se rencontrent toujours en un point (le point d’intersection de leurs 
plans). La surface [ a deux plans tangents en un point quelconque 
M de m: les deux plans générateurs suivant lesquels w est coupé par 
le céne du faisceau ayant M pour sommet. Les coniques dans les- 
quelles ils coupent [ se réduisent & la droite m comptée deux fois, et 
on voit que les deux séries de coniques de [ qui passent par M se 
distinguent en ce que les tangentes en M aux coniques d’une série 
appartiennent a l’un de ces deux plans tangents a [, tandis que les 
tangentes aux coniques de l'autre série appartiennent a l’autre plan 
tangent. Tous ces couples de plans tangents & [ dans les points de 
m forment, comme nous avons déjai remarqué, une involution dont les 
plans doubles sont les plans ma, ma, dans lesquels les cOénes de 2° 
espece f, f,; sont touchés par mu. Donec dans chacun des deux points 
ma, ma, les deux plans tangents 4 [ coincident respectivement dans 
ces plans doubles, et les coniques de [ passant par l’un ou J’autre de 
ces deux points forment seulement plus une série correspondant au 
systéme des plans générateurs d’un cdne de 2° espéce. 

Les espaces tangents aux variétés du faisceau en un point quel- 
conque de [ se coupent dans le plan tangent en ce point a fT et 
chacun d’eux coupe [ en deux coniques appartenant aux deux différentes 
séries qui correspondent au céne ayant cet espace tangent. Dzailleurs 
le plan tangent a [ coupe les cénes du faisceau suivant des couples 
de droites d’une involution dont les droites doubles sont celles de con- 
tact de ce plan avec /,/,. Donec les tangentes en un point quelconque 
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de [ aux couples de coniques qui appartiennent aux oo! couples de 
séries forment une involution, dans laquelle les droites doubles sont 
les tangentes aux coniques des deux séries doubles, c’est-i-dire les 
deux tangentes 4 [ qui coupent a et a,. 


137. Projetons maintenant [ sur R, et soit m le cdne du faisceau 
qui passe par le centre de projection P et que nous supposerons avant 
tout différent de f, f,. Les deux plans générateurs de @ qui passent 
par P coupent [ en deux coniques passant par le point de m qui est 
le sommet de g: la projection de m et les projections de ces deux 
coniques seront donc trois droites doubles d, d,, d, se croisant en un 
point triple pour la surface S projection de [. Done celle-ci est une 
surface de Steiner du 4° ordre et de la 3* classe.*) Et des propriétés 
vues de [ nous concluerons des propriétés de cette surface. Aiunsi elle 
contient oo? coniques, chaque plan tangent la coupant suivant deux 
de ces coniques: toutes ces coniques rencontrent les 3 droites doubles. 
Par rapport 4 l'une (quelconque) d des trois droites doubles on peut 
diviser ce systéme doublement infini de coniques en oo! couples de 
sériés simplement infinies: les coniques d’un couple de séries passent 
par un méme point de cette droite double, mais celles d'une série y 
passent dans l’une et celles de l’autre série dans Vautre des deux 
nappes de la surface qui passent par cette droite double. Les plans 
des coniques de ces deux séries (dont chacun contient une conique de 
lune série et une de l’autre série) enveloppent un cdne quadrique (de 
Kummer): en faisant mouvoir le point de la droite double par lequel 
passent ces deux séries de coniques ce cOne quadrique varie aussi et 
les plans tangents @ ces oo! cdnes sont les plans tangents de la sur- 
face de Steiner. Les couples de plans tangents a la surface dans 
les points de d forment une involution dont les plans doubles sont 
tangents en deux points-pinces ded. Pour chacun de ces deux points 
(projections des points ma, ma,) les deux séries de coniques qui y 
passent se confondent en une seule et les plans qui contiennent ces 
coniques passent par une méme droite ¢ ou ¢, (la projection de a ou 
de a,). Mais comme par le point P passent deux espaces tangents a 
f ou a f;, on voit que parmi les plans qui passent par ¢ ou par ¢, il 
y en a deux qui touchent S le long d’une conique. La surface S est 


*) Quant au fait que la classe de cette surface est 3 nous pouvons le prouver 
en remarquant qu'elle sera la méme que pour la projection de [ faite par un 
point de [, projection qui est une surface cubique régliée, car les coniques de [ 
qui passent par ce point sont projetées sur R, suivant des droites. — On voit 
ainsi un lien étroit entre la surface de Steiner et la surface cubique réglée, 
d’ou l’on a une explication de la ressemblance entre leurs représentations planes 
que M. Cremona a mise en vue (dans le travail que nous citerons bientdt). 
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done touchée le long de coniques par 4 plans et on voit que les couples 
d’arétes opposées du tétraedre qu’ils déterminent sont coupés respective- 
ment par les trois droites doubles dans les couples de points-pinces 
de celles-ci. Par un point quelconque de la surface passent oo! coni- 
ques et on peut les grouper en couples de facon que deux coniques 
du méme couple se coupent aussi sur la droite double d: alors 
les tangentes en ce point & ces couples de coniques forment dans 
le jplan tangent a S un faisceau en involution, dans lequel les 
droites doubles sont les deux droites du faisceau qui s’appuient sur 
les deux arétes opposées c, ¢, du tétraédre, et un couple de droites 
conjuguées est celui des tangentes principales de la surface en ce 
point, c’est-i-dire des tangentes en ce point aux deux coniques 
d'intersection de la surface avec le plan tangent. — Ainsi |’on pourrait 
encore obtenir facilement d’autres propriétés de la surface de Steiner, 
surtout celles qui ne sont pas symétriques par rapport aux trois droites 
doubles: par exemple les sections de [ faites par des espaces quelcon- 
ques nous donnent immédiatement par la projection co‘ courbes quarti- 
ques sur S, dont chacune a un point double sur !’une d des droites 
doubles et coupe en deux points chacune des deux autres, etc., etc. 
Mais passons plutOt aux cas particuliers de la surface S. Remarquons 
seulement qu'elle a 6 systemes de oo! inversions fondamentales coni- 
ques dont les centres sont sur une aréte du tétraédre considéré et les 
cones directeurs passent par les trois droites doubles; cette surface de 
Steiner peut se construire en transformant par une inversion conique 
une quadrique tangente dans le sommet du cone directeur au plan 
d’inversion. 


138. Supposons maintenant que la variété m du faisceau qui passe 
par le centre de projection P soit lun des deux cénes de 2° espéce, 
par exemple f,. Alors la projection S° de [ aura dans la projection 
de la conique de [ située dans le plan générateur de /,; qui passe par 
P une droite bidouble d, (n° 59) le long de laquelle deux nappes 
différentes de la surface touchent un méme plan @g; les deux points 
triples, qu’a en général une droite bidouble d’une surface du 4° ordre, 
coincideront dans le point d’intersection de d, avec une autre droite 
double d (projection de m) de S’. Cette surface sera ce cas particulier 
de la surface de Steiner que l'on obtient en supposant que deux 
droites doubles de celle-ci s’approchent entre elles jusqu’aé coincider. 
Elle contient encore oo? coniques, que |’on peut grouper par rapport a la 
droite double d en oo! couples de séries jouissant toujours des mémes pro- 
priétés. Mais outre g qui touche S’ le long de la droite d, (comptée 4 fois) 
il n’y a plus que deux plans qui touchent S’ le long de coniques: leur 
droite d’intersection coupe d dans son point-pince. En effet les deux 
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espaces tangents a /, menés par P coincident dans l'espace tangent en 
P af, (espace qui coupe R, en g), tandis que les deux espaces tangents 
a f menés par P sont distincts et coupent R, suivant les deux plans 
doubles nommés. 

On peut obtenir cette méme surface en prenant P encore comme 
au n° précédent sur une variété queleonque du faisceau, mais en outre 
sur l’espace uw tangent a tout le faisceau le long de m. Alors la pro- 
jection de la conique de F située dans |’un des deux plans générateurs 
de cette variété qui passent par P (dans celui qui appartient A w) 
coincide avec la projection de m et donne lieu & la droite bidouble de 
la surface projection, tandis que la projection de la conique située 
dans l’autre plan générateur donne lieu a la droite double. 


139. Si enfin P se trouve soit sur f,, soit sur w, c’est-i-dire sur 
le plan générateur de f, qui passe par m, alors on voit que les trois 
droites doubles de la surface S” projection de [ coincideront en une 
seule droite tridouble (dosculation de deux nappes) d. Comme chaque 
espace passant par P coupe [ en une quartique gauche ayant un point 
double sur m et telle qu'un autre sommet de céne quadrique passant 
par elle est en ligne droite avec ce point double et avec P, on conclut 
que chaque section plane de notre surface S” a en d un point d’oscu- 
lation de deux branches, dont Ja tangente appartient 4 un plan fixe @ 
(intersection de w avec f,). Des deux espaces tangents a f menés 
par P lun est a-présent uw. Done la surface S” n’a, outre le plan g, 
qu'un seul plan singulier qui la touche suivant une conique.*) 


140. Cherchons encore d’obtenir la représentation plane de la 
surface de Steiner S et de ses deux cas particuliers S’, S” par notre 
méthode. Comme sur [ il n’y a d’autres droites que m, cette méthode 
consistera & projeter [ par m sur un plau R,; projection qui est univo- 
que car chaque plan passant par m coupe encore [en un point. Un 
espace mené par m coupe [ suivant une conique et R, suivant une 
droite. Done les droites du plan R, sont les images des coniques de 
chacune de nos surfaces, Parmi les espaces passant par m il y a uw, 
qui contient les couples de plans tangents 4 [ dans les points de m. 
Done chacune des droites doubles de nos surfaces a pour image dans 
R, une droite dans laquelle chaque couple de points d'une involution est 


*) Les surfaces des n° 137, 138, 139 sont Jes réciproques des surfaces cubi- 
ques des espéces XVI, XVIII, XIX de Schlafli. — M. Cremona dans la note 
Rappresentazione della superficie di Steiner e delle superficie gobbe di terzo ordine 
su un piano (Rendiconti Ist. Lombardo, vol. LV, 1867) s’est aussi occupé des deux 
cas particuliers de la surface de Steiner que nous avons considérés (mais il dit 
que le premier de ces cas particuliers lui avait été fait remarquer par Clebsch), 
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Pimage d’un point de la droite double comme appartenant ad deux nappes 
différentes de la surface. Nous ne nous sommes pas bornés dans cet 
énoncé a la droite double d qui correspond & m, car chacune des 
deux autres droites doubles d,, d, avec tous ses points correspond 4 
une conique de [ avec ses points par couples d’une involution dont P 
est le pole; de sorte qu’en projetant par m sur R, l'on obtient aussi 
comme image de d, ou de d, une droite avec des couples de points 
dune involution. Cependant pour S’ comme au lieu des deux droites 
doubles d,, d, l'on a une droite bidouble dans laquelle celles-ci coin- 
cident, de méme dans sa représentation sur RF, deux des trois droites 
considérées coincident; et pour S” la droite tridouble aura pour image 
une droite dans laquelle coincideront ces trois droites, 

Chaque section de [ faite par un espace queleonque est une quarti- 
que ayant un point double sur m et appartenant 4 un cone quadrique 
ordinaire ayant le sommet en ce point. En la projetant done sur R, 
par m on obtient une conique coupant l'image de d en deux points 
conjugués de son involution. Une telle conique est donc l'image d’une 
quartique de S, ou S’, ou S”, ayant un point double sur d. En 
particulier les images des sections planes de chacune de nos surfaces 
formeront done une série linéaire triplement infinie de coniques (con- 
sidérées comme courbes du second ordre) coupant les images des droites 
doubles en des couples de points des involutions qui y sont déterminées. — 
On a ainsi les propriétés fondamentales de la représentation plane 
connue de la surface de Steiner et de ses cas particuliers, 


Invariants absolus des cyclides. Réalité de ces surfaces. 


141. Considérons dans R, une variété quadratique g, qui ne soit 
pas un cone et qui soit coupée par une autre F’,? et en conséquence 
par le faisceau qu'elle détermine avec celle-ci suivant une F,?*? que 
nous appellerons [. Alors si d’un point quelconque de R, on prend 
les espaces polaires par rapport aux variétés du faisceau, ils formeront 
un faisceau d’espaces (se coupant dans le plan polaire du point par 
rapport a [), et si lon fait varier ce point dans FR, tous les faisceaux 
@espaces que l’on obtient ainsi seront projectifs entre eux et avec le 
faisceau considéré de F,*. Pour chaque cone de 1° ou de 2° espece 
du faisceau des F,? il y a dans chacun de ces faisceaux d’espaces 
polaires un espace qui passe par son sommet ou par son aréte. Le 
groupe de tous ces espaces qui correspondent au groupe de cénes (de 
1° ou de 2° espéce) de notre faisceau est done projectif 4 ce groupe, 
c’est-a-dire il a les mémes invariants absolus que celui-ci: or ces in- 
variants absolus (rapports anharmoniques des quaternes d’éléments du 
groupe) jouissent de l’importante propriété de former justement un 
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systeme complet d’invariants absolus de [*). Et si au groupe des 
cones du faisceau on adjoint la variété g, c’est-d-dire si au groupe 
des espaces polaires relativement 4 ces cdnes on adjoint |’espace polaire 
par rapport & m, on obtient les invariants absolus du systéme formé 
par [ et , cest-i-dire des quantités telles que si elles sont égales 
pour deux /F',?*? de méme caractéristique situées sur g, on peut 
trouver une telle transformation projective de gm en soi-méme que ]’une 


9 


de ces F’,?-? se transforme dans |'autre. 

Si au lieu d'une seule F’,?-? on considére sur @ les co! F,?-? dans 
lesquelles gm est coupée par une série de variétés inscrites avee g dans 
une méme variété développable de la 4° classe, on démontre facilement 
que pour toutes ces F’,?-* les groupes des cones de 1° ou de 2° espéce 
qui y passent (et qui ont respectivement les mémes sommets ou les 
mémes arétes) ont tous les mémes rapports anharmoniques. 

On peut réduire les propositions regardant les invariants absolus 
de f a ne faire que des constructions sur m, en prenant sur @ le point 
dont on cherche les espaces polaires et en substituant & ces espaces 
leurs quadriques d’intersection avec m et au plan polaire du point par 
rapport & [ sa conique d’intersection avec g (conique commune & 
toutes ces quadriques). On construit facilement cette conique comme 
le lieu des points conjuguées harmoniques du point considéré de » 
par rapport aux couples de points dans lesquels [ est coupée par les 
droites de gm qui passent par ce point. 

Maintenant projetons par un point de sur R, et nous aurons 
pour les cyclides les propriétés suivantes. 


142. Par rapport 4 une cyclide queleonque chaque point A de 
l'espace a pour lieu de ses points conjugués harmoniques relativement 
aux couples de points, dans lesquels les droites passant par A et 
appuyées sur l’absolu coupent encore la cyclide, un cercle que nous 
nommerons le cercle polaire du point A. Aux co’ points de l’espace 
correspondent ainsi oo* cercles polaires par rapport & la cyclide donnée; 
et en considérant toutes les oo! cyclides d’une série homofocale on 
aura oo! cercles polaires. Or dans le faisceau des sphéres passant par 
un tel cercle ii y a pour chaque sphére directrice isolée de ces cyclides 
une sphére qui lui est orthogonale, tandis que pour chaque faisceau 
de sphéres directrices il y a dans notre faisceau une sphere qui est 
orthogonale 4 toutes celles-ci, c’est-i-dire qui passe par le couple de 
points (-sphéres) correspondant. Si l’on détermine ainsi un groupe de 


*) Cette proposition est une conséquence d’un théortme de M. Weierstrass 
sur le systéme de deux formes quadratiques. Voir le § 3 de la 2° Partie de notre 
Studio sulle quadriche etc. cité 4 pag. 322, 
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sphéres dans chaque faisceau ayant pour base l’un des oo‘ cercles 
polaires, tous ces groupes seront projectifs entre eux et auront pour 
invariants absolus les invariants absolus de la série homofocale con- 
sidérée de cyclides dans la géométrie des inversions, c’est-a-dire des 
quantités dont l’égalité pour deux séries homofocales de cyclides ayant 
la méme caractéristique est la condition nécéssaire et suffisante pour 
que l'on puisse transformer par des inversions l'une série dans |’autre. — 
Et si, au lieu de considérer tous les oo! cercles polaires, on considére 
seulement une cyclide déterminée et les co* cercles polaires des points 
de lespace par rapport a elle, alors il ne variera pas en passant de 
l'un & Tautre cercle polaire non seulement les invariants absolus du 
groupe considéré de sphéres passant par un tel cercle, mais ceux du 
méme groupe auquel on adjoigne la sphére nulle ayant pour centre le 
point dont ce cercle est polaire: et ces invariants seront les invariants 
absolus de la cyclide dans la géométrie des inversions. 

En particulier si le point dont on prend le cercle polaire par 
rapport a la cyclide se trouve sur celle-ci, ce cercle se réduit & un cercle 
nul ayant ce point pour centre et situé dans le plan tangent en ce point 
a la cyclide; le faisceau de sphéres se réduit au faisceau des sphéres tan- 
gentes en ce point a la cyclide et nous retrouvons alors, mais complétée, 
une proposition due (pour la cyclide générale) 4 M. Darboux, et 
que nous avions déja démontrée au n° 11. 

Ces théorémes nous donnent, par le simple examen de la caracté- 
ristique d’une cyclide le nombre de ses invariants absolus. Ainsi la 
cyclide générale [11111] en aura 3 (et sa série homofocale 2), les 
eyclides [2111] et [(11)111] en auront 2 (et leurs séries homofocales 
1, tandis que toutes les autres espéces de séries homofocales de cyclides 
n'ont plus d’invariants absolus), les cyclides [311], [221], [(11)21], 
{(21)11) et [(11)(11)1) en auront 1 seul, et enfin toutes les autres 
espéces de cyclides n’en auront aucun. 


143. Si la conique double des surfaces, que nous avons étudiées 
dans ce travail, est réelle, on voit facilement que toutes les différentes 
espéces de ces surfaces peuvent étre réelles. Mais si nous considérons 
les cyclides, dans le sens ordinaire de ce mot, c’est-i-dire des surfaces 
dont la conique double n’a pas de points réels (tout en appartenant a 
un plan réel et & des quadriques réelles), alors plusieurs de ces espéces 
de surfaces seront de leur nature imaginaires. En effet toutes les 
droites dune telle surface doivent en ce cas étre imaginaires (puis- 
qu’elles coupent Ja conique double), et afin que la surface puisse étre 
réelle elles devraient étre deux-i-deux imaginaires conjuguées. Or en 
revoyant nos résultats sur le nombre et la disposition des droites de 
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ces différentes surfaces, on voit que parmi les 18 espéces de cyclides 
les 8 suivantes 


(221), (82), [41], [5], (@1)2], (4Dj, (22)1], [82)] 

ne peuvent pas satisfaire & cette condition, de sorte qu’elles n’embrassent 
que des surfaces imaginaires. — Or la raison intime de ce fait nous 
est donnée par un théoreme de M. Klein*). Remarquons en effet 
que si la conique double d’une de nos surfaces est imaginaire, cette 
surface sera une projection d’une J’,?** par laquelle passe une variété 
quadratique (celle @ qui contient le centre de projection) ne contenant 
que des droites imaginaires. Or les variétés quadratiques générales a 3 
dimensions de l’espace a 4 dimensions ont leurs 00% droites réelles (variétés 
hyperboliques) ou imaginaires (variétés elliptiques) suivant que dans leurs 
équations canoniques (& variables réelles) la différence entre le nombre des 
carrés d’un signe et le nombre des carrés de l'autre signe est 1 ou3.**) Done 
afin qu'une, /’,?-* réelle [ puisse donner comme projection une cyclide il 
faut que pour une des variétés quadratiques passant par elle cette différence 
soit 3. Mais alors ce théoréme de M. Klein nous dit que le détermi- 
nant du faisceau de ces variétés quadratiques aura au moins 3 diviseurs 
élémentaires réels de dégrés impairs. Et comme chacune des 8 carac- 
téristiques que nous avons écrites ci-dessus contient moins de 3 dégrés 
impairs, il s’ensuit qu’elles ne peuvent appartenir & des cyclides 
réelles. — Les autres 10 caractéristiques contiennent bien au moins 3 
dégrés impairs, mais ce théoreme nous dit en outre que 3 de ces 
dégrés impairs doivent correspondre & des racines réelles du détermi- 
nant. De la on peut tirer plusieurs conséquences importantes pour les 
questions de réalité des cyclides: ainsi les cyclides réelles [11111], 
[2111], [811] ont (au moins) 3 cénes de Kummer réels (en entendant 
toujours par surface réelle une surface ayant une équation a coef- 
ficients réels), la cyclide [(21)11] a les deux cénes de Kummer réels, 
la eyclide de Dupin [(11)(11)1] a réels le céne de Kummer et les 
deux faisceaux de plans qui contiennent deux séries de cercles de cette 
surface, etc, ***) 


*) Voir le n° 16 de son Inauguraldissertation: Ueber die Transformation der 
allgemeinen Gleichung des zweiten Grades zwischen Liniencoordinaten auf eine 
canonische Form (réimprimé dans le tome XXIII des Mathematische Annalen.) 

**) En général on voit facilement qu'une forme quadratique 4 » variables, 
dont l’expression canonique contienne i carrés d’un signe et n — k carrés de signe 
contraire, représente dans R,_, une variété quadratique & n — 2 dimensions con- 
tenant seulement des espaces linéaires réels dont le nombre des dimensions est 
moindre que k et n — k. Cela donne, pour ainsi dire, la raison intime du théoréme 
dinertie des formes quadratiques, 

***) On sait qu'une congruence quadratique de droites peut étre considérée 
comme lintersection de deux variétés quadratiques de lespace 4 quatre dimen- 
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Tableau des surfaces du 4° ordre étudiées dans ce travail. *) 


Surfaces & conique double proprement dite. 


N°. | Caractéristiques | Classes 
1—31|) [11111] 12 |Surface générale. 
33 [2111] 10 | Surface & un point double conique. 
43 {311} 9 |Un point biplanaire de 1° espéce. 
38 [221] 8 | Deux points coniques. 
52 [41] 8 |Un point biplanaire de 2° espéce. 
47 [32] 7 |Un point conique et un point biplanaire de 
1° espéce. 
56 | [5] 7 |Un point biplanaire de 3° espéce. 


58,73) ((11)111] | 8 | Un couple de points coniques. , 
93 [(21)11)} 8 |\Un point biplanaire de 2° espéce (couple de 
points coniques coincidents). 
78 | [(11)21] Trois points coniques. 
98 [(21)2] 6 |Un point conique et un point biplanaire de 
2° espéce. 


oO 


Ce 


104 [(31) 1] 6 | Un point uniplanaire de 1° espéce. 

86 [(11)3} 5 |Un couple de points coniques et un point bi- 
| planaire de 1° espéce. 

111 [(41)] 5 |Un point uniplanaire de 2° espéce. 


sions (dont l’une représente le complexe linéaire contenant la congruence quadrati- 
que). La classification des congruences quadratiques se réduit done & celle de 
intersection de deux variétés quadratiques (dont lune doit étre considérée par- 
ticuligrement), Or comme dans ce travail nous avons fait cette derniére classi- 
fication, on peut dire que nous avons fait en méme temps implicitement celle des 
congruences quadratiques (classification que nous avions seulement ebauchée dans 
le mémoire cité & pag. 321, en la dérivant de celle des complexes quadratiques). 
Nous ne pouvons pas développer cette idée, qui montre un lien trés-étroit entre 
les différentes surfaces qui nous ont occupés et les différents cas particuliers de 
la surface de Kummer du 4° ordre et de la 4° classe, et qui porterait 4 des 
rapprochements trés-intéressants entre des surfaces qui, 4 premiére vue, paraissent 
n’avoir aucune relation entre elles. Au surplus ce lien et ces rapprochements 
peuvent étre établis dans chaque cas au moyen de la correspondance connue 
entre la géométrie (projective) d’un complexe linéaire et la géométrie (des in- 
versions) de l’espace ordinaire. (8S. Lie, Math. Ann, t. V). 

*) Dans ce tableau nous n’entendons pas donner un résumé du travail: par 
suite nous ne nommons que les particularités relatives aux points singuliers qui 
suffisent pour distinguer entre elles les différentes surfaces que nous nommons; 
mais dans le mémoire méme on a vu plusieurs autres propriétés relatives 4 ces 
surfaces et qui pourraient aussi servir 4 les distinguer entre elles. Nous avons 
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Surfaces du 4° ordre & conique double. 


N°S- | Caractéristiques | Classes 

116 |[{(11)(11)1] 4 | Deux couples de points coniques. 

122 {((21)(11)] 4 Un couple de points coniques et un point 
biplanaire de 2° espéce. 


127 [(22) 1} 4 |Surface réglée & conique et droite doubles de 
Vespéce Il. de Cremona, 
132 [(32)] 4 Surface réglée a conique et droite doubles de 


lespéce LV. de Cremona. 


Surfaces & conique cuspidale. 


66,74! [(11)111) 6 |Cas général. 
94 [(21)11] 6 | Les deux points-clos de la conique cuspidale 
coincident. 
79 ((11)21] 4 Un point conique. 
99 [(21)2] 4 Les deux points-clos coincident et la surface 
@ aussi wn point conique. 
105 [(8 1) 1) 4 Il y a un point dans lequel coincident les 


deux points-clos avec un point conique. 
|Un point biplanaire (de 1° espéce). 
Il y a un point singulier de coincidence des 
points-clos avec un point biplanaire. 


87 | {(11)3] 
112 [(41)} 


a.m ye 
“ 


Surfaces & deux droites doubles (se coupant en un point non triple). 


1-31} [11111}) | 12 Cas général. 


384} [1211] 10 Un point conique. 

44 | [131] 9 Un point biplanaire de 1° espece, 

39 | [122 8 Deux points coniques. 

53 [14] 8 |Un point biplanaire de 2° espéce. 

7 | [1(11) 11) 8 (Un couple de points coniques. 

95 {1(21)1| 8 \Un point biplanaire de 2¢ espece (couple de 


| points coniques coincidents). 
80 , [1(11)2| 6 | Trois points coniques. 
106) [1 (31)) 


| 6 | Un point uniplanaire (de 1° espéce). 


omis dans cette énumération quelques surfaces dont nous avons aussi parlé, mais 
qui peuvent étre regardées comme cas particuliers des espéces que nous avons 
dans ce tableau. 
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7 le bristi le 
NO: Caractéristiques | Classes 


117 |{1(11)(11)}| 4 


128 


40 
53 
8] 
107 


118 


128 


129 


82 
108 
119 


[1 


(22)| 


4 





Corravo Srare, 


Deux couples de points coniques. 


Surface réglée a trois droites doubles de 
lespéce V. de Cremona. 


Surfaces & une droite double et une droite cuspidale. 


f1(11)(11)] 


[1(22)] 


{1(22)| 


{1 (11)2] 


{1 


(3 1)] 
[1(11)(11)} 


Cas général. 

Les deux points-clos coincident. 

Un point conique. 

Le point conique du cas précédent va se poser 
sur la droite cuspidale. 


Deux points coniques. 


Surface réglée & deux droites (directrices) 
doubles et une génératrice cuspidale. 

Surface réglée & deux directrices coincidentes 
et une génératrice double. 


Surfaces & deux droites cuspidales. 


6 
6 
4 


Cas général. 
Cas particulier remarquable (voir le n° 108 cité). 


Un point conique. 


Surfaces & point triple par lequel passent deux droites doubles. 


35 


45 
41 
54 


48 
49 


[2 


re 
| 


~~! 


11] 
(221) 


111] 


_— 
— 


10 
9 
8 
8 


=~] «) 





Cas général; le point triple est planaire. 

Le point triple est triplanaire (de 1° espéce). 

Un point conique. 

Le point triple est un point triplanaire par- 
ticulier (de 2° espéce). 

Un point biplanaire de 1° espéce. 

Un point conique; et le point triple est tri- 
planaire (de 1° espéce). 

Le point triple est un point triplanaire par- 


» 


ticulier (de 3° espéce). 
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Surfaces du 4° ordre & conique double. 


N°8-  Caractéristiques Classes 

83 = (2(11)1] 6 Un couple de points coniques. 

100 [2(21)] 6 Un point biplanaire de 2° espéce (couple de 
points coniques coincidents). 

88 [3(11)] 5 | Le point triple est triplanaire; et il y a un 
couple de points coniques. 


Surfaces & point triple par lequel passent une droite double et une 
cuspidale ou deux droites cuspidales. 


50 [32] 7 Une droite double et une droite cuspidale. 

57 [3] 7 Le point-clos coincide avec le point triple. 

89 (3(11)] | 5 Outre ces droites la surface a un point conique. 

90 (3(11)] | 5 | Par le point triple passent deux droites cus- 
pidales. 


Surfaces & point triple par lequel passent trois droites doubles. 


~1 


13 3 |Cas général: surface romaine de Steiner. 
138 3 | Deux des droites doubles coincident. 
139 3 | Les trois droites doubles coincident. 


Surfaces 4 droite bidouble (contenant deux points triples distincts ou 


coincidents). 

76 | [Gilli] | 8 |Cas général: les deux points triples sont 
planaires. 

96 (21) 11] 8 Les deux points triples coincident (en un point 
triplanaire). 

84 ((11)21) 6 Un point conique. 

101 ((21)2] 6 Les deux points triples coincident et il y a 
un point conique. 

109 [(81) 1) 6 Les deux points triples coincident en un point 
dont deux plans nodaux coincident. 

91 [(1 1)3] 5 | Un point biplanaire de 1° espéce. 

113 [(41)] 5 Le plan nodal double du point triple de l’avant- 


dernier cas touche le long d’une droite simple. 


120 {[(11)(11)1]| 4 Un couple de points coniques. 


123) [(11)(21)] 4 Un point biplanaire de 2° espéce. 
124 | ((21)(11)} 


c= 


Les deux points triples coincident, et il y a 
un couple de points coniques. 


29* 
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Surfaces & droite cuspidale de 2° espéce. 


N° | Caractéristique Classes 

102 [(21)2] 6 Cas général: il y a sur la droite un point triple 
et un point d’osculation de deux nappes: 

114 [(41)] 5 Les deux points nommés coincident en un 


point triple uniplanaire. 
125 | |(21)(11)] 4 Un point conique. 


Surfaces (réglées) & droite triple. 


130 ((22)1] 4 (Cas général: surface réglée de l’espéce III. 
de Cremona. 

133 \(3 2)) 4 (Surface réglée de lespece X. de Cremona et 
cas particulier. 


Turin, le 8. April 1884.*) 


*) Pendant Vimpression de ce travail est paru, dans ce méme tome XXIV 
des Math. Annalen, le mémoire de M. Rohn: Ueber die Flichen vierter Ordnung 
mit dreifachem Punkte, dans lequel on trouve aussi celles parmi nos surfaces qui 
sont douées de points triples. Cependant elles y sont étudiées & des points de 
vue tout-a-fait différents du nédtre, de sorte qu'il n’y a presque pas dans notre 


travail de véritables répétitions de résultats déja contenus dans ce mémoire, — 
En finissant je veux remercier M. Rohn méme, et aussi M. Klein, pour quelques 
conseils, qu’ils ont bien voulu me donner aprés la lecture de mon manuscript, et 
dont j’ai profité dans la correction des épreuves. (Octobre 1884.) 
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Sur les intégrales rationnelles de l’équation de Kummer. 
Par 


KE. Goursar a Toulouse 


Dans deux notes insérées aux Comptes-Rendus de | Académie des 
Sciences (18 Février et 10 Mars 1884), j’ai indiqué une méthode 
vénérale pour étudier les intégrales de )’équation du troisi¢me ordre, 
due & M. Kummer, qui sont des fonctions ratiounelles de la variable, 
et énoncé les principaux résultats auxquels j’avais été conduit. Je me 
propose de donner dans ce travail une démonstration simple de ces 
résultats. 

1. Considérons deux équations linéaires du second ordre 


d?y dy 
(1) at +P apt ay =9, 
‘ dv dv . 
(4) ae + Pat Gom 2, 
lot p et g sont fonctions de z, P et Q fonctions de ¢. On peut toujours 
en posant « = g(t), v = wy, ov @ et w sont des fonctions convenable- 


ment choisies de ¢, passer de |’équation (1) a ’équation (2); ces fone- 
tions x et w seront déterminées par les équations simultanées 


: mae diel : 
8) po — 2 — 22 4p, 
fa w > w 

= _—_ ) 
(4) qa a I Se 


Liélimination de w conduit 4 une équation du troisieme ordre pour 
déterminer 

rb i 8 (x \2 P L » aAp\ +5 ¢ 1 ym aP . 
©) — a G)+@r— ye Ge 20- a P— a 


si cette derniére admet pour intégrale une fonction rationnelle de ¢, 


, € w : q . . 
la formule (3) montre que > Sera aussi une fonction rationnelle, et 


‘intégration de Péquation (2) sera ramenée a Vintégration de Péqua- 
tion (1). 
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L’équation de M. Kummer est un cas particulier de )équation (5) 
que l’on obtient en prenant 





_ a 6 _ Av®+Bre+C 
p= x“ + xe 1? q= ava — 1)? ? 
o o A’?+B i+ C’ 
ioe + 7.2 “e—1)* 


les équations (1), (2) et (5) prennent les formes suivantes: 


> a » a®y ss a) oe da 

(6) a? (x —1 4% + [(9 +6) 2—e]a(e—1) $Y 
+(Az’?+Be+C)y=0, 

- m >» & P F . dv 

(7) e(t—1P So +[(e'+ ot — eo] t(t—1) 4 


+(A?+Bi+C’)v=9, 
(8) x ae : (Sat (1 — v®) we? + (42+ »? — w?§— 1)a4+1—2 a’? 


% ayy 2a? (a — 1)? 
(1 — 9") 2 + (22+ 9? — wt — 1) ¢4+ 1-27"? 
had 2t?(t—1)* , 


22, w*, v*, 4 *, w’*, v'? ayant les valeurs 

2 =(9 —1)?—4C, w’ =(6—1P—4(A+B+40C), 

*==(9—1)?—4C’, w?=(e —1)?—4(4 4+ B+0C), 
v? =(9 +6 —1)*—4A, 
v?=(9' +o —1)*—4A/. 

Ces quantités 4, uw, v, 4, w’, v’ ont une signification importante: 
4, par exemple, est égal a la différence des racines de |’équation déter- 
minante fondamentale de |’équation (6) relative au point critique s=0, 
et de méme pour les autres. Les équations (6) et (7) se rameénent par 
une transformation facile, comme on sait, a léquation de la série 
hypergéométrique; de sorte que, & chaque solution du probléme pro- 
posé, correspond une transformation d’une série hypergéométrique en 
une autre ot la variable est une fonction algébrique de la variable qui 
figure dans la premiere, abstraction faite de facteurs qui sont eux- 
mémes des fonctions algébriques de la variable. 

2. Soit « = q(t) une solution rationnelle de l’équation (8); on 
obtiendra la méme équation soit en faisant le changement de variable 
2 = g(t) dans léquation (6), soit en posant v = wy dans |’équation 

eo . ‘ . ‘ R 
(7), =, ant une fonction rationnelle de ¢ donnée par la formule 
(3). Soit 

i dy 
9 “7 4», Y 4 gy=0 
(9) dt? +P det uy 


la transformée de (6) obtenue en posant = g(t); cette équation aura 
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comme la premiére ses intégrales régulicres et par suite, d’aprés les 

travaux bien connus de M. Fuchs, le coefficient p, n’aura que des 

poles du premier ordre, ce qu’on peut aussi vérifier directement. 
D’autre part, on aura d’apres l’équation (3), 


e" a’ 
p= 

Ao 
e 


we ; 































expression de la forme 


e. 
w= (a — a;)*. 
Sa= 
On voit immédiatement quel sera l’effet du changement de fonction 
v= wy sur l’équation (7); si a est une valeur de a, différente de 
0, 1, co, Péquation obtenue admettra dans le domaine du point z=a 
deux intégrales particuliéres distinctes de la forme 





y, = («#—ay P,(a—a), y, = (w—ayt' P,(xz—a), 


P, et P, étant holomorphes dans ce domaine et différents de zéro 
pour z =a. Le probleme que nous avons en vue peut done étre posé 
ainsi: Quelles doivent étre les propriétés de la fonction rationnelle 
g(t) pour que l’équation (9) déduite de léquation (6) par le change- 
ment de variable x = g(t) satisfasse 4 la condition suivante: dans le 
domaine de tout point a, différent de 0, 1, co, elle admet deux inte- 
grales linéaircment distinctes appartenant a des exposants différents d'une 
unite, et ne contenant pas de logarithme? 

Cette condition nécessaire est d’ailleurs suffisante; car, si elle est 
remplie, il est aisé de trouver une transformation de la forme y = ~. 
qui raménera & une équation de la forme (7). 

3. On peut maintenant découvrir les propriétés qui caractérisent 
la fonction rationnelle g(t). Soit @ une valeur de ¢ différente de 0, 
1, co et soit b la valeur correspondante de x; deux cas sont a distin- 
guer suivant que la valeur b est elle-méme, ou non, différente de 
0, 1, @&. 

1 Cas. Soit b différent de 0, 1,00. Dans le domaine du point 
x = b, léquation (6) admet deux intégrales particuliéres distinctes de 
la forme suivante 

y= 1+ a, (%—b) —+<% 

Y2 = («& —b) + By (w—b)? + «>> 
Soit m lordre de multiplicité de la racine ¢ = a de l’équation o(t)—=b} 
on aura 


a—b=y, (t—a)™+ y,(t—ay"t2 +... 
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y, Stant différent de zéro, et l’équation (9) admettra dans le voisinage 
du point ¢ = a les deux intégrales particuliéres 


y =1+ay(t—a"+-:-:, 
aaa Y(t— ay’ + -:- 
appartenant aux exposants 0 et m. Il faudra done que m soit égal a 
Punité ou que ¢ =a soit racine simple de )’équation g(t) = b. 
2eme Cas. Soit b=, et soient rv, 7 les racines de |’équation 
déterminante fondamentale de |’équation (6), relative au point critique 
x =0O; il est clair que l'intégrale générale ne devra pas contenir de 
logarithme dans le domaine de ce point, car |'intégrale de |’équation 
(9) en contiendrait également dans le domaine du point ¢ =a et par 
suite ne pourrait satisfaire & la condition reconnue nécessaire. L'éqva- 
tion (6) admettra les deux intégrales particulitres 
y=a {1+ ae+---}, 
y= a” {1 + By x + hal \, 
soit m le degré de multiplicité de Ja racine ¢ = «a de l’équation p(t)—=0: 
on aura comme tout-i-l’heure 
z= %(t—a" + r(¢—ayt $+ 
y, étant différent de zéro, et l’équation (9) admettra dans le domaine 
du point ¢ = a les deux intégrales particuliéres 


y, = (t—a)”” {1+ 0, (t—a) +--+}, 
y, = (t—a)™” {1 + & (¢—a)+-:- }, 


appartenant aux exposants mr et mr’. Il faudra done que Ion ait 
mr’ — mr = 1, ou que la différence 7’ --- r soit Vinverse d’un nombre 
entier, foreément supérieur A lunité, Si a’ est une autre racine de 
Yéquation g(t) = 0, différente de 0, 1, co et m’ son degré de multi- 
plicité on devra avoir aussi m’ =~, . ; et par suite m =m. Le méme 
raisonnement s’applique aux racines des équations m(t)—1, p(t) oo, 
et en résumé, pour qu’une fonction rationnelle g(t) puisse étre une 
intégrale de l’équation de Kummer, il faut et il suffit qu'elle possede 
les propriétés suivantes: 
1°. Pour toute valeur de b, différente de 0, 1, ov, les racines 
de Véquation g(t) = b, qui ne sont ni O, ni 1, ni oo, sont 
racines simples ; 
2°. Les racines des trois equations p(t)=0, p(t)=1, p(t) =~, 
qui ne sont ni 0, ni.l, ni oo, sont racines multiples, au 
méme degré de multiplicité pour chacune d’elles. 
Etant donnée une fonction rationnelle jouissant de ces propriétés, 
les valeurs correspondantes de 4, uw, v, 4’, w’, v sobtiendront comme 
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il suit; si Véquation g(¢)—0 admet une racine multiple d’ordre 
m, différente de 0, 1, oo on devra avoir A am, Si aucune des 
racines de cette équation n’est différente de 0, 1, oo, A n’est assujetti 
i aucune condition et on trouvera de méme uw et v. Une fois A, uw, v 
convenablement choisis, 4’, uw’, v’ sobtiendront par des considérations 
analogues; par exemple, si l’équation g(t) = © admet la racine t = 0 
au degré x de multiplicité, la différence des racines de ]’équation 
déterminante fondamentale de |’équation (9) relative au point critique 
t=O sera rd et, comme cette différence ne change pas quand on 
passe de l’équation (9) & l’équation (7) on aura aussi 4’? = A??7°, 

Tous ces résultats peuvent étre établis en partant de |’équation 
(8) elle-méme; la méthode précédente m’a semblé préférable 4 cause 
de sa simplicité, 

4. Le probleme d’algebre auquel on se trouve ramené comprend 
plusieurs cas. Je considére d’abord le cas général, celui oi les valeurs 
0, 1, co de ¢ correspondent aux valeurs 0, 1, oo de w, de fagon que 
’équation (7) admette véritablement les trois points singuliers ¢t = 0, 
t=1,t=—co. Soit x= g(t) une fonction rationnelle répondant a 
la question; désignons par P, Y, Ft trois fonctions entiéres de ¢ sans 
facteurs communs ni facteurs multiples, n’admettant pour racines ni 
0, ni 1, et par 7,, 2,, 2, trois expressions de la forme t(t— 1)’, r ets 
étant des nombres entiers positifs ou nuls. On aura, d’aprés ce qu’on 
vient de voir, 

a ae 

m, RY mR? ’ 

ce qui entraine l’identité 
(10) a, Pm — 21, Q" =a, fh?. 
Soient m’, n’, p les degrés des polynomes P, Q, R; m, n, p seront 
des nombres entiers positifs, sauf dans le cas ot le degré du polynéme 
correspondant serait nul, et dans ce cas ces nombres seraient arbitraires. 
Je remarque encore que les facteurs ¢ et 1 — ¢ ne figurent que dans 
lun des produits 2,, z,, x, et que l'un des trois termes de l’identité 
(10) est dun degré inférieur 4 celui des deux autres, de fagon que 
pour ¢ = oo, & ait |’une des valeurs (), 1, ow. 

A chaque intégrale rationnelle de l’équation de Kummer corre- 
spond une identité de la forme (10), mais la réciproque n’est pas vraie- 
Prenons par exemple lidentité 


(?@+t—1)?—(#@—t+1?=—= 4? (¢— 1), 
qui est bien de la forme (10); cependant la fonction rationnelle 


we Rett 
adame (z —§4-3 ) 
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ne répond pas & la question, car l’équation 


e+e ty? a 25 
(e—a41 7 ye 


admet la racine double ¢ = 2. Plus généralement la fonction rationnelle 


> 


fe +e-1" ? 
: \e"—@-1)" f 


ne convient pas au probleme, si » est différent de n’, quoique lidentité 
a 3 = {se PRD vn Y fn | n' 
fe -+ 1)" } {é t—1)*} 4 i" (t — 1) 

soit bien de la forme (10). Il en serait de méme de la fonction rationnelle 


{e™4 (t- 1)" + 4j he -—1)"} 

+ (t— 1"  agee™(e— yh PP? 
ou j, j* désignent les racines cubiques imaginaires de lunité, et on 
pourrait multiplier les exemples, Il y a donc lieu de rechercher 4 
quelles conditions une identité de la forme (10) donne une intégrale 
de l’équation de Kummer. Appelons N, N’, N” les nombres des 
racines des trois équations g(t)—U, m(t)—1, p(t) co qui ont 
une des valeurs 0, 1, co, chacune étant comptée avec son degré de 
de multiplicité; entre les nombres m, n, p, m’, n’, p', N, N’, N’, 
on a d’abord les relations évidentes: 
N+ mu = N’ + nn = N” + pp, 


(11) , ; , 
N+N'+4+ N’>3. 


Je vais maintenant démontrer qgu’on doit avoir en outre entre ces 
quantités la relation 


(12) N + (m—2) m’ + N’+ (n—2) nm = 2p 4+ 2. 


On trouvera dans la note déja citée (Comptes-Rendus 10 Mars 1884) 
une démonstration de cette formule; on peut l’établir directement 
comme il suit; «= g(t) étant une intégrale rationnelle de |’équation 
(8), formons |’expression 

da 2 
Car) 


? 


x (a —1) 
on a 
dx y 
ae n2 RPT? 


Y désignant une fonction entitre qui admet les deux expressions 
suivantes : 





nt 
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Y = pe [*: {mx, P’ + xP} R—2,P {px, Rh + x, R}|, 


= @—'la,Ringw,QY + 2,'Q} — a, »z, FR +2, Ri}. 
3 2 2 Ve 2 Ps 3 4%) 


Par suite, on aura aussi 


fies aw 
“(3 1 


\ =» Sy 1, * %* s"- Pp”. Q" - R ? 

mais les deux expressions de Y montrent que le carré Y? est divisible 
par P™ et par Q". De méme, le facteur # entrant dans l'un des pro- 
duits 2,, ,, 2,, Y contiendra le facteur ¢—'; tout pareillement le 
facteur (1—#)* appartenant i l'un des produits z,, 2,, a,, ¥ contiendra 
le facteur (1—#)*-*. Il en résulte que par la suppression de facteurs 
communs au numérateur et au dénominateur, on peut toujours écrire 

(33 2 
‘ dt ) (t 
(13) : 


x(a — 1) e(¢— 1)? Re? 


v(t) étant une fonction entiere de ¢. L’intégrale générale de l’équation 
(13) est 


/ Vwie) ” 
1 os 1, t(t—1)R de 
t— st) a(x — 1)—Ce 


? 
le degré du polyndme w(¢) ne pourra dépasser 2p’ + 2, car, s'il dépas- 
sait cette limite, l’intégrale détinie | Tee dt serait infinie comme 
* (a étant positif) pour t= oo, et ce point t= oo serait un point 
singulier transcendant pour Tintégrale générale de l’équation (13). 

Si cette limite n’est pas atteinte, la valeur ¢ = co doit correspondre 
& une des valeurs 7 =0, «= 1; car si pour too on avait aussi 
x% = oo, les deux membres de |’équation (13) seraient de formes dif- 
férentes dans le voisinage de ce point. Soit D le degré de w(f); si 
D<2p' +2, Yune des équations g(t) =U, p(t) = 1 admettra la 
racine t= oo. Supposons que ce soit la premiere et soit D’ son degré 
de multiplicité. Dans le domaine du point ¢ = oo, le premier membre 
de )’équation (13) sera de la forme 


1\D’+2 1 | 
( t ) Pi ( t ): i 
et le second membre de la forme 


yr Ce) 


gy, et g, étant holomorphes dans ce domaine et différents de zéro pour 
t= oo, On devra done avoir 
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D +2—2yp +4—-—D, 
ou 
D=2p +2 — D. 

Les expressions ci-dessus de ~ montrent que l’équation y= 0) 
ne peut avoir aucune racine commune avec |’équation 2,2 = 0, Done 
toutes les racines de |’équation ~» =O doivent appartenir a l’une des 
deux équations (t) 0, g(t) 1, puisque pour toute valeur b de 
“Z correspondant & une de ces racines |’équation g(t) = b aura néces- 
sairement une racine multiple. Si ¢—a est une racine de P= 0, 
Y? contiendra le facteur (¢ — a)*”"-* et wy le facteur (¢ — a)"-*; de 
méme si z, contient le facteur ¢, ? contiendra le facteur #’-? et » 
le facteur ¢. Il en serait de méme du facteur (f — 1)* et des racines 
de l’équation g(¢) = 1. En rapprochant ces diverses propositions, on 
en conclut la formule (12) qu’il s’agissait de démontrer. 

5. Réciproquement, si dans une identité de la forme (10) ov 
P, Q@, R sont sans facteurs multiples ni facteurs communs et n’ad- 
mettent aucun des deux facteurs ¢, /—1, les nombres m, n, p, m’, ete. 
vérifient la relation (12), & cette identité correspond une intégrale 
rationnelle de l’équation de Kummer. II suffit de répéter le raison- 
nement qui vient d’étre fait; posons 

x, P™ 

aR? 
et formons par léquation (13) le polynOme w(t) qui sera au plus du 
degré 2p’ + 2. Mais, d’aprés la relation (12) qui est supposée satis- 
faite, nous connaissons 2p’ + 2 racines de |’équation y(t) =O, en 
considérant ¢ = oo comme une racine si Je degré est inférieur a 
2p + 2. Il en résulte que toute équation p(t) = b, ot b est différent 
de 0, 1, co n’aura que des racines simples; car une racine multiple 
devrait annuler la dérivée et par suite appartenir a l’équation w(t) = 0. 
Le méme mode de raisonnement prouve que si, l’équation (12) est 
satisfaite, les polyndmes P, Y, R n’auront que, des racines simples, 
car une racine! multiple de l’équation P =O par exemple devrait 
appartenir @ léquation w(¢) =O a un degré de multiplicité supérieur 
& m — 2; ce qui n’est pas compatible avec la relation (12). 

Les équations (11) et (12) entrainent les suivantes que l’on pourrait 
aussi établir directement en faisant porter le raisonnement sur les 

1 


° 1 
fonctions ou —; 
# 1— zx 


N + (m— 2) m’ + N” + (p—- 2)p = 2n' +2, 

N’+- (n —2) nw’ + N” + (p — 2) p’ =2m'+ 2. 
A tout systeme de solutions en nombres entiers et positifs des 
équations (11) et (12) correspondent en général une ou plusieurs 





e 






























Sur I’équation de Kummer, 453 
identités de la forme (10) et par suite une ou plusieurs intégrales de 
’équation de Kummer, En effet, désignons par D le nombre entier 
D=N+mm =N'+nn =N" + pp, 
qui est égal au degré de la fraction rationnelle & déterminer; |’équation 
(12) peut s’écrire, en divisant par 2, 
D=m+un+yp+1. 

I] suit de li que, si on veut calculer les polyndmes P, Q, R par 
la méthode des coefficients indéterminés, le nombre des équations sera 
précisément égal au nombre des coefficients arbitraires. Le probléme 
est done déterminé. 

Remarque 1. A chaque identité de la forme (10), la relation (12) 
étant vérifiée, correspondent plusieurs intégrales de l’équation (8); on 


. " , 1 1 
les obtient, soit en changeant dans l'une d’elles ¢ en 1 -—#, + 3% 
: ¢—1 soit en changeant sen 1— 2, 1, —! .. _—- 
é—-1°  ¢ ? —— “? @? 1—@’) @e=—f" “a ? 


soit en faisant les deux opérations simultanément. 

Remarquve \l. Etant donnée une idendité queleonque de la forme 
(10), la somme N + (m — 2) m + N’ + (n — 2)m’ sera au plus 
égale & 2p’ +2; le cas que j’ai en vue est précisément celui od 
cette limite supérieure est atteinte. Si 

N + (m — 2) m + N’ + (n — 2) oh = 2p’ + 2 — 20,7 
le probleme n’est plus déterminé, puisqu’on a 0 coefficients arbitraires 
de plus que d’équations de condition. On voit done qu’il existe une 
infinité de formules de la forme (10) qui ne répondent pas i la 


question et qui contiennent un ou plusieurs paramétres arbitraires, 
Telle serait la formule 


{i + a(t — 1)" }2— { — a(t — 1)" 2 = 4at(t — 1)", 


- & 


.C 

), oi m est différent de n’ et a un paramétre arbitraire. 

st 6. La discussion des équations (11) et (12) comprend plusieurs | 

s, vas , dont les plus simples fournissent les transformations déji connues 

it de la série hypergéométrique. 

ir 1” Cas. Soit m' =n’ = p’=0; on aura forcément N= N’= N” =1, 
et on a les substitutions bien connues | 

1 1 t t—1 ' 

. rot, c=—l1—t, Py ee ae oe ae eer Roos 
qui ont lieu, quels que soient A, uw, v. | 

Qeme Cas. Soit m’ 40, n’ = p’ =O; les équations (11) et (12) 
deviennent 
N + N’ + (m — 2) m' =2, 
N + mm’ = N’ = N", 
les 


N+ N'+N’>3, 
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et le seul systeme de solutions, ett N=0O, N'’ = N” =2, m=2, 
m —=1. Les identités correspondantes se raménent toutes a la suivante 
(14) (2¢ — 1)? —1 — 4¢(t — 1); 
les transformations qui sen déduisent ont été données par M. Kummer 
(Journal de Crelle, tome XV). 

3 Cas. Soit m’ 4 0, n’ + 0, p =O. Les équations (11) et 
(12) deviennent 

N + (m — 2) m’ + N’+ (n— 2)n' = 2, 
N+ mm = N' + nn =N", 
N+N'+N">3; 


elles admettent les systemes de solutions ci-dessous: 


nr=nr = 


2, n=m+1, N=2, N’=0, N 
m=n=2, n =m, N=N’=1, N 
m=2,n=3, m=n=—]), N=1 N 3 
m=2,n=3, m=—2, n=—1, N=0, N’=1, N”=—4, 
m=2,n=—3, m=3, n=2, N=N'=0, N” 
m=2,n—4, m’=2, n=—1, N=N’—0, N 

N 


M=n==3Z, m=n=1, N=—N'=0, 


Les identités correspondantes se raménent aux suivantes: 


(15) le + (t — 1)"}? — [e — (¢ — 1)? = 4e(¢ — 1, 

(16) [+ Var +.—payry—t[ SPOKE" Vac — oy, 
(17) (9¢ — 8)? — (4 — 3#)3 = — 27#(1 — by, 

(18) (842 — 36¢ + 27)? — (9 — 8t)} — 648(¢ — 1), 

(19) (2 — 34 — 3¢ + 2)? — 4(# —t4+ 1) = — 272 (¢ — 1, 
(20) (6443 — 164 + 30¢ + 1)? — (1647—16¢+ 1)3 = — 108¢(1—2), 
(21) (2 — 6t + 1)?— (¢ + 1)! = — 16¢(1 — #), 

(22) (+5) —¢ +7)? = 345 —1I) tL — 2. 


J’ai obtenu ces formules en me plagant 4 un point de vue un 
peu différent dans un travail présenté comme These 4 la Faculté des 
Sciences de Paris (Annales de I’ Ecole Normale 1881, Supplément). Les 
transformations obtenues par M'. Brioschi pour |’équation de |’ico- 
saédre sont des cas particuliers des transformations qui résultent des 
formules (17), (18), (19) et (20). (Mathematische Annalen, Band XJ, 
p. 410). 

4¢me Cas. Supposons les 3 nombres m’, n’, p’ différents de zéro. 
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L’élimination de N, N’, N” entre les équations (11) et (12) conduit 
i la nouvelle inégalité 
3) m’ n—3)n' 9» — 3) p <0. 
I 2 
On voit done que si les 3 nombres m, », p sont supérieurs a 2, 
on aura forcément m=n=—=p=3, et N+ N’+ N” =3. Les 
équations (11) et (12) deviennent 
N+N + m+n =2yp' +2, 
N+ 3m’ = N’ + 3n' = N” + 3p, 
N+ N'+N"=3; 


’ 





(m 


elles admettent les deux systemes de solutions: 


mo=n=p+li, N=—N' =), 


N” = 3, 
Mon =p, N = N’ = N" =1, 
ou p’ est un nombre positif arbitraire. Si deux des trois nombres 
m, nm, p sont égaux & 2, par exemple m et n, les équations (11) et 
(12) deviennent 
N+ N’ = 2p'+ 2, 
N+ 2m’ = N’ + 2n’ = N” + pp’, 
N+ WN’ +N" 33, 
et elles admettent encore une infinité de systémes de solutions, tous 
compris dans le suivant: 
n=htm, N=pr+ith, N=p+1-h, 
N° sp t+1+h+2m — pp, 
m’ et p’ étant positifs et h un nombre entier positif ou négatif. 
Supposons en dernier lieu que l’on ait m=—=2, n>2, pon; 
les équations (11) et (12) deviennent 
N+ N’ + (n — 2) wv = 2p’ + 2, 
N+ 2m = N’+ nn = N" + pp, 
N+N' +N" >3; 


la premiére peut s’écrire 


re due Salil 9 ae, Sk ee 
N+ nn = (2p' + 2) n—2 N n—2 n—2? 

ou 
, , n n 2N’ ” 
pp’ = (2p + 2) lw , =m 


n—2 n—2 n—2 
et on aura par conséquent 


pp < (2p + 2) 


n 
n—2 
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C n . . bile 
Comme on suppose m > 2, on aura ——~ <3 et a fortiori on 


—2 
aura 
pp < 6p +6, 

inégalité qui n’est satisfaite pour aucune valeur du nombre entier p’, 
sauf p =O, si p est égal ou supérieur 4 12. Done il faudra que 
Von ait p< 12. Soit p—11; Vinégalité (23) n’est satisfaite qu’en 
prenant p =—1, n=3, et les relations (11) et (12) deviennent in- 
compatibles. Il en est de méme si on prend p = 10 et ce n’est que 





pour p= 9 et au-dessous que l’on trouve des systémes de solutions. 
Du reste la discussion de ces équations ne présente aucune difficulté 
et voici les résultats auxquels on est conduit. Les seuls systemes de 
valeurs admissibles pour m, », p sont les suivants, en supposant 
mon <p: 
mn) p 
| 9 9 ” 
W|2)}3|3 
Wi|}2\/3/4 
IVi'2|;3)5 
Vi2;3)6 
VI;2|41|4 
VWHi3|3/3 


Vill; 2/|41/5 
IX|}2/;3 {7 
Xx|2;);3/8 
Xi;2;\'3/;9 


Ces cas se divisent nettement en trois catégories. Dans les quatre 
premiers cas, on sait que l’intégrale générale de |’équation hyper- 
géométrique correspondante est algébrique. Les équations (11) et (12) 
ne fournissent aucune limite pour les nombres m’, n’, p’ et il existe 
en effet une infinité d’intégrales rationnelles de tous les degrés possibles 
pour l’équation de Kummer. Dans les trois cas suivants (V, VI, 
VII), les équations (11) et (12) admettent encore une infinité de solu- 
tions et il existe encore une infinité de formules de la forme (10); 
la question n’est alors qu'un cas particulier du probléme de la trans- 
formation des intégrales elliptiques de premiére espece. Enfin, dans 
les quatre derniers cas, les équations (11) et (12) n’admettent qu'un 
nombre limité de systemes de solutions; ce sont les suivants: 










n 


1e 
n 
n- 
1e 


iS. 


dle 


atre 
per- 
(12) 
‘iste 
bles 

VI, 
olu- 
10); 
ans- 
dans 


wun 








Sur l’équation de Kummer. 


| 
* min p|m in p |W | NN" 





1912/415| 4/2/1/0/0]38 
20 B;1/1/0;211 
391213/7/12/8/3/0/0/3 
4) wi nin | 9161210, 0| 4 
Fi cintel Seis erais 
Gl, i»i»| 614)/1)0/0| 5 
TY) wll] SIS/RLOlAIS 
8} 151» | 4/3; 1/1/02 
Fi ats » | 4/2 od ba 
10° 2/3 8} 6/4/1/0/0 

11°) J) in| 5/3 1/0/1/2 
127}2/3/9| 6|4 1|0 0|3 


Toutes ces solutions, sauf la premiére et la sixiéme, fournisseut 
une formule de la forme (10) et par suite une intégrale rationnelle 
de l’équation de Kummer. Comme exemples se rapportant aux cas 
dintégration algébrique, je citerai les transformations trouvées par 
M'. Brioschi pour l’équation de l’icosaédre*) (annali di Mathematica, 
2¢me série, tome X, p. 124), et Videntité suivante 
(24) (Su? —20u-+ 4)3 + 34564 = (125u?— 44u-- 4) (w?+ 8u—4)?, 
ou 


a. 224+4V—1 8V—1 


125 125 


u t, 


qui permet de passer de |’équation de licosaédre a |’équation de la 
double pyramide et fournit |’intégrale générale de la maniére la plus 
directe et la plus facile. Les formules (22) et (19) conduisent au 
méme but pour les équations du tétraédre et de l’octuédre. Parmi les 
identités de la forme (10), qui proviennent des quatre derniers systemes 
(VIII, 1X, X, XI) je citerai les suivantes: 


(25) [5u+ 15u?+ 10u-+ 2]? — 4(2u+ 1)° = u!(25u? + 22u-+5), 
ou 
—1u+2V—1 4V-1 


25 25 


“= t, 


(26) [Tut + 210 u3 — 567 u? + 378 u — 81]? — 2%- 34. w? 
= (49u? — 39u + 9) (u? — 15u + 9), 


*) Voir aussi sur ce sujet divers articles de M'. Klein, Mathematische 
Annalen, tome XI p, 115 et tome XII, p, 171 et 504. 


Mathematische Aunalen, XXIV. 30 
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ou 
39 ++9V3V—1 isV3V—1 t 
98 > 98 ’ 
(27) [63+ 140 + 168 u? + 96u +32)? — 16(3u8+ 1l0u? + 8u-+ 4)% 
= 9u' (48 u? +39u-+ 24), 


i= - 


on 
uV7IV—1 is+7V7V—1 
aiien 6 32 = 32 ae 
(28) [e+ 1266 — 1041 t+ 176443 — 1041 + 126441]? 


— 432t(1—#)2(1-+ 08 = (t! — 604 + 1344 — 60¢+- 1), 


((é-+j)®+ 547 (j—1)¢(1— 2) (¢ + 8 — 24372 (j — 12 (1 — 822 
(29) — 192j(j—1)#(1 —#)(t+-5)9 
=(¢+7(E+9)% —277G—-Dtd—d}; 


‘ — (t ))3 ‘ 
si dans la formule (26) on change ¢ en 5G axle yy on obtient 


une nouvelle formule du méme genre qui répond a la solution 


m=2, n=3, p=T7, m=12, n=8, p =3, 
N= N’ =0, N” =3. 


7. La formule (10) doit étre modifiée si parmi les valeurs de x 
qui correspondent aux valeurs 0, 1, co de ¢ il y en a une ou plusieurs 
qui soient différentes de 0, 1, oo. Nous pouvons prévoir dans quels 
cas cette circonstance pourra se présenter; supposons, par exemple, que 
#=( soit racine multiple d’ordre r de l’équation g(t) = b, b étant 
différent de 0, 1, co; l’équation (7) admettra dans le domaine du point 
¢==( deux intégrales holomorphes distinctes et par suite n’aura que 
deux points véritablement critiques, les points ¢ = 1 et t= oo. Son 
intégrale générale sera done algébrique. Il y aurait encore une 
distinction 4 faire suivant que l'on suppose ry égal ou supérieur a 
lunité. Je me borne & ce dernier cas qui présente seul de lintérét; 
de sorte que l’équation g(¢) = b n’a que des racines simples, tant que 
b n'a pas l’une des valeurs 0, 1, oo. La formule (10) se simplifiera 
et les facteurs ¢ et ¢ — 1 pourront n’y pas figurer explicitement; mais 
on peut towjours par une substitution linéaire la ramener a la forme 
(10). Pour fixer les idées, je suppose que l'on ait une identité 
telle que 
(30) X™+ Y"+ Z?=0, 


X, Y, Z étant des polyndmes entiers sans facteurs communs ni 
facteurs multiples, tels que X™, Y", Z? soient du méme degré, tels 
en outre que l’équation X" + bZ? = 0 n’ait que des racines simples 








e 
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tant que b est différent de 0, 1, co. Soit @ une racine de |’équation 
| ’ q 
X=0(, B une racine de Y=0O, y une racine de Z=0; on peut 
par une substitution linéaire convenable 


Au+B 


vice Cu+ D 


faire correspondre aux valeurs a, 8, y de ¢ les valeurs 0, 1, co de u 
et la formule (30) devient 
um Pm + ie — 1)" (" ot. Rp = (0, 
C’est une identité de la forme (10) od ona N=m, N’=n 
N” =p. Les formules (11) et (12) deviennent 
m -+- n+ (m — 2) m + (n — 2) n' = 2p’ + 2, 
m(m' +- 1) = n(n + 1) = p(p’' 4+ 1), 


et les seules solutions en nombres entiers et positifs sont les suivantes 


m=n=2, m=n=—p—l, p =|, 

m=2, n=p=3, m=5, n=—p =—3, 
m=2, n=3, p=4, m=—11, nn =7 ) == 5 

? ? > ? ? ? 


€ 2 


m=2, n=3, p= 


o~ 
1 
~ 
~ 
= 
~ 


29, n=19, p =—11. 


Par une substitution linéaire générale, on sera conduit aux quatre 
identités 
Xi t+ Yn+ 4: =0, 
Xi+ Yi+ Zi=0, 
r2 r3 r74 
Xie+ Ys + Zi = Q, 
X 30+ Yoot Zi2 = 0, 
X, Y, Z étant des fonctions entiéres d’un degré marqué par leur 
indice, l'une seulement pouvant étre d’un degré inférieur d’une unité. 
Chacune delles contient trois coefficients indéterminés. La premiere 
formule a déja été rencontrée; c’est la formule (15). Quant aux trois 
Le” 2.65 ivr 
4t"(¢t — 1)" 
formules (19), (22) et (24), m ayant les valeurs 2, 2, 5 respectivement. 
8. Toute identité de la forme (10), pour laquelle la relation (12) 
n'est pas satisfaite, ne fournit pas une intégrale de l’équation de 


autres, on les obtient en changeant ¢ en dans les 


Kummer. Cependant ces formules peuvent servir 4 transformer les 
séries hypergéométriques les unes dans les autres et par cela méme 


ne sont pas a@ priort completement dénuées dintérét. Les équations 
(11) et (12) devront étre remplacées par les suivantes: 


30 * 
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N + (m — 2) m' + N’ + (n — 2) n' = 2p’ + 2 — 20, 
N+mm = N'+ nn =N" + pp, 
N+ N'+N">3, 
d étant un nombre entier positif, et ces équations n’admettent de solu- 
tions que dans les quatre premier cas du tableau, od lintégrale générale 
est algébrique. 

Je n’aborderai pas ici les diverses applications que l'on peut faire 
de ces formules, ni les différentes maniéres dont on peut généraliser 
le probleme. ‘Toutes ces questions, ainsi que le calcul numérique des 
formules (10), feront lobjet d’un travail plus étendu. Je me bornerai 
& résumer le résultat de ce travail. 

Pourque Véquation de Kummer admette des intégrales qui soient 
des fonctions rationnelles de la variable, il faut que 4, u,v, supposés 
positifs, sovent les inverses de nombres entiers supérieurs a lunite. 


Si la somme 4-+ u + v est supérieure ou cgale a Vunité, il existe 


une infinité dintegrales rationnelles: si cette somme est inférieure a 
Vunité, il nen existe qwun nombre limite. 


Toulouse, 5 Mai 1884. 
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Sur une équation différentielle linéaire du troisieme ordre. 
Par 
HaurHen & Paris. 
(Extrait d’une lettre adressée & Mr, F. Kuen). 


Votre beau mémoire Ueber die Transformation siebenter Ordnung 
der elliptischen Functionen (Math, Ann. T. XIV) renferme, a la page 455, 
une note qui a vivement piqué ma curiosité: ,,Sie muss (die Gleichung 
168'" Grades) sich auch durch eine lineare Differentialgleichung dritter 
Ordnung lésen lassen; wie hat man dieselbe aufzustellen? “ 

L’étude de votre mémoire, que je me reproche d’avoir si long 
temps différée, m’a de suite convaincu que je pourrais aisément con- 
struire léquation différentielle désirée. M’étant mis a cette besogne, 
jai été agréablement surpris de voir cette équation appartenir 4 un 
type que j'ai étudié dans mon mémoire sur la réduction des équations 
différentielles linéaires aux formes intégrables (pages 199 et 218). *) 

Il s’agit de l’équation que j’écris sous forme abrégée 

3 

ger thet — ly —0; 
la variable auxiliaire x et les coefficients h, 1. étant liés & la variable 
indépendante a par les relations 


dx _1 dh 


dae I da’ 
h®? = r(a— 1) (a+ c)', b= qa(a+ SS). 


En outre, les constantes 7, g, ¢ sont exprimées comme il suit en 
fonction de trois nombres entiers a, a’, m: 


» 


Auch Hr. Brioschi hat neuerdings lineare Differentialgleichungen auf 
gestellt, die mit der im Texte behandelten Frage zusammenhiingen; man sehe 
Annali di Matematica, ser, 2, t. XII, p. 64 ff. 


my 
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“en 7 m°® 
~ 28 [a’—a) (2a +a) (2a+a)]}’ 
ms 
ceeds y oa’ 2 aw 
2 (@ —a) (2a +a) (Qa+a) 
‘dal 22.3 @+a?+aad 


7 m? 


Cette équation, étant développée avec la variable a, est a coeffi- 
cients rationnels; mais il vaut mieux la conserver sous la forme sym- 
bolique ci-dessus, ot les éléments essentiels sont en évidence. 

En faisant connaitre cette équation, j’ai signalé plusieurs cas que 
je prends la liberté de vous rappeler. 

C’est d’abord le cas m = 2, a= 1, a = 2 (page 141 du mémoire 
cité): les solutions y,, y,, y,; sont proportionnelles 4 trois polyndmes 

. Paar < tiem sail Vo+1 )5 
entiers du 3°™* degré, formés avec la variable E fs, ou, en 
d’autres termes, sont proportionnelles aux coordonnées d’un point mobile 
sur une cubique a& noeud. 


C’est ensuite le cas m=2, a=1 et @ quelconque, méme 
— , ase - a , 
fractionnaire (page 237). En faisant a = 2 ( - 1), on a ce ré- 

. v 


sultat que trois solutions satisfont a la relation 

4,” + Y.” + Y;” = 9, 
et sont ainsi proportionnelles aux coordonnées d’un point mobile sur 
une courbe triangulaire symétrique. 


En particulier, si lon prend v = 3, ce cas coincide avec cet 


autre m=6, a=1, a = 2, et la courbe est une cubique équian- 
harmonique, 
.  « . 2 , a “1° a 
J’ai fait voir, en général, que a, a, m étant positifs et > a 


fractionnaires tous trois, et ayant pour plus petit commun dé- 


a+a’ 
m 


nominateur m, l’équation sintégre algébriquement si m est égal a 3, 
4 ou 5, J’ai caleulé de nombreux exemples pour ces cas, qui se 
rattachent 4 la théorie des groupes finis de substitutions linéaires pour 
les variables binaires. 

Il résulte aussi de ce qui est dit & la page 217 et au Chapitre IX 
de mon mémoire, et j’ai eu le tort de ne pas énoncer explicitement, 
que l’équation s’intégre encore algébriquement quand m est égal a 6, 
pourvu que 2a + a’ ne soit pas divisible par 3. 

Ces propriétés donnaient déja de l'intérét & V’équation dont il s’agit. 
Mais voici maintenant du nouveau: 


Dans le cas m = 7, a=1, a’ = 2, trois solutions y,, y,, ys satis- 
font a la relation 
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YP Yo + 9224s + Ys*y, = 9, 
et sont ainsi proportionnelles aux coordonnées de la courbe du 4*™° 
degré, qui se reproduit elle-méme par les substitutions de votre groupe 
dordre 168. 
Pour étre tout-a-fait explicites, posons 
f= 232, + 2,32, + 23a, 
et désignons, suivant vos notations, par V, C, K les trois covariants 
de f, ayant les degrés respectifs 6, 14, 21. 
Par les relations f= 0 et 
l—a:l:a=—C: K?: 3.297 


1 


(ce qui revient & faire « = yz ¥» la page 449 de votre mémoire ), 


1 
déterminons les rapports de 2,, 7, 2s. 


Alors léquation différentielle admet les solutions 
K \! . ‘ 
Y= =r)! Xe ¢anl, 2, 3. 


Pour qui a pris la peine d’étudier ma théorie des invariants diffé- 
rentiels, la démonstration est trés-facile. Elle découle immédiatement 
de ce fait que les points de coincidence de la courbe f = 0 (points en 
chacun desquels, 8 points consécutifs étant pris pour pivots d’un 
faisceau de cubiques, le 9°™° pivot coincide avec les précédents) sont 
au nombre de 224 = 168 + 56; d’od il suit que, parmi eux, se 
trouvent les peints de contact des tangentes doubles. 

A chaque équation de la forme ci-dessus s’en adjoint une seconde 
par la permutation de a, a’. Les deux adjointes s’intégrent en méme 


temps. Ainsi pour m=7, a=2, a =—1, on a: 

le Kyi of 

he () Ou; 
J’ai trouvé aussi pour m=7, a=1, a = 4 

_ ¢ 
oe ins K* oy 
: vi= Se pa,? 
et pur m=7,a—4, a =—1: 


ov ov ov 
O%e0X, OX—_? OOH 


K 3 ov ov OF 


eos v3 OX30%, OX,g0X_, ON," 
of of of 
Oxy O02, OX, 


et de méme y, et y, par le changement des indices. 
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Il ne me parait pas douteux qu’il existe une infinité de cas m = 7 
ov l’équation s’intégre par la formule 


y= (ier ys F(x,, Ly, Ls) 


F étant un polynome entier du degré 2(2a + a’) — 7. Mais, a cet 
égard, je n'ai pas jusqu’a présent de criterium bien établi qui distingue 
ces cas. Il est vraisemblable que les conditions suivantes sont né- 
cessaires: 2a + a’ et 2a’ + a sont premiers avec 7. 


Paris, le 11 Juin 1884. 








































Theorie der partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
mit zwei unabhingigen Variabeln.*) 


Von 


Jutius Kénia in Budapest. 


Die Grundlagen der Theorie der partiellen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung mit zwei unabhiingigen Variabeln finden sich in den 
zwei bertihmten Abhandlungen Ampére’s**) vom Jahre 1811 und 1820, 
und nur verhiiltnissmassig wenige Arbeiten haben seitdem den Gegen- 
stand weitergefiihrt. Auch diese beschiftigen sich meist mit jener Classe 
von Differentialgleichungen, welche erste Integrale besitzen, und deren 
Integration nach der sogenannten Monge-Ampére’schen Methode 
volistindig erledigt werden kann. Diese Classe ist auch schon bei 
Ampére so vollstiindig behandelt, als es der Stand der Theorie der 
Systeme von partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung damals 
erméglichte. Wichtige Ergiinzungen dieser Theorie enthalten noch die 
Abhandlungen von Boule***), Bour}+) undImschenetsky7j}). Diese 
letztere ausfiihrliche Arbeit hat das Verdienst, neben vielen neuen 
Details auch eine klare und leicht zugiingliche Darstellung der schwierigen 
Ampére’schen Untersuchungen zu geben. 

Die wichtigen Arbeiten von Darboux, Lévy und Hamburger 
beschiiftigen sich mit der Untersuchung neuer und allgemeinerer Classen 
von Differentialgleichungen, und sollen im Zusammenhange mit den 
hier zu entwickelnden Resultaten an den entsprechenden Stellen (am 
Schlusse der §§ 4 und 9) angefiihrt und ausfiihrlicher besprochen 


*) In der Jahresversammlung der ung. Akademie am 8, Juni 1884 mit dem 
Preise der Bézsin-Stiftung ausgezeichnet. 
**) Journal de l’école polytechnique, t. X et XI. 
***) Crelle’s Journal, Bd. LXI. 
+) Journal de l’école polytechnique, t. XXII. 
+t) Grunert’s Archiv, Bd. 50. 


Mathematische Annalen. XXIV. 
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werden, Hieher gehdrt noch die Mittheilung von Moutard*), in 
welcher die Bedingungen entwickelt werden, wann eine Differential- 
@z 

dady 
enthalt, ein solches allgemeines Integral besitzt, das nach Ampére’s 
Terminologie ein ,,intégrale de premiére espéce“ ist. Es ist zu bedauern, 
dass die Untersuchungen der franzésischen Autoren nur in kurzen Aus- 


gleichung zweiter Ordnung, die nur den Differentialquotienten 


ziigen publicirt sind, und seither keine der versprochenen ausfiihrlichen 
Abhandlungen erschien, trotzdem die letzte jener Mittheilungen aus 
dem Jahre 1872 datirt. 

Eine diessbeziigliche, von der ungarischen Akademie der Wissen- 
schaften gestellte Preisfrage, gab mir umsoeher die Anregung, mich 
mit der allgemeinen Theorie der partiellen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung zu beschiiftigen, als nach den fundamentalen Unter- 
suchungen Jacobi’s und den sich an diese anschliessenden Arbeiten 
die Theorie der simultanen Systeme partieller Ditferentialgleichungen 
erster Ordnung mit einer unbekannten Function als abgeschlossen be- 
trachtet werden kann, und wir damit erst im Besitz jener Hiilfsmittel 
sind, ohne die eine Untersuchung der Differentialgleichungen héherer 
Ordnung wohl kaum gelingen konnte. Damit im Zusammenhange — 
konnten auch die von Ampére gewihlten Methoden verlassen und 
der, wie es scheint, natiirliche Weg betreten werden, welcler in 
der Verallgemeinerung der von Jacobi fiir Differentialgleichungen 
erster Ordnung angebahnten Methoden besteht. In der That zeigt 
schon der in dieser Abhandlung ausfihrlich behandelte nichsteinfache 
Fall, dass diese Methoden auch dann ohne neue principielle Schwierig- 
keiten zum Ziele fihren werden, wenn die Ordnung oder die Anzahl 
der unabhingigen Variabeln der Differentialgleichung groésser als 2 ist. 

Die leitenden Gedanken Ampére’s werden wohl erst spiiter ver- 
werthet werden kénnen. Um, wie dies Ampére gewollt, jene ana- 
lytischen Formen aufzustellen, die die gesammte, durch eine partielle 
Differentialgleichung definirte Functionenmannigfaltigkeit umfasst, muss 
vielleicht zuerst der Prozess der Integration selbst genau bekannt sein. Die 
Theorie der Integration ist eben einfacher als die Theorie der Integrale. 

Ich beschriinke mich darauf, statt einer ausfiihrlichen Inhaltsiiber- 
sicht hier nur die Hauptgesichtspunkte und die Resultate meiner Ab- 
handlung méglichst kurz zusammenzustellen. 


*) Comptes rendus, t. LXX, pag. 834. Auch Lie hat die Gleichungen 


2 2\2 
s= F(z) u st—rt= Lo ts 
a 
auf Grundlage der Darboux’schen Theorie in Bezug auf die Méglichkeit ihrer 
Integration durch totale Differentialgleichungen vollstiindig discutirt. 
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Der wesentlichste Punkt in der Integration der partiellen Differen- 
tialgleichungen erster Ordnung besteht darin, dass die Bestimmung 
einer vollstdndigen Lésung auf die Bestimmung einer particuldren 
Lésung fiir eine andere, eine gréssere Zahl unabhingiger Variabeln 
enthaltende, aber linmeare partielle Differentialgleichung 1. Orduung 
zuriickgefiihrt wird. In Folge zweier Umstiinde, die bei Differential- 
gleichungen héherer Ordnung nicht mehr stattfinden, ist damit die 
Integration auch als beendet zu betrachten. Es ist erstens die Auf- 
lésung einer linearen partiellen Differentialgleichung ‘quivalent mit 
der Integration eines Systems totaler Differentialgleichungen, und 
zweitens kann aus einer vollstiindigen Lésung der partiellen Differen- 
tialgleichung 1. Ordnung jede andere Liésung mittels bekannter Opera- 
tionen abgeleitet werden. 

Dem gegeniiber mége schon hier bemerkt werden, dass wir keines- 
wegs berechtigt sind zu erwarten, dass die Integration einer beliebigen 
partiellen Differentialgleichung sich auf die Integration von Systemen 
totaler Differentialgleichuugen zuriickfiihren lasse, — ungefihr ebenso- 
wenig wie wir die algebraische Auflésung jeder algebraischen Glei- 
chung suchen kénnen. — Die Methode der Variation der Constanten 
ist aber, um Resultate von solcher Allgemeinheit zu geben, wie bei 
den Differentialgleichungen 1. Ordnung, gerade an die Méglichkeit 
gebunden, die Auflésung der gegebenen Gleichung auf die Integration 
totaler Differentialgleichungen zuriickzufiihren. 

Kin Hauptresultat unsrer Entwicklungen besteht nun darin, dass 
lie Bestimmung einer vollstindigen Lisung der partiellen Differential- 
gleichung 2. Ordnung sich auf die Bestimmung einer particuliiren Lisung 
fiir eine mehr unabhingige Variable enthaltende, aber lineare Differen- 
tialgleichung zweiter Ordnung zuriickfiihren lésst — grade so, wie bei 
den Gleichungen erster Ordnung. 

Diese Bestimmung geschieht in der Weise, dass jene particulire 
Lésung, einer willkiirlichen Constanten gleich gesetzt, bei veriinderter 
Interpretation der gebrauchten Bezeichnungen geradezu eine zweite par- 
tielle Differentialgleichung zweiter Ordnung liefert, deren allgemeinste, 
mit der vorgelegten gemeinschaftliche Lésung noch vier willkiirliche Con- 
stanten enthilt, und in Bezug auf diese den Charakter einer vollstiin- 
digen Liésung besitzt. Die Bestimmung dieser gemeinschaftlichen 
Lésung geschieht durch die Integration eines Systems totaler Differen- 
tialgleichungen. 

Im allgemeinen besitzt eine solche Differentialgleichung, die eine 
willkiirliche Constante enthilt, iiberhaupt keine allgemeinere, mit der 
vorgelegten Gleichung gemeinschaftliche Lésung. Ausgenommen ist 
jedoch eine bestimmte Classe von Differentialgleichungen, in Bezug auf 
welche solche Gleichungen der angegebenen Form existiren, die unendlich 
31* 
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viele mit der vorgelegten, gemeinschaftliche Lésungen besitzen, jedoch 
ohne dass dies fiir alle vollstindige Lésungen der Fall wiire. Ob eine 
Gleichung in diese Classe gehért, wird durch die Aufstellung eines 
Systems zweier partieller Differentialgleichungen erster Ordnung ent- 
schieden. Wenn dieses System Lisungen besitzt, so wird im Allge- 
meinen jede particulire Lésung gleich einer willkiirlichen Constanten 
gesetzt, abermals bei verinderter Interpretation der gebrauchten Be- 
zeichnungen eine Differentialgleichung ergeben, welche die gesuchte 
Eigenschaft besitzt. Und zwar erhiilt man jede beliebige Liésung, also 
die allgemeine Lésung, wenn jenes System zwei unabhiingige Lésungen 
besitzt. Hat das System nur eine Lésung, so erhilt man wohl unend- 
lich viele volistiindige Lésungen, die jedoch nicht alle Lésungen um- 
fassen. Die Mannigfaltigkeit dieser Lésungen bildet ein erstes Integral 
in verallgemeinerter Bedeutung dieses Ausdrucks; der Umfang der so 
bestimmten Integralmannigfaltigkeit stimmt nimlich mit der durch ein 
erstes Integral — im gewéhnlichen Sinne des Wortes — gegebenen iiberein. 

Wiihrend die Integration der partiellen Differentialgleichung erster 
Ordnung durch die Bestim nung der vollstiindigen Lisungen als erledigt 
betrachtet werden kann, ist diese nur ein erster Schritt in Bezug auf 
Gleichungen zweiter Ordnung. Die allgemeine Theorie kniipft an die 
Erweiterung des Begriffs der vollstiindigen Lésung an. Man nennt 
eine Lésung vollstiindig, wenn sie fiinf willkiirliche Constanten enthiilt 
und keiner andern partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung ge- 
nigt. Wir fiihren Lésungen mit 5 + 7 willkiirlichen Constanten ein, 
die abermals die letztere Eigenschaft besitzen und nennen diese voll- 
stiindige Lisungen r*" Ranges. 

Die Bestimmung einer vollstiindigen Lésung vom Range 2(k — 2) 
geschieht nun wieder mit Hiilfe einer linearen partiellen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung mit einer grésseren Anzahl unabhingiger 
Variabeln, und zwar wieder in der Weise, dass im Allgemeinen jede 
particulire Lésung dieser letztern, einer willkiirlichen Constanten gleich 
gesetzt, bei veriinderter Interpretation der gebrauchten Bezeichnungen, 
eine Differentialgleichung k'** Ordnung ergiebt, deren allgemeinste, 
mit der vorgelegten gemeinschaftliche Lésung 2k weitere willkiirliche 
Constanten enthilt, und in Bezug auf diese eine vollstindige Lésung 
vom Range 2(k—2) ist. Diese vollstiindige Lésung wird durch die 
Integration eines Systems totaler Differentialgleichungen erhalten. 

Im Allgemeinen ist dies wieder die allgemeinste, gemeinschaftliche 
Lésung der beiden Differentialgleichungen. Jedoch giebt es fiir jedes 
k > 2 eine bestimmte Classe von Differentialgleichungen, in Bezug aut 
welche Differentialgleichungen k'*t Ordnung angegeben werden kénnen, 
die unendlich viele mit der vorgelegten gemeinschaftliche solche Lésungen 
besitzen. Wir erhalten wieder ein Kriterium dafiir, ob eine gegebene 
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Differentialgleichung in diese Classe gehért, oder nicht, und die ganze 
Theorie entwickelt sich in volistindiger Analogie mit dem einfachsten 
Falle, k = 2.*) 

So erhalten wir unendlich viele Classen von Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung, deren Integration auf diejenige von Systemen totaler 
Differentialgleichungen zuriickgefiihrt werden kann. Wir besitzen 
fertige Kriterien um zu entscheiden, ob eine gegebene Gleichung in 
eine dieser Classen gehért, und geben in diesem Falle vollstiindig aus- 
gefiihrte Integrationsmethoden. 

Unter Voraussetzung gewisser von M. Lévy ohne Beweis gegebener, 
spiter ausftihrlich zu besprechender Sitze zeigt es sich, dass jene 
Classen sdtimmtliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung wmfassen, 
deren Integration auf diejenige von Systemen totaler Differentialglei- 
chungen zuriickgefiihrt werden kann- 

Jene Differentialgleichungen, deren Integration Darboux ohne 
Ausfiihrung der Methode angedeutet hat, sind als specielle Fille in 
den hier charakterisirten Classen enthalten; und es ist wieder der ein- 
fachste der bei Darboux auftretenden Fille, in welchem k = 2, der- 
jenige, den Hamburger ausfiihrlich behandelt. 


Uebersicht des Inhalts. 


§ 1. — Kinleitende Bemerkungen iiber vollstiindige und unbeschriinkt inte- 
grable Systeme von Differentialgleichungen. 
§ 2. — Zusammenhang zwischen der allgemeinen Lésung des unbeschriinkt 


integrabeln Systems und der vollstiindigen Lisung der partiellen Differentialglei- 
chung zweiter Ordnung. 


§ 3. — Das simultane System erster Ordnung mit zwei unbekannten Func- 
tionen zur Bestimmung der vollstiindigen Lisung. 

§ 4. — Bestimmung der in die Classe A) gehérigen vollstindigen Lésungen. 

§ 5. — Discussion der Lésungen, die mit Hiilfe der in § 4 entwickelten 
Methoden bestimmt werden kénnen. 

§ 6. — Allgemeine Theorie der vollstindigen Lisungen, Zuriickfiihrung auf 
eine lineare partielle Differentialgleichung. 

§ 7. — Verallgemeinerung des Begritfs der vollstiindigen Lésung. 

§ 8. — Allgemeine Theorie der vollstiindigen Lisungen héheren Ranges. 
Zuriickfiihrung auf eine lineare partielle Differentialgleichung. 

§ 9. — Fortsetzung. Classen von partiellen Differentialgleichungen zweiter 


Ordnung, deren Integration auf diejenige von Systemen totaler Differentialglei- 
chungen zuriickgefiihrt werden kann, Zusammenstellung der entwickelten Inte- 
grationsmethoden. 

§ 10. — Bemerkungen iiber die Methode der Variation der Constanten. 


*) Der Fall k =1 giebt Lisungen mit 3 willkiirlichen Constanten, also keine 
vollstiindige Lésung; dieser Fall ist ohne Schwierigkeit zu erledigen, obwohl der- 
selbe sich im einzelnen anders gestaltet. Er soll hier nicht besonders betrachtet 
werden, da wir dabei im wesentlichen eben die Monge-Ampére’schen Methoden 
erhalten, 
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Einleitende Bemerkungen iiber vollstaindige und unbeschrankt integrable 
Systeme von Differentialgleichungen. 


1. Das einfachste Problem in der Theorie der partiellen Differen- 
tialgleichungen zweiter Ordnung mit zwei unabhiingigen Variabeln ver- 
langt die Integration eines aus 3 simultanen Gleichungen bestehenden 
Systems. Bei Anwendung der gewohnten Bezeichnungen 


dz dz 

dx ae dy es. .: 
d®z : az , dz 
ors ‘dady * dy? eae. 


sei dieses System: 
F; (V, ¥, 2, P, q, 7, 8, I) =O 
(1) F, (x, Y, 2%, P, 9, 7, 8, t) =O 
F(x, Y, =, P, 1,7, 8; t) = 0. 

Die Functionaldeterminante der F' nach r, s, ¢ soll als nicht iden- 
tisch verschwindend vorausgesetzt werden, auch fiir den Fall, wenn 
r,s, ¢ durch ein den Gleichungen (1) geniigendes System von Liésungen 
ersetzt werden. Dann kénnen wir die Gleichungen (1) in geléster 
Form: 

r = 9(2, Y, #, DP; qd)» 
(2) S=(%, Y, 2, P, 4), 
t= yx (x, y, 2, p, q) 
schreiben, wo die Functionen gm, ~, x eben durch (1) definirt sind. 

Das gegebene Problem kann nun auch folgendermassen gefasst 
werden: Es sollen z, p,q als Functionen von z, y bestimmt werden 
aus den Werthen der Differentialquotienten: 


dp 4 dp ; 
dx = p(@,¥,2,pP,9);  ! = U(%,Y,2,p, 4), 
d dq 

(3) Te = U(X, ¥, 2, p, q); dy =1(2, Y,2,P,9), 
dz . dz 
ie ?: het 


Damit ist aber unsre Aufgabe auf eine bekannte Form gebracht; 
wenn die Integration des zuletzt hingeschriebenen Systems tiberhaupt 
mdglich ist, d. h. wenn den Bedingungen entsprechende Functionen 
2, p, q existiren, so erhilt man dieselben aus einem gewdhnlichen 
Systeme totaler Differentialgleichungen.*) 

*) Siehe A. Mayer, Ueber unbeschriinkt integrable Systeme etc. Math. 
Annalen, Bd, V, pag. 448. 
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Die Méglichkeit der Aufgabe hiingt von gewissen Integrabilitdts- 


bedingungen ab; dieselben — der Zahl nach drei — sind: 
dp _ dy 
dy daa’ 
dp ay 
dy. ax’? 
dp _ dq 
dy dz 
Von diesen ist die dritte, da die Werthe von und A die- 


selben sind, immer identisch erfiillt, und es bleiben demnach zwei 
Bedingungen, ausfiihrlich geschrieben die folgenden: 
. ep . a O. 

zs cet Ge at eet oe a setae t ots, 

i) Cc ) c jj . ) 

é ad a+5 ~+ i. w= jet oe Pt op Ot 

Sind diese Bedingungen identisch erfiillt, so erhilt man fiir 2, 
und damit auch fiir p und g, Functionen mit drei willkiirlichen Con- 
stanten, und in diesem Falle soll das System (1) oder (2), sowie dies 
bei dem iiquivalenten Systeme (3) gebriiuchlich, als wnbeschréinkt inte- 
grables System bezeichnet werden. Dieser Fall der unbeschriinkten 
Integrabilitiit ist hier allein fiir uns von Interesse, da nur dieser in 
der allgemeinen Integrationstheorie der partiellen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung zur Anwendung gelangt. (Sind jene Integrabilitits- 
bedingungen nicht identisch erfillt, so erhilt man als Lésungen des 
Systems (3) Functionen mit weniger, als drei willkiirlichen Constanten, 
oder es zeigt sich, dass das System itiberhaupt keine Lésungen besitzt). 

2. Die Integrabilitiitsbedingungen sind im Vorhergehenden unter 
der Voraussetzung angeschrieben, dass die Auflésung des Systems (1) 
nach r,s,¢ schon erfolgt ist. Will man das Auftreten der Functionen 
p, v, x vermeiden, so kann man die Integrabilititsbedingungen zuerst 
in der Form 


dr _—s ds 
dy dz’ 
ds __— dt 
dy ~ ax 


schreiben, und dann die Differentialquotienten der in (1) implicite 
vegebenen Functionen 7, s, ¢ leicht entwickeln. 
Hierzu fiihren wir noch folgende Bezeichnungen ein: 


2 Oe Pee rk 
( = + sept atta 


daz Oz Op og 


(3)... of es or q+ of s+ of 


dy oy 02 Op 04g 
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nach welchen (3°) und (45) die totalen Differentialquotienten der 
Function /(#, y, 2, p, q, 7, 8, t) mit Hinweglassung der die dritten 
Differentialquotienten enthaltenden Glieder bedeutet. 

Wenn wir nun die Gleichungen des Systems (1) nach x und y 
volistindig differenziren, erhalten wir lineare Gleichungssysteme zur 
Bestimmung der gesuchten Differentialquotienten. Dieselben lauten: 


dF; OF; dr OF; ds oF; dt 
Nieto i i f negra —— 
( dx ) + 5 dx 4 ot ; 


or dz 0s dx 
(¢ = 1, 2, 3) 
und 
dF; @F; adr OF; ds er, dt 
hated i é @ é an @ 
( dy ) 7 Or dy + és dy + ot dy , 


(¢ = 1, 2, 3). 
Die Determinante dieser Gleichungssysteme: 
D = D 4 F’,, F2, F; 
Fe. By. 6 
ist, nach unseren urspriinglichen Festsetzungen, weder identisch, noch 
fiir die in Betracht kommenden Functionalwerthe von r, s, ¢ gleich Null. 
Bestimmt man demnach die Unbekannten: 


dr ds dt 
dx’ dx’ dz 


dr ds dt 


und ‘et &* B 


so erhilt man, wenn man die in den Lésungen au ‘tretenden Determinanten 


vorliufig abgekiirzt bezeichnet, die Integrabiiitiitsbedingungen in der 


Form: 
* X, 
a 
(7) ‘ 
ae 
ee i 


Sind r, s, ¢ die durch (1) bestimmten Functionen, so miissen 
diese Relationen identisch befriedigt sein, damit (1) ein unbeschriinkt 
integrables System bilde. Es kann zu keinem Missverstiindniss fiihren, 
wenn wir dies so ausdriicken, dass die Gleichungen (7) ,,algebraische“ 
Folgen der Gleichungen (1) sein miissen, wo das Wort ,,algebraisch“ 
nur so viel bedeuten soll, dass «, y, 2, p, g, 7, s und ¢ ohne Riick- 
sicht auf ihren Zusammenhang als Unbestimmte zu betrachten sind. 

Da aber D fiir die in Betracht kommenden Werthe von r, s, ¢, 
der Annahme nach nicht verschwindet, kann in (7) der Nenner D 
ganz weggelassen werden, und man kann die Bedingung dafiir, dass 
(1) eim unbeschrénkt integrables System bilde, auch so ausdriicken, dass, 
wenn man aus 


Y,= X,, Y, = X, 
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mit Hiilfe von (1) r, s, t eliminirt, die Eliminationsresultate Identitiéten 
sein miissen. Es miége auch hier gestattet sein, die Ausdrucksweise 
der Algebra auf den Fall beliebiger, nur den bekannten allgemeinen 
functionentheoretischen Bedingungen unterworfenen Functionen F' aus- 
zudehnen. 

Es wird hier am Platze sein, die Determinantenform der beiden 
letzten Gleichungen, die im Folgenden zur Anwendung gelangt, aus- 
fiihrlich hinzuschreiben. Dieselben lauten: 


| ( dF, ) oF, oF, oF, ( dF, ) oF, 

dy /? as? ot or? dz 7 ot 
( dF, oF, oF, |_| aF, ( d Ir) OF, | 

ee’ Ml el eee a oe G67". 4)? 

\(4%), 2%, oF om ay | 
dy /? ds’ ot | or? dx J ot 

(8) 

aF, aF,\ oF, oF, oF, dF, 
or ’ ( dy ), ot or ’ ge? aa) 
oF, dF,\ 2F, |__| aF, oF, aF,) |. 
or? ( dy ), oe |hCU| CUOr on” ( ia) | 
OF, ( d K;) oF, | OF, OF, ( aF, 
Or’ dy 7’ ot a ge * dz / | 


3. Setzen wir die eine der Gleichungen (1) nach r gelést voraus, 
und substituiren wir diesen Werth von r in die tibrigen Gleichungen 
ein, so erhiilt das ganze System die Form: 

r+f(%,¥,2,p,49,8,t) =9, 
u(x, ¥,2,p,q,5,t)=0, 
v(%,Y, 2, p,q, 8, t) = 0. 
Die Gleichungen, die fiir den Fall der unbeschriinkten Integrabilitit 


Identitiiten werden miissen, lauten fiir diese specielle Form: 


(= of a 





dy/’ @s” c ($2) Ou 
( du ) ou au dx/? ot 
1 ? 3? ( iia : ? 
7. as ot (= ) av 
9 dv ov Ov dx ot 
(9) dy/’ @s” t 
y os C 
(=) au | Ou a) 
dy/’ ot | és’ dx 
($2) eu | ce =) 
dy/? et | os? dx? | 


Aus diesen Gleichungen lisst sich r sofort durch die Substitution 
r = —f eliminiren. Besonders wichtig wird der Fall, wo die so er- 
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haltenen Relationen identisch befriedigt sind obne Beriicksichtigung 
der Werthe von s und ?¢, die aus u = 0, v =O zu bestimmen wiiren. 
Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir , dass auch das 
allgemeine System 
r+f(@,y,2,p, 4,8, t) =9, 
(10) u(x, Y¥,2,p,q,8,t)=—a,, 
U/L, Y, 2,P, 9,8, t) = ay, 


wo a, und a, unbestimmte Constanten bedeuten, unbeschrinkt integrabel 
sei, besteht darin, dass nach der Substitution r = — f die Relationen 
(9) identisch befriedigt sein miissen, auch wenn siimmtliche Grdssen 
2%, Y, 2, p, q, 8, t als von einander unabhingig angesehen werden 

Dass die Relationen (9) nach Elimination von r identisch bestehen 
miissen , folgt daraus, dass sie frei sind von den beiden willkiirlichen 
Constanten a, und a, und also unmdglich erst eine Folge der Glei- 
chungen “ = a,, v = a, sein kénnen. 

In diesem Falle fiihrt die Integration noch 3 weitere willkiirliche 
Constanten ein, und die allgemeine Lésung ergiebt ¢ als Function von 
5 willkiirlichen Constanten, wenn jetzt auch a, und a, zu diesen ge- 
zahlt werden: 

== F(x, ¥, @,, Gy, G3, Ay, a5). 


§ 2. 
Zusammenhang zwischen der allgemeinen Lésung des unbeschrankt 
integrabeln Systems und der volistandigen Liésung der partiellen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung. 


. 2 


(1) r+f=0, uw=—a,, v=—a, 

— wo f/f, u,v, wie friiher Functionen von g, y, 2, p, g, s,  bedeuten — 
ein unbeschrinkt integrables System, und 

(2) a= F(x, y, a, a, M3, Ay, as) 

die allgemeine Lisung dieses Systems, so ist 2 = F zugleich immer eine 
vollstindige Lisung der partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
r+/f=—0. 

Da z= F jedenfalls eine Léisung von r+ /f=—0, ist nur der 
Nachweis zu fiihren, dass diese eine vollstdndige Lésung ist. Die Zahl 
der willkiirlichen Constanten ist die entsprechende — fiinf; es ist also 
nur noch zu zeigen, dass jede Gleichung, die aus*) 


*) In der Folge beniitzen wir die Bezeichnungen: 
dF ; er 


Fam qe’ Fee Gg ™*! 
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saz Ff, 
(3) p= F,, q=Ff,, 
r=MVF,,,s=F,,,t=F,, 

durch Elimination der Gréssen a,, a,, a3, a,, a, entsteht, mit r-+f—0 
»algebraisch* iiquivalent ist. 

Aus jeder solchen Gleichung kaun man mit Hilfe der Gleichung 
r+ f =O das r eliminiren, und erhilt im allgemeinen: 

I(%, 9, #,P, 9,8, t) = 90. 

Wiire nun diese Gleichung keine Identitaét, so miisste jedes der Systeme 


r+f=0, g=0, u=—a, 


r+f=0, g=0, v= 4, 
die Lésungen z = F' besitzen. Dies ist aber unméglich; denn es muss 
wenigstens eines dieser Systeme nach r,s, ¢ auflésbar sein. Aus 


und 


og Ou Cg Ou 


= —_ == () 
os ot ot os 
und 
og av iu Og av aa 
os ot ot os 


wiirde namlich gegen unsre Voraussetzung auch 
ou ov du ov _9g 
os at ot as 
folgen. Aus jenem auflésbaren Systeme ergiebt sich aber selbst im 
giinstigsten Falle, dem der unbeschrinkten Integrabilitit als allgemeine 
Lésung fiir z eine Function mit nur vier willkirlichen Constanten. 
Wire g =O von der ersten Ordnung, so kénnte man mit Hiilfe 
der beiden Ableitungen dieser Gleichung dieselben Schliisse wiederholen. 
Damit die der vollstaindigen Lisung 2 = F' entsprechende partielle 
Differentialgleichung die Form r + f= 0 besitze, ist es nothwendig 
und hinreichend, dass das System: 


=F, 
(4) = Fa; g= F,, 
s=Fy, t=Fyy 


nach @,, @, @;, @,, a, auflésbar sei. Nennt man diese Auflésungen: 
a; = a;, 
so wird die Differentialgleichung: 
r= Pyz(@, Y, Oy, Gy, Gy, Hy, &, 
2. Die Bedeutung der Differentialgleichungen u = a,, v = a, ist 
durch das Vorhergehende klargestellt. Es sind dies Gleichungen, 
welche auch die Lésung z = F besitzen, Solche Gleichungen, in denen 
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auch eine willkirliche Constante erscheint, sind natiirlich immer miég- 
lich. Es wird nothwendig sein, die allgemeine Form jener Differential- 
gleichungen zu bestimmen, die eine willkiirliche Constante enthalten 
und die Lésung z= F' besitzen. Aus jeder solcher Gleichung kann 
man r mit Hiilfe von + +/f—O0 eliminiren, und es wird demnach 
geniigen, die r nicht enthaltenden Formen aufzustellen. 
Eliminirt man a,, a,, @,, @,, a, aus dem System: 
saxxF, p=F,, q=F,, 
s=i F,,, t=F,,, 
C= @(a,, G,, 43, A, a) 
wo @ eine willkiirliche Function bedeutet, so erhilt man solche Differen- 
tialgleichungen in der Form: 


(5) @(@,, Gy, My, &, &)=C. 


Es wird nur noch zu erweisen sein, dass dies die allgemeine Form 
der gesuchten Gleichungen ist. Sei 
> : aii o ’ 
(0) O(xz,¥,2,p,q,8, =—C 
irgend eine solche Differentialgleichung, in welcher also ® nach der 
Substitution ¢ = F' ausschliesslich von den a@ abhiingt. Dann erhiilt 
man durch Differentiation nach x und y: 


a® eo ag ag em ds em dt 
(7) Cx 7 02 P+ Op re eg $+ os iat ct dx ? 
‘ 
E a® ao o® on em ds ao dt 
. = () 
oy + oa + op s+ os obi J cq dy v ot dy . 


Hier kénnen r und die Differentialquotienten von s und ¢ durch 
L,Y,2, Pp, q, 8, € ausgedriickt werden. Denn fiir = J’ erhiilt man: 
ds dF, 


dx dx’ u. 8. f 


und ersetzt in diesen Ausdriicken a; durch «;. Die beiden Gleichungen 
(7) miissen dann identisch Null ergeben, sonst wiiren dies (fiir ein 
bestimmtes ®) Differentialgleichungen, die keine willkiirliche Constante 
enthalten und von r + f=—O wesentlich verschieden sind, und doch 
die vollstindige Lisung z= I’ besitzen. 

Die Function  geniigt demnach zwei linearen partiellen Differen- 
tialgleichungen erster Ordnung mit 7 unabhiingigen Variabeln: 2, y, 
2, P, 7, 8, t, die von einander unabhingig sind und deren allgemeine 
Lésung eine willkiirliche Function von héchstens 5 Argumenten ent- 
halt. Es ist daher 


D = w(a,, &, H, &,, a5). 


in der That die allgemeine Liésung unsrer Aufgabe. 
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3. Bevor wir weitergehen, soll noch kurz erwihnt werden, dass 
die Annahme der Differentialgleichung in der Form r + f = 0 keine 
Beschriinkung der Allgemeinheit zur Folge hat. Kommt r in der vor- 
gelegten Gleichung nicht vor, aber doch ¢, so hat man bloss x und y 
zu vertauschen. Es bleiben demnach nur die Gleichungen von der Form: 

S=W(", y, 2, P,Q) 
zuriick. Man kann allerdings fiir diese specielle Classe von Gleichungen 
die folgende Integrationstheorie durch eine einfachere ersetzen. Um 


lewsky*) fiir beliebige partielle Differentialgleichungen angegebene 
Transformation zu benutzen. Fiihrt fnan nimlich die neuen unab- 
hingigen Variabeln 

“,= kx + ly, 

Y¥, = max+ny 
ein, so wird, wenn noch die Bezeichnungen: 


dz dz 
dx, saat og 
beniitzt werden: 
p=kp, +mq, 
q='!p, +2q, 
r=k?r, + 2mks + m’'t,, 
s=klr, + (kn + ml)s, + munt,, 
t=lr, + 2lns, + n’*t,, 
wo nur noch die Constanten so zu wiihlen sein werden, dass weder 


kn — ml, noch kl verschwinden. Am einfachsten ist 


kol=m=1, n=—1. 
Dann wird: 


a+ 
? y — oy) ? 


x+y 

2 
P=P+ 4%) GP tes 
s=r, — 1, 


und die transformirte Gleichung erhilt die Form 


r=tit+y (+: * m ’ “1 z n, 4M+%, A 4:)- 
Die specielle Theorie der Gleichungen s = yw ist also identisch mit 


derjenigen, welche der Form r —¢ = ¥ entspricht. 


*) ,,Zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen“, Journal fiir d. r. u. a. 
Math. Bd. 80, S. 19. 
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§ 3. 
Das simultane System erster Ordnung mit zwei unbekannten Functionen 
zur Bestimmung der vollstindigen Lésung. 


1. Die Bestimmung einer vollstiindigen Lésung der partiellen 
Differentialgleichung 


(1) r+ f(z, Y,2,p,9,8,t)= 
ist auf die Integration eines Systems totaler Differentialgleichungen 
zuriickgefiihrt, wenn es gelingt, zwei Functionen, « und v von z, y, 2, 
P,q,s, so zu bestimmen, dass ihre Functionaldeterminante nach s 
und ¢ nicht verschwindet und ferner das System 


r+f=—0, u=—a,, v—a, 
unbeschriinkt integrabel ist. 
Hierzu muss « und w» den unter (9) in § 1 entwickelten Rela- 
tionen geniigen. Diese sind, wenn wir die Determinanten entwickeln: 


a (3°) + ef . _ at) (5) 


dy 
df, du of ;,du av 
((ay ot ~=—sot ay) as 
rt df, éu Of¢duy du dv _4 
(Cay) 3s ace a nahi 
oe ($°) + ae (5) (3°) 2 av “)\o— 

dx dy/ _ (ay 
wo die Abkiirzungen (“) und (ay) die unter (6) in § 1 gegebene 
Bedeutung besitzen und r = —/ zu setzen ist. Das System (2) be- 
steht aus zwei simultanen partiellen Differentialgleichungen erster Ord- 
nung, aus denen u und v als Functionen von x,y, 2, p,q, 8, ¢ zu be- 
stimmen sind. 

Jede particulire Lisung dieses Systems, welche der auf die Functional- 
determinante beziiglichen Nebenbedingung geniigt, ergiebt zugleich eine 
vollstindige Lisung der partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
r+f=0. 

Die Nebenbedingung kann kurz so ausgedriickt werden, dass von 


den Lisungen u,v, die dem System (2) geniigen, jene noch auszuschliessen 
sind, fiir welche identisch: 


bo 


2\ — Ow dv du dv _ 
(3) D= ds ot ot ds oO, 


Der Fall, wo D erst dann null wird, wenn fiir s und ¢ die 
Lisungen des Systems wu = a,, v= a, éingesetzt werden, kann gar 
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nicht vorkommen; denn D = 0 ist frei von a, und a,, und kann also 
nicht erst eine Folge der Gleichungen 


Ut=@,, U= 4, 
seln. 

Man sieht unmittelbar, dass wenn man w beliebig waihlt und fiir 
v eine willkiirliche Function von « nimmt, man immer Lésungen von 
2) erhilt, die aber in die Reihe der auszuschliessenden gehéren. 

2. Unsere Aufgabe wird es nun sein, alle jene Functionen u, v 
zu bestimmen, die-dem Systeme (2) geniigen, ohne zugleich die Gleichung 
(3) eu befriedigen. 

Die gesammten Functionen von 2, y, 2, p,q, 8,¢ lassen sich in 
Bezug auf das System (2) in drei Classen verteilen, je nachdem, wenn 
dieselben fiir u eingesetat werden: 

A) Das System (2) einer einzigen Gleichung dquivalent ist. Diess 
kann geschehen, indem 1. die beiden Gleichungen algebraisch aus ein- 
ander folgen, d.h. die Coefficienten der partiellen Differentialquotienten 
von v in den beiden Gleichungen proportional sind, oder 2. sdéimmtliche 
Coefficienten in einer der Gleichungen verschwinden. 

B) Die beiden Gleichungen in Bezug auf v ein vollstindiges System 
bilden. D. h. die bekannte Integrabilititsbedingung ist identisch be- 
friedigt und liefert keine neue Gleichung fiir v. 

C) Die beiden Gleichungen kein vollstindiges System bilden. D. h. 
die Entwicklung der Integrabilititsbedingungen liefert wenigstens now: 
eine von der friiheren unabhingige Differentialgleichung, der v ge- 
nugen muss. 

Wir zeigen zuerst, dass der Classe C) angehérende w-Functionen 
tiberhaupt in der Lésung unseres Problems nicht auftreten kénnen. 
Wiire w eine solche Function, so hiitte das System 

rt+f=0, w=—a, 
eine gemeinschaftliche Lésung von der Form 
a= F(x, y, a, Az, dy, A, As), 
die zugleich eine vollstindige Lésung in Bezug auf r+ f= 0. Dann 
ist, da wir die Bezeichnungen des § 2 beibehalten, w nichts anderes, 
als die dort eingeftihrte Function «,. Setzt man also a, an die Stelle 
von u, so gentigen dem Systeme jedenfalls folgende Werthe fiir v: 
Oy Uy, Hy, Hy, Ms 
Denn das System 
r+f=0, a =a, «=a, 
hat die gemeinschaftliche Lésung 2 = F; wenn also die Functional- 


determinante von «, und beispielsweise «, nach s und ¢ nicht ver- 
schwindet, muss v = @, eine Lésung von (2) sein. 
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Verschwindet die Functionaldeterminante, so gestaltet sich der 
Beweis, dass auch dann u=—a,, v =a, eine Liésung des Systems 
(2) bilden, folgendermassen : 

Diese Functionen geniigen jedenfalls den Gleichungen (7) des § 2 
und diese sind in kiirzerer Form geschrieben: 


da, da ds Oa, dt 
( I+ -S da +3 wo 





dx 
(33) + 9 24 Ho, 
(+e + Ho, 
Cat) +S ay + St ay =? 


Wenn in diesen Gleichungen ry und die Differentialquotienten von 
s und ¢ in der friiher entwickelten Weise durch 2, y, 2, p,q, 58, t 
ausgedriickt werden, miissen diese Gleichungen identisch befriedigt sein. 
Wenn nun auch 
Oa, Gay 6M, Oa pay 
os ot és ot 


ist, so folgen noch aus den obigen 4 Gleichungen die folgenden: 


4) — 4 Gz) =o. 


Om da __ OW, o*1) — () 
ot ( ae) ot das 


Oey (==) _ Oa ( a1) = 0 
os dy as Yi ci 
Oa, (-S*2) 0 Gy (-S%) = 0 

ot dy at dg 7 =? 

welche Relationen unmittelbar zeigen, dass auch in diesem Falle 
u=a,, v= a, eine Lésung des Systems (2) ist. 


Besitzt alsa die Differentialgleichung u =a, —a, die Lésung 
= I’, so entsprechen dem Systeme (2) die Lésungen 





RD 


U= a, V= @(G,, &,, M, Hy, a5), 
WO @,, @, @, @,,@, von einander unabhiingige Functionen sind. 
Setzt man demnach a, fiir u,, so wird v eine willkiirliche 
Function von fiinf Argumenten, und das wiire in dem unter C) auf- 
gezihlten Falle unméglich, denn ein aus drei algebraisch unabhiingigen 
linearen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung bestehendes 
System kann in seiner Lisung — auch im giinstigsten Falle — nur 
eine willkiirliche Function von 4 Argumenten enthalten. 
Der Fall C) ist also von vorneherein ausgeschlossen und wir haben 
uns nur mit den in die Classen A) und B) gehorigen w-Functionen 
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zu beschiftigen, die uns — wie aus dem bisherigen hervorgeht — 
simmtliche vollstindige Lésungen der Gleichung r+ f—0O geben 
werden, 

Es sei noch hier bemerkt, dass die Classen A) und B) nicht 
gleichwerthig sind. Die erste Classe ist als specielle Art, als Grenz- 
fall in der zweiten enthalten, und existirt nur bei gewissen partiellen 
Differentialgleichungen , deren Integration sich dann entsprechend 
vereinfacht. Wir gehen nun dazu iiber, die Theorie des simultanen 
Systems (2) ausfiihrlich zu entwickeln. 


§ 4. 
Bestimmung der in die Classe A) gehérigen vollstindigen Liésungen. 


1. Sollen die beiden Gleichungen des Systems (2) im vorher- 
gehenden Paragraphen algebraisch ‘iquivalent sein, so miissen die 
Coefficienten der einzelnen partiellen Differentialquotienten von v pro- 
portionale Gréssen werden; und diess ergiebt fiir u das folgende simul- 
tane System linearer partieller Differentialgleichungen erster Ordnung: 











Ou of du ‘Of du 
Ot a: ot ss 
ou ou } 
ds ot 
Ou df\ du _ of (=) 
ot _—s \dy/ @t ot \dy 
—_— du ’ 
08 ($3) 
ou du df du 
ot 8 ) - (a5) as +(35) 
ou du nes 
os ( ey 
wo noch zu bemerken, dass 7 nicht null sein kann, sonst miisste 
auch a = ( sein; dann enthielte also w weder s noch ¢, und ge- 


hérte zu jenen Lésungen, die von vorneherein ausgeschlossen werden 
konnten. 


Dann lasst sich die erste Gleichung leicht auf die Form 


ou \? Ou 

ot of “Ot ae 
— gu |t as | —au | Fae =? 

os “Os 


bringen; wenn wir also die beiden Lésungen der Gleichung 


(1) w+ Lu4+ Fo 


Mathematische Annalen. XXIV. 














482 J. Kénre. 


ra 


mit mw, und pw, bezeichnen, (wo mw, und uw, bekannte Functionen von 
“,Y,2,p,4q,8,), so kommt an Stelle der ersten Gleichung: 


P Ou ou —_ ou Ou 
(2) os by + at = 0, oder Os By + at = 0, 


womit (ebenso wie bei den Monge-Ampére’schen Methoden) das 
zu behandelnde System zweiten Grades in zwei Systeme ersten Grades 
zerlegt ist. 

Wenn wir nimlich den Werth des links stehenden Quotienten, 
— w;(¢ = 1, 2) in die “a Gleichungen einfiihren, werden diese: 


1; =) i (ae) —(4f oe 0 


(35) + (wu aod oY = 0. 


Diese Gleichungen sind aber jiquivalent, denn wenn man die 
zweite Gleichung mit mu; multiplicirt und die Relationen 


Pi Oe eee os oe oe, , 


Mi Os =r ot? on at 
beriicksichtigt, erbilt man die erste. 
Der Fall w = 0 ist hier giinzlich ausgeschlossen; dann muss 


nimlich auch of und ot 
wu wiirde den auszuschliessenden Formen angehéren. Wie der Fall 
u =O in anderer Weise Integrale liefern kann, wird am Schlusse 
dieses Paragraphen gezeigt werden. 

Wir erhalten also zur Bestimmung der hierher gehérigen w die 
beiden Systeme: 


- . ° Ou 
null sein, also schliesslich auch ~—, und 
os 


ui; +5 ae 
(3) du \ , of du BS df \ eu = 
(49) 4 (a4 anyae). (2h) sation. 
(«= 1, 2), 
wo w, und w, die beiden Wurzeln der zu r + f = 0 gehorenden 


Gleichung, nach Darboux der charakteristischen Gleichung: 


f (ory f 


Ot 


bedeuten. Die so erhaltenen Systeme sollen in der Folge kurz als 
S, und S, bezeichnet werden. 

Die Bedingung, dass die Systeme S,, S, Lésungen besitzen, 
sondert im Allgemeinen bestimmte Classen von Differentialgleichungen 
aus. Sind jene Systeme integrabel, so kann man immer wnendlich 
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viele volistindige Liésungen der Differentialgleichung r + f= 0 be- 
stimmen. 

Ist uw eine Lisung von S, oder S,, so ist einfach v aus der linearen 
partiellen al Napa gb erster Ordnung 


= ou a Ov du\ dv 
0 2h Se-5 ee 
(4) os da + dy dx/ os dy?’ ot 
so zu bestimmen, dass der Gleichung: 
r Ou Ov du ov 
© ou dv _ du dv _ 
ot as os Oat 
nicht auch geniigt wird. Dann ist 

r+f=0, v= a;,, v=a4, 

ein unbeschrinkt integrables System und giebt demnach eine vollstindige 
Lisung von r + f = 0. 

Diess ist immer mdglich; denn die Gleichungen (4) und (5) sind 
algebraisch von einander unabhingig. 

Die auf die Functionaldeterminante beziigliche Nebenbedingung 
sondert also aus der (4) geniigenden Functionenmannigfaltigkeit nur 
eine solche von niederer Dimension, eine Grenzmannigfaltigkeit aus. 

2. Die Lésungen der Differentialgleichung (4) stehen in engem 
Zusammenhang mit den Integralen der Systeme S, und S,. Ist niimlich 
in (4) w eine Lisung des S,, so geniigt jede Lésung des Systems S, der 
Differentialgleichung (4), d. h. jede Lisung des Systems: 


a. My + a = 
(35)+ t)( 42) (Sf) 3 0 
geniigt der easeeeenasiaaieen 
m Mim Fe (Se) ete ($0) (Su) ae —(Ggde a 


wenn w, eine Lésung des Systems 


(6) 


OU nt 
' “uy + ver 0, 


4 sip 
({ 
) (= 


(Can )+(H + 3 ada (4) oe = 0 


ist. Deun setzt man aus der ersten Gleichung (6) den Werth des 
av. : " 
ap un (7) ein, so erhailt man: 
Co 


a-($5)4 9-02") [(4)— nD] 0 
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Diese Gleichung ist aber nichts anderes als die zweite der Gleichungen 


(6), multiplicirt mit om, wenn man beriicksichtigt, dass 


of 


— (Hy + U2), 
also 
of Ou ee i) Ou, Ou, 
(u, + os os area Uy os -_"s at ? 


und ebenso nach der zweiten regio in (8): 


(30) Ft GD + + IGP =Ge) — » Ca) 


Die Lésungen des Systems Po erschépfen jedoch nie die Lésungen 
der Gleichungen (4) oder (7), denn diese sind durch eine willkiirliche 
Function von 6 Argumenten, jene durch eine willkiirliche Function 
von héchstens 5 Argumenten gegeben. Hingegen wird im Allgemeinen 
keine der Lisungen aus S, durch die auf die Functionaldeterminante 
beziigliche Nebenbedingung ausgeschlossen, denn die Functional- 
determinante 





Ou, Ou Ou, O U, Oe / 
Ge ro af: rs 3 sian 7 m (#2 — 1) 
verschwindet nur in dem Ausnahmefalle, wo die charakteristische 
Gleichung gleiche Wurzeln besitzt, also die Systeme S, und S, zu- 
sammenfallen , oder eine der Functionen w weder s noch ¢ enthilt. 
Es mdége hier noch der folgende auf die Lésungen dieser Systeme 
beziigliche Satz angefiihrt werden. Ist S, ein vollstindiges System, so 
giebt es unter dessen Lisungen immer solche, die der Gleichung (7) 
= 0 nicht geniigen, mit Ausnahme des Falles w, = uy. 
Denn dann ist an Stelle von (6) das System 
ov ov 
a, Uy + — 0 


és 
dv of df 
+(e + oe) (Se ~)— (35) “Os 0 
zu nehmen; verfahrt man ebenso wie ‘aie so erhilt man aus (7) 
Ou, Ou, (dv du, du ov 
(42) + at ($2) —[(4%) ay L)} 32 => 


was mit der zweiten Gleichung unter (9) nur dann identisch sein 
kann, wenn 


(9) 








HD) GD) —-a Gp 


ist. Nun hat man aber nach (8) 


am (a) (Ht) + (u, + SCA) 
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also miisste 

= (u, + ae) — Ye 
sein. 

3. Auch dann erhdlt man zur Bestimmung von v nur eine Diffe- 
rentialgleichung, wenn alle Coefficienten in einer der Gleichungen (2) 
in § 3 verschwinden. 

Da solche Functionen u, die weder s noch ¢ enthalten, von vorn- 
herein ausgeschlossen sind, kann die — Gleichung ies Systems 


: . Ou 
nie entfallen; denn dann miisste Fe und — oy verschwinden. Sollen 
die Coeffieienten der ersten Gleichungen verschwinden, so muss zuerst 
ou 
ue* 


ou of 


sein; dann wird der Coefficient von ( ) gleich — — —~-- Da nun 
’ dy/ © os ot 


€*% nicht null sein soll, so muss 

of 

| 0 
sein; d. h. eine Wurzel der charakteristischen Gleichung muss gleich 
Null sein. Dann fallt der Coefficient von + von selbst fort, und 
as . Cv 
die letzte Bedingung giebt fiir den Coefficienten von oF 


(=) ou a. of —k a i) = 
dy/ @s os \dy dx f 

Wie man sieht, fiihren die erhaltenen Bedingungen auf den friiher 
ausgeschlossenen Fall u« = 0 zuriick, und das entsprechende S-System 
viebt — wenn solche existiren — die Bestimmung der hierher ge- 
hérigen w-Formen. 

Die erhaltenen Resultate lassen sich also in folgendem Satze aus- 
driicken: 

Wenn u eine Lisung der Systeme von Differentialgleichungen erster 
Ordnung S, oder S,, wenn ferner v eine Lisung der Differential- 
gleichung: 


oe (a >) + $(4)— (3¢)4 { —() 3-9, 


(wobei u und v der auf die Functionaldeterminante beziiglichen Neben- 
bedingung entsprechend gewdhlt sind) so ist 
r+f=0, w=a, v=a, 
ein unbeschrinkt integrables System und giebt eine vollstindige Lisung 
der Differentialgleichung r + f = 0. 
Die unter (2) entwickelten Siitze sind auch auf den Fall u = 0 
iibertragbar. 
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Unsere niichste Aufgabe wird es sein, die durch diese Methoden 
zu bestimmenden Lésungen der Differentialgleichung r + f= 0 in 
Bezug auf ihre Allgemeinheit zu untersuchen. Man sieht, wie schon 
oben bemerkt, auch ohne nihere Untersuchung, dass, wenn S, oder 
S, tiberhaupt integrabel ist, man immer wnendlich viele vollstindige 
Lésungen erhalten wird. 

Anmerkung. — Diese Stelle wird am geeignetsten sein, um 
den Zusammenhang unserer bisherigen Entwicklungen mit friiher be- 
kannten Resultaten klarzulegen. Es sind hier, so viel ich weiss, 
nur zwei Arbeiten zu nennen, die schénen und wichtigen Abhand- 
lungen von . 

G. Darboux: ,,Sur les équations aux dérivées partielles du second 
ordre‘, (Annales de lécole normale supérieure, T. VII, 1870, 
p. 163—173) und 

Hamburger: ,Zur Theorie der Integration eines Systemes von 
n nicht linearen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung mit 
2 unabhiingigen und » abhingigen Variabeln“. (Journal fiir die reine 
und angew. Mathematik, Bd. 93, 
pag. 201 — 214. 

Darboux hat zuerst darauf aufmerksam gemacht, dass fiir specielle 
Classen von Differentialgleichungen zweiter Ordnung solche Differential- 
gleichungen /-ter Ordnung sich bilden lassen, deren allgemeinste, 
mit der gegebenen Gleichung gemeinschaftliche Lésung nicht wie sonst, 
héchstens willkiirliche Constanten, sondern eine willkiirliche Function 
enthailt. Die bei Darboux ohne Beweis gegebenen Siitze erscheinen 


1882). Insbesondere der zweite Theil, 


fiir k = 2 bei Hamburger als specielle Fille aus der Theorie einer, 
gewissen Integrabilititsbedingungen geniigenden Differentialgleichung 
n‘* Ordnung. Hier erscheinen auch schon die Systeme S in einer 
Form, die mit der unsrigen im wesentlichen tibereinstimmt. Aus ganz 
anderen Betrachtungen hervorgehend, zeigt sich jedoch a. a. QO. nicht 
ihre volle Bedeutung fiir die Theorie der partiellen Differentialglei- 
chungen 2.0. Hamburger — sowie vor ihm Darboux — erhalten 
in dem Falle, dass die Systeme S integrabel sind, eine viel speciellere 
Lésung. 

Nach den citirten Autoren miissten, um eine vollstiindige Lésung 
von r-+f=—O0 zu erhalten, S,; und S, integrabel sein, und eine 
Lésung jedes dieser Systeme bestimmt werden; und um die allgemeine 
Lésung zu erhalten, miissten S, und S, je zwei unabhingige Lésungen 


besitzen. Nach unsern Methoden — ihre specielle Ausfiihrung ge- 
schieht im niichsten Paragraphen — geniigt es, wenn auch nur eines 
der Systeme S integrabel ist und man erhilt aus einer Lésung des- 
selben eine Liésung der Differentialgleichung r + f = 0 mit einer will- 
kiirlichen Function, also unendlich viele vollstindige Lésungen. Be- 
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sitzt hingegen ein System S zwei von einander unabhingige Lésungen, 
so erhilt man aus diesen die allgemeine Lésung der vorgelegten 
Differentialgleichung. 


§ 5. 


Discussion der Lisungen, die mit Hilfe der in § 4 entwickelten 
Methoden bestimmt werden kénnen. 


1. Aus der Mannigfaltigkeit der Lésungen, welche der gegebenen 
Differentialgleichung 
r+f=0 
entsprechen, wird bekanntlich eine bestimmte Lésung durch die An- 
fangswerthe von ¢ und p ausgesondert, d. h. durch die Bestimmung 
der Functionalwerthe, die ¢ und p annehmen, wenn fiir « das im 
allgemeinen gleichfalls beliebige x, gesetzt wird. Seien diese An- 
fangswerthe: 
(8)e=«, = + (P)e=z, =, 
so wird noch: ‘ 
(Qe=x, = §, (S)e=x, = 7, 
(lems, — ¥ 
wo €, ¢’, x nach y genommene Differentialquotienten bezeichnen. 
Enthalten € und'z noch willkiirliche Constanten, so erhilt man all- 
gemeinere Lisungen, insbesondere im Falle von 5 willkiirlichen Con- 
stanten, im Allyemeinen vollstiindige Lésungen, 
Wenn 
r+f=9, 
(1) U(x, Y,2,p, 9,8, =a, 
v(v, ¥, 2,p,9,8,t) =a, 
ein unbeschriinkt integrables System bilden, so erhilt man leicht die 
das zugehdrige vollstiindige Integral definirenden Anfangswerthe, wenn 
man in den letzten beiden Gleichungen «, fiir 2 setzt. Es ist dann: 


2) u(%, ¥, €, w, €, w, &)—a,, 
” v(m, 9 & 6, m, Say 
ein simultanes System totaler Differentialgleichungen, erster Ordnung 
fiir a, zweiter Ordnung fiir , aus welchen sich immer € und z in 
der Form: 

£ = C(y, @,, de, Ay, Gy, Gs), 

MH = H(Y, Ay, Ay, Ay, Ay, 5) 
bestimmen lassen. 

Ein Ausnahmefall kann bei der Integration dieses Systems nicht 

eintreten. Da die Functionaldeterminante von w und v nach s und ¢ 
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nicht verschwindet, kann auch die Functionaldeterminante nach €’ 
und x’ nicht fiir jedes x, null werden. Man erhilt héchstens gewisse 
Zahlenwerthe des z,, die auszuschliessen sein werden. 

Umgekehrt bestimmen immer zwei Relationen von der Form (2) 
eine vollstiindige Lésung der Gleichung r + f= 0, und damit auch 
die zugehérigen unbeschrinkt integrabeln Systeme. 

2. Sei nun u, eine Lisung des als integrabel vorausgeseteten 
Systems S,, die wenigstens s oder t enthdlt; dann bildet 

r+f=0, u=—a, 
ein im Allgemeinen*) unbeschriankt integrables System mit jeder 
Gleichung der Form: 
P(Vi> Yor Var Var Ys> Yo) = Mes 

wo » eine willkiirliche Function, y, = u,, und die y bestimmte Func- 
tionen von 2%, y, 2, p, g, Ss, t, zwischen denen keine von diesen 
Unbestimmten unabhiingige Relation besteht. Wir kénnen fiir y, ... y, 
die im Anfang des § 2 charakterisirten Functionen «, . .. a, nehmen, 
so dass wenn in die Bildung des @ die Function y, nicht eingeht, 
man immer dieselbe vollstiindige Lésung erhiilt. 

Man kann in diesem Falle die zweite der zur Bestimmung von 
und x dienenden Differentialgleichungen beliebig wihlen, d. h. eine 
solehe Function m bestimmen, dass fiir 7 = x, 

9(Y1> e7”qg Ys) = v(Lq, Y, ., a, c; u , ¢") 
wird, wo v eine beliebige Functionenform bedeutet. 
Denn die Gleichungen 
Visa, (¢=—1, 2,3, 4, 5) 
sind nach z,p,q,s,¢ lésbar und ihre Lésungen lauten in den schon 
friiher gebrauchten Bezeichnungen: 


es F(a, Y> Vir Vo» Va» Var 5)» 
p= Fu(x, Y, Y1) Yor Yar Var Ys) 
(3) @ = Fy (@, Ys M15 Vos Va» Var Ys)» 
8 = Fay (@, Ys V1» Yor Ya» Var Vs)s 
t = Fyy(%, Y, M1 V2» Yas Yar Vs): 
Setzt man die so erhaltenen Werthe in 
Vo = %e(%, Ys 2, PG, S, b) 
ein, so kann in dem fiir y, erhaltenen Ausdruck nicht 2 und y feblen, 


sonst wire y, eine Function von y, ...y,; es kann auch nicht y allein 
herausfallen, sonst wire «# eine Function der y und v = «& eine 





*) D. h. wenn die Functionaldeterminante von w und g nach s und ¢ nicht 
verschwindet. 
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Lésung des zu Grunde liegenden Systems ((2) in § 3), dann wiire 
aber fiir das zugehérige u 

( Ou 

7" 2 


welcher Fall von Beginn ab ausgeschlossen wurde. Man erhilt dem- 
nach aus obiger Relation: 


(4) Y =F, V4, Yo» Ys» Var Yo2 Vo) 
Setzt man nun in (3) und (4) a, fiir 2, so erhilt man 
f&, 2, 0, a, oy 
ausgedriickt durch 
V1") Va°r Ys's Va°r Ys"> Yor 
wo y;® der entsprechende Anfangswerth von y;, und es geht endlich 
V(X, y¥, & a, &, mw, S") = aly, &, z, &, mw’, O) = ay 

iiber in: 

(7°, V2", 73°) 74° 5) Yo) = a. 

Soll also die zweite der zur Bestimmung der Anfangswerthe 
dienenden Differentialgleichungen v, = a, sein, so wird @ in der eben 
entwickelten Weise zu wihlen sein. 

3. Es wird noch zu zeigen sein, dass unsere Methoden jede 
Lisung geben, deren Anfangswerthe der totalen Differentialgleichung 
Vy = Const. geniigen, insbesondere also nicht nur die entsprechenden 
particuliren, sondern auch die eventuell vorhandenen singuliren 
Lésungen. 

Ist r+f=—6, u=a,, v = a, ein unbeschrinkt integrables 
System, so wird jede Lisung der Differentialgleichung r +- f =O, deren 
Anfangswerthe den Differentialgleichungen wu, = a,, Vy = a, geniigen, 
auch die Gleichungen u = a,, v =a, befriedigen, also eine Lisung 
des Systems sein. 

Schreiben wir nimlich das System in nach r,s, ¢ geléster Form: 

y= R, s=S, t=f, 
so ist dasselbe aiquivalent mit dem Mayer’schen Systeme: 


Pu, Bik, 





da dy 
F dq _q dq _ 
(9) en. dy =I, 
dz dz 


‘Ie ™P> “dy == ¢, 
das gleichfalls unbeschrinkt integrabel ist. Irgendwelche Lisung dieses 
Systems erhalten wir, wenn die Anfangswerthe von 2, p, q (als Func- 


tionen von y) €, a, € fiir «= 2° so bestimmt werden, dass sie dem 
System gewohnlicher Differentialgleichungen: 
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dx ’ 

dy = (S)z=z,, 

ag * 

dy _— (Rys=a: 

dé . 

dy 
geniigen. Man sieht unmittelbar, dass dieses System vollig mit den 
Gleichungen u) = a,, v, = a, iibereinstimmt. Die so erhaltenen 
Werthe fiir z, p,q geniigen dem System (5), oder endlich z den par- 
tiellen Differentialgleichungen r + {f—0O, u=a,, v= a,. — Damit 


ist der ausgesprochene Satz bewiesen. 

Um also eine Lisung der Differentialgleichung r +f =O zu be- 
stimmen, deren Anfangswerthe und a der Gleichung wu, = Const. ge- 
niigen, wird folgender Weg einzuschlagen sein: 

Wir werden zuerst die dritte Gleichung des unbeschriinkt inte- 
grabeln Systems aufstellen. Da wu, = Const. jedenfalls ¢ oder x’ ent- 
halt, kann man als zweite Relation 

x —w(y)=0 oder §" — x(y) =0 
wihlen, wo w~ oder y gegebene Functioner: sind und damit die friiher 
mit @ bezeichnete Function und schliesslich auch die dritte Gleichung 


5 
v= 0 bestimmen. Bestimmt man nun jene Liésungen des Systems 


dp on’ ®t. dq at dz 


dx dx ; dx P; 


deren Anfangswerthe z, ¢, € sind, so ist die entsprechende z-Function 
die gesuchte Lésung der Differentialgleichung r + f = 0. 
4. Mit wu, ist auch w(u,), wo @ eine willkiirliche Function be- 


zeichnet, eine Lésung des Systems S,; doch giebt w(u,) = C keine 


=) 
neuen Integrale, da diese Gleichung mit uw, = a, ‘iquivalent ist. Ist 
a@(u,) die allgemeine Lésung des Systems S,, so ist im bisherigen die 
Mannigfaltigkeit der aus S, ableitbaren Lésungen von r + f = 0 
erschopft. 


Wenn jedoch das System S, zwei unabhiingige Lisungen, u, und 
u, besitat, so kann man mit Hiilfe der entwickelten Methoden die all- 
gemeine Lisung der Gleichung r + f =0 aufstellen, d. h. die durch 
beliebige Anfangswerthe bestimmte Lisung entwickeln. 

Dann niimlich geniigt auch w(w,, u,) dem System und die will- 
kiirliche Function @ kann immer so gewihlt werden, dass 

U = a(u,, U,) = 0 

fiir «== 2%, durch die beliebig gewihlten Anfangswerthe € und z be- 
friedigt werde. Sei: 


“y= 6, (x, Y, 2, P, q, §; t), 
y= 6,(x, Y, 4, P, , §, t), 
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dann wird fiir 7 = 2: 
(4 )z=2, = 8 (Y), 
(ty)e—2, = 82 (y), 
und dann kann man @ leicht so wihlen, dass 
(@ (%, , U))— x, = (5, (Y), S, (y)) = () 
werde. Wenn z. B. aus 
5, (y) = 2 


folgt: 


setze man: 





T(z) = 8,(%, (2); 
dann wird 

G(U,, Uy) = T(U,) — Uy 
die geforderte Eigenschaft besitzen, ohne dass vor Einsetzen der An- 
fangswerthe die Variabeln herausfielen. Deun wegen der Unabhin 
keit der Lésungen wu, und uw, kann nicht 


gig- 
5'5 


t(u,) = Uy 
sein, wahrend fiir = a, 
Sot, 5, (Y) = Sy (y) 
wird, 

Nach dieser Bestimmung der Function @ ist die Aufgabe auf die 
vorhergehende zuriickgefiihrt, da es sich nur darum handelt, eine 
Lésung zu bestimmen, deren Anfangswerthe der Bedingung u, = Const. 
geniigen. 

Die Zusammenfassung der bisherigen Resultate ergiebt die fol- 
genden Sitze: 

Man bilde die zur vorgelegten Differentialgleichung r + f= 0 ge- 
horigen Systeme linearer partieller Differentialgleichungen erster Ord- 
nung, S, und S,. Ist eines dieser Systeme integrabel, und eine seiner 
Lisungen 

uU= U(r, Y, 2, PD, , 8, 2), 
dann kann man mit Hiilfe partieller Differentialgleichungen erster Ord- 
nung, oder was dasselbe ist, totaler Differentialgleichungen, jede Lisung 
der Gleichung r + f =O bestimmen, deren Anfangswerthe: 

(2)e=n,—= 6, (P)e=e,= % 
der Relation: 

u(t, ¥, &, @, &, a’, F’) = Const. 

gentigen. 

Hat ferner irgend eines der Systeme 8, oder S, zwei von einander 
unabhdngige. Lisungen, so ist die Bestimmung einer durch beliebige 
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Anfungswerthe gegebenen Lisung von r + f = 0, d. h. der allgemeinen 
Lisung auf die Integration totaler Differentialgleichungen zuriickgefiihrt. 

Der Gang der Rechnung ist im Vorhergehenden vollstiindig ent- 
wickelt. 

Es soll noch besonders betont werden, dass man aus den zwei 
unabhingigen Lésungen von S, oder S, durchaus nicht alle vollstin- 
dige Lésungen, sondern alle particuliren Lésungen in gewissen Schaaren 
vollstindiger Lésungen zusammengefasst erhiilt. Eine nihere Unter- 
suchung dieser Verhiiltnisse wiirde sich am besten an die von Lie 
begriindete geometrische Theorie der partiellen Differentialgleichungen 
anschliessen. 


§ 6. 
Allgemeine Theorie der vollstindigen Lisungen. Zuriickfiihrung auf 
eine lineare partielle Differentialgleichung. 


1. Aufgabe der allgemeinen Theorie wird es sein, eine solche Func- 
tion “u von Z, ¥, 2, p,q, 8,# zu bestimmen, dass die partielle Differen- 
tialgleichung 

u= a, 

durch eine vollstiindige Lésung der Gleichung r + f= 0 befriedigt 
werde. Ist w eine Lésung der Systeme S, oder S, so befinden sich 
unter den Lésungen von « = a, unendlich viele vollstindige Lésungen 
der Gleichung r + f = 0, in jedem andern Falle kann die Gleichung 
u =a, héchstens eine vollstindige Lésung von r+ / = 0 liefern. 
Es sind nun jene Functionsformen des wu zu bestimmen, fiir welche 
dies der Fall ist. In weiterer Verfolgung der bisher benutzten Methoden 
miissten wir nun die Bedingungen dafiir entwickeln, dass das zur Be- 
stimmung von uw und wv dienende System ((2) in § 3) in Bezug auf », 
als unbekannte Function ein vollstiindiges System bilde. Man sieht, 
dass man unmittelbar mehrere Bedingungsgleichungen fiir w erhiilt, 
von denen jede einzelne eine partielle Differentialgleichung 2'* Ord- 
nung mit den unabhingigen Variabeln zx, y, 2, p, q, s, ¢ darstellt. Die 
Aufstellung, noch mehr die Untersuchung des Zusammenhanges dieser 
Gleichungen fiihrt zu ziemlich complicirten Rechnungen. Theils um 
diese zu vermeiden, theils um auch die ganze Theorie von einer zweiten, 
gleich wichtigen Seite darzustellen, soll zur Ableitung der linearen 
partiellen Differentialgleichung, welcher u geniigen muss, im folgenden 
ein andrer Weg eingeschlagen werden. 

Als Ausgangspunkt dient der folgende Satz, dessen ersten Theil 
wir schon aus der bisherigen Entwicklung kennen. 

Sei eine vollstindige Lisung von r + f =O zugleich eine Lisung 
der Gleichung u = a,, ohne dass u den Systemen S, oder S, geniigt; 
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dann giebt es nur eine vollstindige Lisung der Gleichung r + f = 0, 
welche diese Eigenschaft besitzt, wnd diese kann aus einem Systeme 
totaler Differentialgleichung auch ohne Aufstellung der dritten Gleichung 
des unbeschrénkt integrabeln Systems (v = a,) bestimmt werden. 

Wenn man die Gleichungen r + f= 0 und wu = a, nach x und y 
differenzirt, und zur Bezeichnung der dritten Differentialquotienten 
folgende Bezeichnungen einfiihrt: 


ee a ae iw ee eee 
oe aa dx dy ’ 3 Gedy’? “= dy 
erhalten wir: 
df of of 
()+a4+ a4 a, ~ 
af of of 
(1 Gy + Stet yas 
) 
du ou Ou 
(ae) + Js 2 + Ge 4 aon 
du Ou Ou 
ay) + Fe d, + at d, = 0. 
Fiihren wir noch folgende Bezeichnungen ein: 
,. 2. & 
| "gp. ee 
| 
—_| 24% ou af 90) 38 (oe me 
4=| ge.’ ae * ° = (Fe) ~ 08s \@s at ot or) 
ou ou 
QO ’ 8 ’ Ot 
| (af of of | 
(35) ‘Os’? Ot 
du Ou 
|(a), au ou | 
(2) |\dy/? Os? Gt | 


(2) G)-GDE 4-H )-G FH. 


— Pye] eS 


| Qs? dx 


“De 


= i= ou du rs on) ou +e “f all 


dy/7 os @t dx’ ot 
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of df | 
ts és? (Z 

ou ou du 
—D=|35> > GS) 
(2) | 0 Ou se) | 
> @8’? \dy/| 


af du \2 du\ du du Ou of aw 
“ey (3) (: :) —(3) és - 7) or ae oe) 

Wenn nun A = 0 ist, so enthalten die Gleichungen des linearen 
Systems (1) einen Widerspruch, und es existirt tiberhaupt keine gemein- 
schaftliche Lisung, oder es miissen auch D,, D, und D, verschwinden, 
Die Bedeutung dieses Falls ist unmittelbar klar. A =O sagt aus, 
dass die charakteristischen Gleichungen fiir r + f = 0 und u =a, eine 
gemeinschaftliche Wurzel besitzen, und das Verschwinden der ge- 
sammten Ausdriicke A, D,, D,, D, bedeutet einfach, dass u den in § 4 
aufgestellten Gleichungen, oder also einem der Systeme S, oder S, 
geniigt (mit Inbegriff des Falles u = 0). 


ou ; ; 
Wenn =(, kann A nur dann verschwinden, wenn auch 
os 
ou yy: : : . 
t= 0 ist, was also wieder nur auf die von Beginn ab ausgeschlossenen, 


s und ¢ nicht enthaltenden w-Formen fiihrt. 

Wenn nun A nicht Null ist, und wir unter d,, d,, d,, d, die 
Lésungen des Systems (1) verstehen, erhalten wir das folgende System 
von Differentialgleichungen: 


ds 


ds 








dz d,, dy ds, 
dt dt 
— d;, dy ~ dy, 
7 . dp _ 
(3) dx"? — 
dq __—s«. dq _ 
dx”? i t, 
dz . dz ‘ 
da ~ P» dx ~ % 


Dieses System, wo noch r durch seinen Werth aus r +f =0 zu 
ersetzen, ist unbeschrinkt integrabel, und das daraus bestimmte 2 ist 
eine volistdindige Lisung der Gleichung r + f = 0. 

Man sieht, dass wenn 2, p, q, 8, ¢ irgend ein System von Func- 
tionen ist, das den Gleichungen (3) geniigt, die Gleichung 

dp 


dz -~ 


wegen des in den zwei letzten Zeilen von (3) ausgedriickten Zusam- 
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menhanges dieser Functionen zugleich aussagt, dass z der Differential- 
gleichung r + f= 0 geniigt. Schon durch die Entstehung des Systems 
weiss man, dass ¢ = F (jene vollstindige Lésung von r + f = 0, die 
zugleich der Gleichung « = C geniigt) und die daraus abzuleitenden 
Werthe von p, q, s und ¢ das System befriedigen. Dieses muss also, 
da die Lésungen 5 Constanten enthalten, unbeschriinkt integrabel sein. 
Es mége noch bemerkt werden, dass, wenn die Integrabilitiitsbe- 
dingungen nicht identisch erfiillt waren, diese eine neue Relation 
zwischen 2%, y, 2, p,q, 8, ¢ ohne willkiirliche Constante ergiiben, welche 
als partielle Differentialgleichung fiir z aufgefasst die Lésung z= F’ 
besitzen wiirde. Da diese Gleichung, welche r nicht enthilt, nicht 
mit r+ /—0O fdquivalent sein kann, kénnte also = F im Wider- 
spruch mit den Voraussetzungen, gar keine vollstiindige Lésung sein. — 
Ebenso sieht man, dass, wenn die gemeinschaftlichen Lésungen von 
ry +f =O und u =a, iiberhaupt keine vollstiindige Lésung der ersten 
Gleichung umfassen, das System (3) nicht unbeschrinkt integrabel sein 
kann. Wir erhalten also folgenden Satz: 

Ist A von 0 verschieden, und u eine solche Function von x, y, 2, 
Pp, d, 8, t, dass fiir die aus den linearen Gleichungen (1) entnommenen 
Werthe von d,, d,, d, das System (3) unbeschrdnkt integrabel wird, so 
ist die aus (3) bestimmte und 5 willkiirliche Constanten enthaltende 
Function 2 eine vollstindige Lisung der Differentialgleichung r + f = 0, 
und zugleich eine Lisung von u=a,. Geniigt wu dieser Bedingung 
nicht, so besitet r + f =O und u = a, keine gemeinschaftliche Lisung, 
die in Bezug auf die erste Gleichung den Charakter einer vollstindigen 
Liésung hiitte. 

Die gesuchten Functionen uw sind daher aus der Bedingung zu be- 
stimmen, dass das System (3) ein unbeschrinkt integrables werde. 

Damit ist die Mannigfaltigkeit der vollstindigen Losungen, welche 
r+ f=0O entsprechen, erschépft, da jede vollstindige Lésung eine 
Gleichung u = a, liefert, und diejenigen uw, die nicht aus der jetzt 
entwickelten Bedingung erhalten werden, wie wir gesehn, nothwendiger- 
weise Lésungen der Systeme S, und S, sein miissen, also durch totale 
Differentialgleichungen bestimmt erscheinen. 

2. Wir gehen nun zur Aufstellung der fiir die Bestimmung der 
wu entscheidenden Integrabilitiitsbedingungen tiber. 

Die aus den beiden letzten Gleichunfspaaren folgenden Bedingungen : 


dq " ap 0 
dx oe” 
dt = ds __ () 
dx dy 


sind nach den gegebenen Werthen dieser Differentialquotienten identisch 
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befriedigt. Ebenso erhilt man aus dem dritten Gleichungspaar eine 
Identitait. Es ist: 


ds dr ___ ds 
dx dy wal 7 
d @ 
2 pital’ f dy + of d, 


nach der zweiten der die Functionen d definirenden Gleichungen (1). 

Es bleiben also nur die aus den zwei ersten Gleichungspaaren 
fliessenden Integrabilitiitsbedingungen, die unmittelbar in folgender 
Form erscheinen: 


d d 


“de d,, —_ “dy d, = 0, 
(4) 
d d 
da d, — dy d, ood 0. 


Zur Entwicklung dieser Gleichungen beniitzen wir die in (2) ein- 
gefiihrten Bezeichnungen. Dann ist: 


D; —. 
d; = a? (¢ = 2, 3, 4) 





und die Bedingungen (4) werden in entwickelter Form: 


?, =(o=> ~— p,: *) — (a sr un = a @, 
7,=(4 aD. ), p, #4) — (a 4 7 _D, a 


in welchen Formeln bei der Differentiation nach x und y die Differen- 
tialquotienten von z,p,q,s,¢ durch ihre Werthe aus (3) zu ersetzen 


sind, also die Operationen rs und ay eigentlich folgende Bedeutung 
haben : 


d e 7 7) 
— le ad te tae atta rs 4 +4,4 
o 0 
fo + d, as +d, 


0 Ce 


(5) 
tf ) 

ie te +8 toe +! 
In den Gleichungen 7,0, 7, =O ist eigentlich der Nenner 

A’? weggelassen; dass hiedurch die Lésungen der Gleichung A = 0 
eventuell neu hinzutreten, ist night wesentlich, da die Bedeutung dieser 
Lésungen schon vollstiindig klargestellt ist. Diese Lisungen A = 0 
spielen eine analoge Rolle, wie die Lésungen w= Const. jener Re- 


solvente, die bei der partiellen Differentialgleichung 1. Ordnung 


auftritt. 
Bei der Entwicklung von 7, und 7, fallt der Nenner A, der bei 


Ausfiihrung der Operationen < und “5 noch auftreten kénnte, ganz 
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heraus, Dies ist im ersten und dritten Gliede unmittelbar klar. Im 
zweiten und vierten Gliede tritt der Nenner A mit den d in der That 
auf, aber diese Glieder enthalten zusammengefasst den Factor 


D; a D, D,, 


der, wie die Entwicklung dieses Ausdrucks zeigt, immer durch A theil- 
bar ist. 

Die Gleichungen (4) ergeben demnach zur Bestimmung von u lineare 
partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit den wnabhiingigen 
Variabeln x, y, 2, p, q, 8, t, welche die unbekannte Function selbst nicht 
enthalten. Der gleich 0 gesetzte Ausdruck ist eine ganze Function 
siimmtlicher Differentialquotienten, und linear in Bezug auf die zweiten 
Differentialquotienten. 

3. Fir die weitere Entwicklung ist es von grundlegender Be- 
deutung, dass die zwei fiir u erhaltenen partiellen Differentialgleichungen 
durch eine einzige ersetet werden kinnen. Zum Beweise dient die 
Identitit: 


(6) oe ist op 21 = 9, 


deren Rithtigkeit zuerst gezeigt werden soll. 


Fiir den Fall, dass ~ nicht Null ist, erhilt man aus (1) 
du ou 
(ay)+ as 
d, = 5 ? 
ou 
ot 
du ou 
(az)+ ds dy 
o Gye ~~ ~~)l 
ot 


Die Differentialquotienten dieser Ausdriicke erhilt man mit Be- 
nutzung von (1) leicht in folgender Form: 


d du ou d ow 
a — a [(4t) + Sala dz @t 


Lay ou 
- ot 
ie 1[(a a a 
¢ U ou uw 
d de [(4*) +s a,|+ a, dy ot 
—_—_ —— € = - eee ————___—_— —__$$ $$ 
dy ow 
ot 


wo noch, wie unter (6) in § 1 festgesetzt wurde wenn der Werth 
von r aus y +f = eingesetzt wird: 
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du ou Ou Ou ou 
i)- it eG rt fee 

du " Ow ou ‘ ou 

(= oy 1 Oe q +3 op ‘+ oq ' 


Die Ausfiihrung der Differentiationen zeigt nun unmittelbar, dass: 


lu u 0 u l Ou ju od 
Se )+ Ge S|+% go pr ap cet oe oe" 
Ox dy 3 ox ot dy 0x x 


COs ox 


o du * Ou Oo OU d ou Ou 
P oz (ay) + Gs d,]+ dp of ot ay (P 9 z)— 3a 


Co du \ ou - 0 Ow df ,du 
71 op ( dy ) + Os as] — 4,1 dp ot dy ( i Op ) 
- ou df ow f od, 


dp dy as Op’? 
9 i “<) Ou — |. d (.. ou Ou 
) 8 04g | (ay, + 0s d;|+ d,s oq ot dy . og +8 02 
ou Ou . dd, 
a d, 04 + oe $ 64 5 
d F) du 4 ou d,|+d,d 0 dw da nae) +4 Ou 
208 (ay, ir 2 08 Ot dy dy és) 7 
ou a m 
~~ O08 dy dy + % 2 és? 
y; du ou Oo OU d ou Cu 
d, at (ap) +35 d,|+ayd, ot ot = dy dy (38 he oq 
ou od, 
+ os ds ot 


Addirt man diese Ausdriicke unter Beriicksichtigung der Bedeutung 


1 1 1 . ‘ ‘ : 
von ~., dy? (<,) und (z,). zieht man hiebei noch in Betracht, 
dass auf der rechten Seite der Coefficient von io 


df of of 
ae = tod d »=(4 r) + as d, + at d, + d, 


nach der zweiten Gleichung des Systems (1) verschwindet, so erhiilt 
man das Resultat: 


d d u oe uu d ou d d “ Ou 
da [ (ay) + os ‘. si dx (Sr) ~~ dy | (az) +s a,| 
ou dufd d 
+ iy a) + as (ae .~= i), 


oder auch mit Beriicksichtigung der beiden letzten Gleichungen in (1): 





ung 


cht, 


halt 


(1): 
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ou d d Ou d d 
(10) “Zs Se eee) a,) + 3% i 1 — ay dy) atin 


Die soeben erhaltene Relation bleibt aber auch richtig, wenn a =() ist. 
Dann fallt das zweite Glied fort, und unter der eben erwihnten Be- 
dingung ist in der That identisch: 


d d 


da d, — dy d, = (), 


Ou of : 
Denn es kann nun weder as noch at verschwinden, da sonst auch 


A = 0 wire, und so wird nun: 


a= Ge), 





as 
(ic 
dy 
wah ae ou ’ 
os 
df. ou du er du 
Cay os (ie) :% : ae 
—d,= : 
ow of 
és Oat 
Und hieraus: 
du 1 Ou 
d ty (Ge) +4 . r os 
— d, = : 
dy * ou 
os 
d ;du cou 
d dx \dy +4 ae (5 Ts 
: a ae ds = . = 
dz Ou 
os 


Die unter (9) abgeleiteten Identitiiten sind aber fiir jedes w giiltig, 
das keine Lésung von A =O ist, also auch wenn w kein ¢ enthiilt; 
in diesem Faille ergiebt die Addition: 


is(Ge) + ae (Ge 4) — ay is) ay ou 4.) 


+ (se ds; — ay d,), 


oder wenn man die Differentialquotienten der Producte entwickelt 
und kiirzt: 


ad ;du d d s,du d ou 
da (ay) t+ % dz Gs = dy Caz) + % ay Ge 


was mit der oben hingeschriebenen Identitit tibereinstimmt. 
33* 
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Die Relation (10) besteht also fiir jedes wu, das keine Lésung der or 
; 4 ‘ ss G 
Gleichung A = 0 ist. Fiihren wir nun fiir d;° wieder < ein, lassen 
den Nenner A?, der nicht verschwindet, weg, so erhilt man: 
Ou Ou m ' 
“ T, + 2" 7, =0 ei 
fiir jedes uw; denn die bisher ausgeschlossenen Lésangen der Gleichung 
J ? 5 > 5 
A = 0 geniigen, wie unmittelbar zu sehn, auch dieser Gleichung, da 
dann 7’, und 7, verschwinden. k 
. ¢ ou 
Es ist demnach das ,,Polynom“ 7 durch a,» und ebenso T., durch } 
) * 3 
ou . ’ y 
TF theilbar. Setzt man also: , 
o ‘ 
R = Tq — 8 
ou ou 
os ot : 
, ; N 
so werden die beiden, fiir « erhaltenen Differentialgleichungen : : 
Us A ‘yr 7 
f,=-0, T,=—0 
auch so geschrieben werden kénnen: i 
a a Ran@ . 
és . ot . 
und, da solche Functionen «, die weder s noch ¢ enthalten, von vorn- 
herein ausgeschlossen sind, wird es fiir die gesuchten Lisungen wu noth- 
wendig und hinreichend sein, dass sie solche Lisungen der Differential- 
gleichung R = 0 seien, die nicht zugleich der Gleichung A = 0 Geniige | 


leisten. 

Hierin ist R eine ganze Function simmtlicher Differentialquotien- 
ten von uw, und zugleich eine lineare Function der zweiten Differen- 
tialquotienten dicser Groésse. 

4. Als nothwendige Ergiinzung der bisherigen Betrachtungen soll 
nun noch die Bedeutung jener Lésungen der Differentialgleichung 
R = 0 festgesiellt werden, die zugleich der Differentialgleichung A=0 
geniigen. Wir gehn zu diesem Zwecke auf jenes System zuriick ((2 
in § 3) welches die Functionen wv und v urspriinglich definirte. 

Ist A—0, so haben die charakteristischen Gleichungen von 
y+ f =O und wu =a, wieder eine gemeinschaftliche Wurzel. Wenn 
ou 
ot 
multipliciren und abziehen, so verschwindet wegen A = der Coeffi- 


cou 


wir die erste der citirten Gleichungen mit ——, die zweite mit 


cient von (=), und wir erhalten: 
jou af ow - of (du _ Ow du ov 
ids dy } ot at (ay) ot (aa 1s 


jou du of du\ (/(af\ du) dw (/du\) ov _ 
+13 (az) +38 dy dy } @s ot \ dy chee 
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oder wenn wir wieder die gemeinschaftliche Wurzel der charakteristischen 
Gleichungen, w mit Hiilfe der Relationen 
Ou eu 


2 aio 2 of ee 


einfiihren: 


Ou du of du i ¥ Ov e 

is | (az) + (w+ 35) (ay) tz) 30 | EE et Fp |=0. 
Es wird also in diesem Falle einer der drei Factoren dieses Ausdrucks 
Null. Ist dies der erste Factor a so muss wegen A=O auch 
a = 0 sein, und die entsprechende Lésung wird unbrauchbar, weil 
sie weder s noch ¢ enthalt. Das Verschwinden des zweiten Factors, 
mit A—0 zusammengestellt, zeigt, dass dann wu eine Lisung der 
Systeme S, oder S, ist, ein Fall, dessen Bedeutung schon friiher voll- 
stiindig dargelegt wurde. Im dritten Falle endlich erhalten wir ein wu, 
das deshalb unbrauchbar ist, weil die Functionaldeterminante von u 
und v nach s und ¢ verschwindet, also die Gleichungen u = a,, v = a, 
nicht nach s und ¢ aufgelést werden kénnen. 

Demnach wird die lineare partielle Jifferentialgleichung zweiter 
Ordnung R = 0 als die vollstiindige, durch Elimination von v entstehende 
,, Resultante des fiir die Functionen u und v aufgestellten Gleichungs- 
systems zu betrachten sein, und die nach dem bisherigen vollstiindig aus- 
zuschliessenden Lisungen dieser Gleichungen (die némlich nur die erste 
Gleichung der Systeme S, oder S, befriedigen) sind einfach jene, fiir 
welche die Functionaldeterminante von u und v nach s und t Null ist. 

5. Die fiir die Theorie der partiellen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung mit zwei unabhiingigen Variabeln gewonnenen Resultate sind 
nun definitiv zusammengestellt, die folgenden: 

Es sei gegeben die Gleichung 

r+ f=0} 
dann bilde man mit Hiilfe der unter (2) definirten Ausdriicke: A, D,, 
D,, D,, die Gleichung: 


aD; dA dD, d& 
(4 da Ds dx )—(4 dy D, dy 


Ou 


R= 





dx dy dy} __ 0 
oe... =. “== (), 


ot 
aD, dD dD, dA 
(6 « D, = )-(4 - - 
ne ve 
os 
dieselbe ist eine lineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung fiir u, 
mit den unabhingigen Variabeln x, yY, 2, P, Q, 8, t. 
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Jede particulire Lisung dieser Gleichung, die nicht zugleich der 
Differentialgleichung erster Ordnung & = 0 geniigt, giebt eine vollstiin- 
dige Lisung der vorgelegten Gleichung. Bestimmt man nimlich aus (1) 
die zugehdrigen Werthe von d,, d,, d,, so wird das System (3) unbe- 
beschrdnkt integrabel, und die sich aus diesem ergebende Function 2 (mit 
5 willkiirlichen Constanten) ist eine vollstiindige Lisung der Gleichung 


r+f=0. 
Ist u eine Lisung der Gleichung A = 0, die zugleich der zweiten 
Gleichung des entsprechenden Systems S geniigt, so geben die Methoden 
der §§ 4 und 5 unendlich viele volistindige Lisungen der Gleichung 


r+f=—0. 

Diese beiden Fiille geben die stéimmtlichen vollstiindigen Lisungen 
der Gleichung r + f =0; der Fall wo u eine Lisung von A = 0 ist, 
ohne gugleich der zweiten Gleichung des entsprechenden Systems S zu 
geniigen, giebt keine vollstiindige Lisung. Versucht man in diesem Falle 
aus dem System (2) in § 3 zugehirige Functionen v zu bestimmen, so 
gelangt man nur zu solchen Formen, fiir welche die Gleichungen u = a,, 
v= a, sich nicht nach s und t auflisen lassen. 

Dass in dem letzten Fall die Gleichung «=a, keine Lésung 
geben kann, ersieht man schon daraus, dass die Gleichungen des 
Systems (1) einen Widerspruch enthalten. 

Der Fall, wo uw eine Lésung des Systems S, oder S, ist, kann auch 
unabhingig von § 4 und § 5 aus der jetzt entwickelten Theorie erledigt 
werden. — In diesem Falle wird das System (1) durch einen beliebigen 
Werth des d, und dazu gehérige bestimmte Werthe des d, und d, 
befriedigt werden. Die dritte und vierte Gleichung sind immer von 

Uu u 
as und a 
Es wird also immer die zweite Gleichung eine nothwendige Folge der 
beiden letzten sein. Die Relation (10) 


ou (fd d dufjd d 
9 (ae d, — dy dy) - Ot (ae d, — dy a,) — 0 


ist der Ableitung nach richtig, sobald d,, d,, d, Lésungen des Systems 
(1) sind, also &uch im Fail A = 0, wenn nur solche Liisungen iiber- 
haupt existiren. 

Damit also (2) unbeschriinkt integrabel sei, wird es geniigen, d, 
so zu bestimmen, dass 


d d 
(11) l, omnes ay d., = (0) 


einander unabhingig, sonst miisste 





zugleich Null sein. 


da ° 
sei; die zweite Bedingung ist dann von selbst erfiillt, da a nicht Null 


werden kann, ohne dass auch a verschwindet. 
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Die Relation (11) bestimmt d,. Setzt man niimlich aus (1) die 


Werthe: 
du ou 
nis AR al Cay) + ot dq, 
ee Ou > 
os 
(12) Si A Rg 8 
ay ou = u of ou a @ Ou 
—d,= (ay 08 os Cay) * (at és as ot) ™ 
. Ou ’ 
és 
in (11) ein, indem man bei der Ausfiihrung der Operationen in? ty 
‘ dx dy 


abermals d,, d, durch ihre Werthe ersetzt, so erhiilt man cine partielle 
Differentialgleichung erster Ordnung mit den unabhdngigen Variabeln 
L,Y, 2, Pp, q, 8, t, welcher d, geniigen muss, 

Kiir jeden solchen Werth von d,, mit dem zugehdrigen d, und d,, 
wird das System (3) unbeschriinkt integrabel und liefert eine voll- 
stindige Lésung von r + f= 0. — 

6. Ks soll noch schliesslich festgestellt werden , auf welche Weise 
man eine bestimmte vollstiindige Lésung der Gleichung r + f= 0 
erhilt; d. h. wir beantworten noch die Frage: Wie sind die Anfangs- 
werthe bei der Integration der Resolvente fiir u, resp. w und d, eu 
wiihlen, wm eine durch gegebene Anfangswerthe fixirte vollstindige Lisung 
von r + f =0 zu erhalten? 

Die Anfangswerthe der vollstindigen Lésung, werden wie im § 5 
am besten, durch Gleichungen 
Uy = U(r, ¥, §, t, &, w, O") = ay, 

UV v (2%, Y, t, 1) f a’, ¢") — Ay 

bestimmt; diese Form ist die geeignetste, weil diese, gerade so wie 
das unbeschriinkt integrable System die Constanten a,, a,, a, explicite 
gar nicht enthilt, also auch das Resultat von einer Transformation 
dieser Constanten sogleich unabhingig erscheint. 

Wir erhalten eine particulire Lésung von R =O, wenn wir die 


(13) 


: Os on } = . 
Anfangswerthe von wu und ~~ fiir «= a, bestimmen, Seien diese 


(U)e—2, = U (y, &, DP, q, §; t), 
oe — U'ty, &, Pp, qd, 8, t). 


Ox/z=-% 
Es muss demnach 
U = U(%, ¥, 2, P,Q §; t) 
sein. Zur Bestimmung von U’ gehen wir auf die Gleichung v = a, 
zurtick. Um die durch (13) fixirte vollstindige Lésung zu erhalten, muss 


(V)e= x = v(%p, y, 6, 2, e, 2, ¢”) = 
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sein. Wenn man in dem fiir « und v zuerst erhaltenen Systeme 
— . —- ae v 
((2) in § 3) auch a=, setzt, so wird fiir 2° nun U’ und 
9 ’ ca’ Ox 
v . = —" ae : . ° 
or) zu setzen sein; fiir die iibrigen Differentialquotienten hat man 
22% 
einfach die entsprechenden Differentialquotienten von U und vw, zu 
setzen, indem man zugleich 
2, p,q, 8, t 
mit 


€, m, €, m, 


— ov 2 ° ‘ 
vertauscht. Nach Elimination von (=) erhalt man eine Gleichung 
r= 


zur Bestimmung von U’ aus den bekannten Functionen U und wy, 
womit die Aufgabe gelést ist. 
Eine Ausnahme findet bei dieser Bestimmungsweise nur dann 


statt, wenn die Elimination von oe nicht ausfiihrbar ist. Mit even- 


tueller Ausnahme einzelner Werthe von «, findet dies dann und nur 
dann statt, wenn uw eine Lésung eines der Systeme S ist. — In diesem 
Falle ergiebt die Gleichung v) =a, nach y differenzirt, eine lineare 
Gleichung zur Bestimmung von 2” oder ¢”, da v, wenigstens eine der 
Gréssen a’, €’ enthilt. Ebenso differenziren wir u, = a, und erhalten 
zwei Gleichungen, die sich immer nach 2” und €” auflésen lassen, da 
sonst die Functionaldeterminante von w,, v, nach 2, §” verschwindet 
und die Gleichungen (13) dann iiberhaupt keine vollstiindige Lisung 
bestimmen. 

Fiir «= a, wird nun d, -iy nichts anderes als €”; wenn also 


in der angedeuteten Weise 


¢ — o(y, g, a, g, , e"), 


wird in der Differentialgleichung fiir d, jene particulire Lésung zu 
nehmen sein, deren Anfangswerth: 


} (dy e= x, = o(y, &,P, 4, 8; t). 


U’ und damit auch w, das noch vor d, zu bestimmen ist, wird 
gegeben sein, da jetzt « die Lésung zweier partieller Differentialglei- 
chungen erster Ordnung ist, deren jede U’ aus U und dessen Differen- 
tialquotienten ergiebt. 

Die Discussion dieses letzteren Falles wird sich iibrigens nach den 
Methoden des § 5 einfacher gestalten. 
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§ 7. 
Verallgemeinerung des Begriffs der vollstindigen Lésung. 


1. Die Betrachtungen dieses Abschnitts beziehen sich auf partielle 
Differentialgleichungen n‘** Ordnung mit 2 unabhiingigen Variabeln, 
kénnen jedoch ebenso auf Gleichungen iibertragen werden, in denen 
die Anzahl der letzteren eine beliebige ist. Zur allgemeinen Bezeich- 
nung der Differentialquotienten sei 

ditks 

dat dyt a ad 
hiernach also auch py, = 2; neben diesen Zeichen sollen aber, um den 
Zusammenhang zu erhalten, z, p, q, 7, 8, ¢ gebraucht werden. 
Als vollstindige Lisung der Differentialgleichung n Ordnung 
F(a, y, 2, p, Jp +++) Pnoy »++) Pon) =O 
bezeichnen wir ein derart als Function von a, y und gewissen willkiir- 
lichen Constanten bestimmtes 
a= F(x, y, a, A, -.., Gy), 

das die Gleichung F =0, aber keine andere von den willkiirlichen 
Constanten a freie partielle Differentialgleichung n‘ Ordnung zwischen 
x, y, & befriedigt*). 

Im Gegensatz zur gewohnlichen Definition ist hier jene Festsetzung 
weggelassen, dass die Anzahl der willkiirlichen Constanten in der voll- 
stiindigen Lésung gleich der Anzahl der vorhandenen Differentialquo- 


tienten sei, namlich 
@tUN@+rs) 3 


Dass die Zahl der willktrlichen Constanten in einer vollstiindigen 
Lésung keinesfalls kleiner sein kann, ist unmittelbar einzusehen; sie 
kann jedoch, bei der gegebenen erweiterten Definition grésser sein. 
Die volistindige Lisung sei vom ke" Range, wenn die Anzahl der will- 
kiirlichen Constanten 

n-+ 1) (n-+2 
ya tN) 143 


ist, so dass unsere vollstindige Lisung vom Range 0 mit der gewohnlich 

*) oder keiner Relation F = 0 geniigt, die als Relation zwischen den Unbe- 
stimmten p;, gefasst, nicht dieselbe Mannigfaltigkeit definirt, wie F = 0. Diese, 
gewohnlich weggelassene Bestimmung ist nothwendig; wenn man nicht die ganze 
Theorie der partiellen Differentialgleichungen auf ganze wnd irreductible Func- 
tionen F' beschriinken will, Allerdings geniigt die Theorie nur im Falle ganzer F 
allen Anforderungen der Pricision, da die Existenz der Lisungen nur fiir diesen 
Fall bewiesen ist, und in jedem anderen Falle die Ausfiihrung gewisser Operationen 
(Eliminationen, u. s, w.) ziemlich hypothetisch wird. 
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so genannten vollstindigen Lisung (im engeren Sinne des Wortes) 
tibereinstimmt. 

Es ist hierbei natiirlicherweise vorausgesetzt, dass durch passende 
Bezeichnungen die willkiirlichen Constanten schon auf die kleinste 
mogliche Zahl gebracht sind, dass also die N Constanten nicht aus- 
schliesslich in N—J aus den Constanten zusammengesetzten Aus- 
driicken vorkommen. In diesem Falle wire die Anzahl der wirklich 
auftretenden willkiirlichen Constanten nicht N, sondern nur N — l. 

Die Berechtigung zu einer solchen Erweiterung des Begriffs der 
volistindigen Liésung, die iibrigens wenigstens fiir die Gleichungen 
erster Ordnung von Jacobi herriihrt*), zeigt sich schon dadurch, dass 
die charakteristische Eigenschaft der im engeren Sinne genommenen 
vollstiindigen Lésungen auch bei diesen neuen Formen erhalten bleibt. 
Wir haben folgenden Satz: 

Sei z = @ irgend eine Lisung der Differentialgleichung § =0, und 
=F eine vollstiindige Lisung, dann kann man durch Variation der 
Constanten, d. h. indem man an die Stelle von a,, ..., ay gewisse 
Functionen von x und y setzt, immer I in — iiberfiihren, wnd zwar 
so, dass zugleich fiir alle Differentialquotienten der ersten bis n'e" Ordnung: 


tn TE te 
da‘ dy* ax! ay* . 
(t+k<n). 


Sei px irgend ein in § wirklich enthaltener Differentialquotient; 
dann kann man die Gleichung ¥ — 0 in geléster Form 
Pa A(x, y,.. +) Piy---+) 
schreiben. Es ist nun immer méglich das System 





lees F, 
dp @F do _ @F 
dz da’ dy § dy’ 
(1) men ; 
a*p o"F ao oF 
da" oa"? ? dy" dy" ’ 


in welchem die Gleichung 
dit* aitk we 


da‘ dy" da! dy* 


weggelassen wurde, nach 


*) Vgl. z. B. die nachgelassene Abhandlung ,,Ueber die vollstindigen Lésungen 
einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung“, in welcher Jacobi auch 
volistindige Lisungen mit ,,iiberzithligen*: willkiirlichen Constanten betrachtet. 
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der Gréssen a aufzulésen; im entgegengesetzten Falle existirte eine 
Differentialgleichung der n'*" oder niederer Ordnung, welcher J’ geniigt, 
die von der gegebenen Gleichung unabhingig sein muss, da sie p;x, 
das in § auftritt, gar nicht enthilt. Man kann demnach in (1) 
z. B. dv4i,.-+, ay beliebig wahlen und erhalt dann zugehdrige be- 
stimmte Werthe fiir a,, a,, ..., dy. 

Dann folgt aber wegen 


dit* » dq dg 
=H (:, Y,@, s+) 





datdy* da’ dy 
und 
ait* éF eF 
r a ; yF = H («, Y,Q, 9a? ey ,° : 


endlich auch: 
ditt » aitk p 
daidy® — aatdyt ’ 

und damit ist der aufgestellte Satz bewiesen. 

2. Das Wesentliche bei dieser Definition der vollstiindigen Lésung 
liegt darin, dass eine solche Lésung fiir sich allein die Gleichung 
§ =O aus der Gesammtheit der partiellen Differentialgleichungen m'* 
Ordnung heraushebt und bestimmt. 

Eine &hnliche Begriffsbestimmung ist nun fiir jene Classe von 
Differentialgleichungen n'** Ordnung méglich, die nicht alle Differen- 
tialquotienten von ¢ enthalt, so dass von den p;, eine bestimmte Reibe 
dieser Gréssen: 

Pi, Pes +i: 5 Pm 
fehlt. 

Ist auch § = 0 eine solche Gleichung, so nennen wir z = F eine 
in Bezug auf die P,,..., Pm nicht enthaltende Classe von Differential- 
gleichungen n®” Ordnung relative volistindige Lisung, wenn dieselbe 
keiner andern in diese Classe gehirigen Differentialgleichung geniige 
leistet. 

Eine Gleichung ¥ =O soll wieder als von § =O verschieden 
angenommen werden, wenn § und ¥ nicht dieselbe Mannigfaltigkeit 
aus den Werthesystemen der Unbestimmten p;; herausheben. 

Es ist unmittelbar klar, dass eine solche relative vollstindige 
Lésung wenigstens 


v —m—1 


tae OT!) O49) 
2 
willkiirliche Constanten enthalten muss, und die Ldésung soll wieder 
als relative vollstiindige Lisung ke" Ranges bezeichnet werden, wenn die 
Anzahl der Constanten 
N=rv+k 
ist. Es gilt fiir diese Lésungen dann ein dem unter (1) angefiihrten 
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ganz analoger Satz, wenn nur statt aller Differentialquotienten, wieder 
die Reihe der in § zugelassenen p,, gesetzt wird, also die P,, P,,..., Pn 
ausgelassen werden. 

In dieser Auffassung wird z. B. die im vorhergehenden betrachtete 
vollstiindige Lésung von r + f = 0 zugleich eine relative vollstiindige 
Lésung der Gleichung u = a, in Bezug auf jene Classe von Differen- 
tialgieichungen zweiter Ordnung, die den Differentialquotienten 7 nicht 
enthalten. 


§ 8. 
Allgemeine Theorie der vollstindigen Lisungen héheren Ranges. 

Zurickfihrung auf eine lineare partielle Differentialgleichung. 

1. Die partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung sei wieder 
in der Form 
(1) r+f(x,y, 2, p,q, 5, t)=0 
gegeben. Wenn diese Gleichung irgend eine Lisung mit der Differen- 
tialgleichung n‘” Ordnung 

(L,Y, 2, Py J, 1, S, by... +) Pnoy~ + +) Pon) =O 
gemeinschaftlich besitet, so geniigt diese Lisung immer auch einer Differen- 
tialgleichung n‘* Ordnung von specieller Form, in welcher aus der Reihe 
der k" Differentialquotienten immer nur die beiden letzten auftreten, 
die wir also in folgender Weise schreiben kinnen: 

U(%, Ys 2, DP, GQ, S, b, Pray Doar ++ +» Ptn—1) Pon) = O. 

Aus der Gleichung § =O kénnen wir nimlich mit Hilfe der 
Gleichung r + f= 0 und der aus ihr durch Differentiation entstehen- 
den die Gréssen 7; ps9, Po,, und allgemein: 

Pro, Pkr—1,1) +++) P2,k—-2 
eliminiren. Zur Elimination der in der letzten Zeile stehenden Gréssen 
erhalten wir durch k — 2-malige Differentiation aus r + f = 0: 


gr 3 Et 
(S55 ) + pio + ol as + sl pos ill 
a? 2 . . 
(x5) + Preiiat of pas -- of pe 3,3 =(), 
a’ ce ‘ 
( ae) + P2r—2+ lsat oT =(), 


iti & 


8 


wo allgemein ( ) den entsprechenden vollstindigen Difjcrential- 
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quotienten von f bedeutet mit Auslassung jener Glieder, in denen die 
r+ s-+ 2" Differentialquotienten von 2, d. h. die Grossen pj ++ s+2-i 
auftreten. 

Ks wird unsere Aufgabe sein, solche #ormen u zu bestimmen, dass 
die Gleichungen 

r+f=0 und .u—a, 
eine gemeinschaftliche vollstdindige Lisung besitzen. 

Es ist dies natfirlich so zu verstehien, dass die gesuchte vollstiin- 
dige Lésung von héherem Range in Bezug auf die Gleichung r+-f—0 
sei, wahrend dieselbe mit Riicksicht auf die Gleichung u =a, als 
relative vollstiindige Lésung zu betrachten sein wird in Bezug auf jene 
Classe von Differentialgleichungen n'** Ordnung, die aus der Reihe der 
ken Differentialquotienten immer nur pi,-1 und po, enthilt. Die 
geringste Constantenzahl der gesuchten Lésung ist — mit Einrechnung 
des a, — demnach 2n+1, und diese Lésung ist also vom 2n—4'" 
Range in Bezug auf r+ f—0 und vom 0'" Range in Bezug auf 
u == a,. Lésungen mit einer’ grésseren Anzahl von Constanten miissen 
nicht besonders untersucht werden, da sie in der Mannigfaltigkeit der 
so charakterisirten Lésungen mitbestimmt werden. 

2. Im Allgemeinen kénnen die Gleichungen r+f—0 und u=a, 
in dem eben fixirten Sinne nur eine gemeinschaftliche vollstiindige Lisung 
besitzen. Differenzirt man r + f=—0O mw —1mal und u—a, einmal, 
so erhilt man folgendes System: 


( at ) + Patio + ol nt + of Pn—13 : ==(), 
ie ee — 
(, £5) + Pais, +3 Eni, + of Pn—i—1,i-+2 =(, 
(3) y : ; Sra sas 

( af ) + P22a+ of pan + oF pots =, 
(az) ee Pint gn aa “= 
P) + a — Pr, te ee Pony =O, 


o (4) und (= ~) wieder die vollstindigen Differentialquotienten von 


u bedeuten mit » ane jener Glieder, in denen die m+ 1'" 
Differentialquotienten von ¢ vorkommen. 
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Wenn wir die Function uals von solcher Beschaffenheit voraussetzen, 
dass die aus den Coefficienten der p zusammengesetzte Determinante 
nicht verschwindet, so werden die n + 1'e" Differentialquotienten von 2, 


Pn+1,05 Pury ee Pn—i, i+1> + + +9 P2n-1) Pi,n> Po,n+1 
aus dem System (3) vollstiindig bestimmt sein, und man erhilt zur 
Berechnung von z das folgende Gleichungssystem: 


dz kai dz tine 
Ripa. ea d ’ 
' oe dp _ : OF tin. a. ee 
— ,. oo. = Bi Bax: > dy _ ? 
ds ds _ at dt 
i all ie ae Se ee ~ er. 
ap,» ap, Ay s Apo 5 
(4) dq ~ P22 > Gy —Pis i Ge “Piss » Gy Poa ; 
ap, y apy % Py ei1 Apo p44 
da ~ P2t » dy = PLeH) da ~ Pikti, “gq y —=Pok+2 » 
aD; n1 aPy n-1 * IP » apy, n 
dx = p2n-15 dy = Pin ? dz = Pin ? dy = Pon4-1 


wo die in der ersten Colonne stehenden Grossen r, p,, u. s. f. die 
durch die Gleichung r + f = 0 und ihre Derivirten bestimmten Werthe 
bedeuten, also der Reihe nach 


y durch s_ und f, 
Po, durch p,, und pps, 
Pon—2 durch pin: und po,» 


auszudriicken sind, wihrend die in der letzten Zeile stehenden po»_;, 
Pins Ponts die Lésungen des linearen Systems (3) repriisentiren. In 
dieser Auffassung ist (4) ein System von totalen Differentialgleichungen, das 


23D, 95 8, b; -- 63 Dik» Doeti} ++ +} Pim—1> Don 
als Functionen von « und y bestimmt. 

Nur im allergiinstigsten Falle, wenn das System (4) unbeschrinkt 
integrabel ist, erhalten wir fiir z eine Function mit 2 + 1 willkiir- 
lichen Constanten, die dann auch eine gemeinschaftliche vollstiindige 
Lésung von r+ f=—0O und u =a, ist.*) 


*) Gibe es niimlich zwischen 2, p,q, .--; Djn—12 Pon eine Relation die 
keine willkiirliche Constante enthilt, so kénnte man in (4) eine der unbekannten 
Functionen eliminiren, und die entsprechenden Gleichungen auslassen, und dann 
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Wenn die Integrabilitiitsbedingungen nicht identiseh erfillt sind, 
so enthilt die gemeinschaftliche Lésung, wenn eine solche tiberhaupt 
vorhanden, jedenfalls eine kleinere Zahl willkiirlicher Constanten. 

Mehr als eime gemeinschaftliche vollstindige Lésung — in dem 
fixirten Sinne — ist nur dann méglich, wenn die Gleichungen (3) 
nicht unabhangig von einander sind. 

3. Die Gleichungen (3) bestimmen aber, wie man unmittelbar 
sieht, alle Unbekannten p, sobald die Determinante 


il of of 
? ds’ ot | 
Ou ou | 
an | = : 0 | 
A OPi,n—1 OPon ’ 
| 0 ou ou | 
: OP\n—1 OPon . 
oder 
/ . ou 2 ou 
Fr — ou 2 5 OPo n aha ie OPon of of 
6) &= tie =) ~~ Ou + du as T at 
OPin—1 OPi,n—1 
nicht Null ist. Wenn iy — =O ist, kann A nur verschwinden, 
1lja—l 
wenn auch i -== 0 ist, also w tiberhaupt keine Differentialquotienten 
On 


n'* Ordnung enthailt; und das identische Verschwinden der Determinante 
A bedeutet also wuch hier, dass die charakteristischen Gleichungen der 
beiden Differentialgleichungen r + f = 0 und u =a, ; 


2 Of . 


ou w+ Ow — 


OPin—1 OPo,n 


eine gemeinschaftliche Wurzel besitzen, d.h. wenn wir die Wurzeln der 
ersten Gleichung wieder mit u, wnd uw, beseichnen, eine der Gleichungen 





Ou ou 
oe istg, sh ie ae 
OPi n—1 aan OPon 
oder 
Ou ou it 


OP; n—1 bet OP n 
erfiillt ist. 


wiiren in der allgemeineu Lisung nicht — wie es sein muss — 2”-+-1, sondern 
nur 2m willkiirliche Constanten enthalten, Aus demselben Grunde muss man, 
wenn in w=—a, die allgemeine Lisung des Systems (4) eingesetzt wird, eine 
Function der 2”-+ 1 Constanten, und nicht eine numerische Grisse als Werth 
des a, erhalten. 
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Wenn nun AO ist, so werden die Gleichungen des Systems 
(3) einander widersprechen, und es giebt iiberhaupt keine gemein- 
schaftliche vollstiindige Lésung, oder es ist wenigstens eine der Glei- 
chungen eine Folge der iibrigen. In diesem Falle miissen, wie man 
aus der Form der Gleichungen (3) leicht sieht, zu einem beliebig ge- 
wihlten Werthe von ,.4: bestimmte Werthe von in, P2,.-1 U. . f. 
gehéren; da wenn w iiberhaupt Differentialquotienten n'‘* Ordnung 


enthalt, A und 





5 nicht zugleich null werden kénnen. 
1,a—1l 


Fiihren wir nun noch die folgenden Bezeichnungen ein: 


( Ps ) of of 
dy" ; 0s ’ ot 


du Ou 
_ = 0 
i Py-1 Caz) , CPon , 
(= Ou a ou 
dy ' OP: —1 ' ¢ Po n 


-(= bg Ou\? (du\/of du of du _ (du\ ef ou 
: dy" ; J Ge Pon dx as OPon ot OP\ n—1 (ay) OPon’ 











a"—'f of 
, (Get) ot 
, ou du 
6) = P. —_ ions’ Ss) ? 0 | 
du Ow | 
( best , 
) ? iy) ? @Poa| 
- —( il ow fi ou Ou du Ou +(5")4 ou 
dy" '] @Pin—1 Pon dx’ OPo, at OPin—1’ 
wre 
| a. dik ae | 
a c* Ae 3 ) | 
= a | OP1,n—1 , OPon . | 
| Ou 
0 
| ’ OP; n—1’ 3 | 








Pa et \(,2 du\/ du Of du \ 
= (S34 OP1, n— oo <S ye: &. n—1 Haare. 08 Op, - 





In dem jetzt zu betrachtenden Falle miissen A, Pat, Pa, Pots 
zugleich verschwinden, oder — wie leicht zu sehen — wu muss einem 
der beiden Systeme simultaner Differentialgleichungen erster Ordnung 


ou ‘ a 
CPi n—1 + OPon y 
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q’— Cu 
(4%) + (0+ 2(44)-(4 —f) ..** 
ic = Uy, M2) 
Geniige leisten. Diese beiden Systeme sollen wieder kurz als S,”™ und 
S,™ bezeichnet werden. 

Die Verallgemeinerung des ersten Satzes in § 6. lautet demnach: 

Wenn die Differentialgleichungen + + f =0 und u= a, eine ge- 
meinschaftliche vollstdndige Lisung besitzen und wu keine Lisung des 
Systems 8, oder S,™ ist, dann kann es nur eine solche gemeinschaft- 
liche vollstiindige Lisung geben, und man erhdlt diese durch Integration 
des Systems totaler Differentialgleichungen (4), als den Werth von 2 in 
der allgemeinen Lisung dieses Systems. Das System (4) muss in diesem 
Falle unbeschréinkt integrabel sein. 

Jener Fall, wo die simultanen Systeme S,™ oder S,™ Lésungen 
besitzen, ist das Analogon des bei der Bestimmung der gewéhn- 
lichen vollstindigen Lésungen auftretenden Falles (A), und soll 
weiterhin besonders betrachtet werden. Wir beschiftigen uns zuerst 
mit jenen Formen von wu, fiir welche 

A nicht Null ist. 

3. Die Forderung der unbeschrinkten Integrabilitat fiir das System 
(4) ergiebt alle Formen von uw, die so beschaffen sind, dass die Glei- 
chungen r + f=0O und u =a, eine und nur eine gemeinschaftliche 
volistindige Lésung besitzen. Hierzu sind vor allem die Bedingungen 
der unbeschrankten Integrabilitit zu entwickeln; und es ist vielleicht 
nicht tiberfliissig, nochmals zu bemerken, dass alle in (4) vorkommenden 
Gréssen durch 

3 Ps Q3 8,05 ++ +5 Dik-ry ok} ***5 Pint) Pons 
und die Differentialquotienten von f und w ausgedriickt zu betrachten 
sind, so wie dass w nur in den Ausdriicken fiir pon—1, Pin) Po,n4t 
vorkommt. 

Bei den Differentiationen nach x und y sind die Werthe der 
Differentialquotienten von 2, p,q, -+*, P1,n—1) Pon aus (4) einzusetzen, 


so dass + und + die folgenden Operationen bedeuten: 


d 


é 0 
is det P 35+" op sine i 
t+ Pig — +n 1,n oa 
 . = 24 . — 
dy “3y +ao+8 A+; + iis TPMT 
Y 
+ Pinzy — = + Po, ml Fp 


Mathematische Annalen, XXIV. 34 
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wo die Werthe von 1, -~-, pox,+**, P2,n—-1, Pin» Ponti Wieder aus den 
Gleichungen (1), (2) und (3) zu nehmen sind. 

Man sieht zuerst, dass die Integrabilitiitsbedingungen, welche den 
in der dritten und vierten Colonne, mit Ausnahme der letzten Zeile, 
stehenden Differentialgleichungen entsprechen, identisch erfiillt sind. 
Es ist allgemein: 

APy n+ a APs ea —0 
dx On 


weil nach den Gleichungen in der zweiten und dritten Colonne der 
darauf folgenden Zeile diese Differentialquotienten gleich sind. 

Fiir das in der ersten und zweiten Colonne stehende erste Glei- 
chungspaar hat man ebenfalls identisch: 


fe... de. de, Of. £6f of of = 
= dy “he Ty (Ga) t+ Put opt af Pos =0, 


da ja p., gerade aus dieser Gleichung zu bestimmen ist. Ebenso ist 
allgemein fiir die Gleichungen der ersten und zweiten Colonne, mit 
Ausnahme der letzten Zeile: 


ap, ; 
da — Pat» 


und aus der Gleichung r+ + f= 0: 


apy, a 'f = (<7 


i of of 
dy i dy wh a) + os Prk + ot Po, k+15 


und diess ergiebt in der That, mit Beriicksichtigung der Gleichungen (3) 


aPK eas Ph -() 
dx dy ‘ 


Es sind daher alle Integrabilitaitsbedingungen mit Ausnahme derer 
die den in der letzten Zeile stehenden Gleichungspaaren entstammen, 
identisch erfiillt, und es bleiben zur Bestimmung von u nur zwei Be- 
dingungsgleichungen : 


dg Pin = dy P2,n—1» 
d d 
de Po, 2H = dy Pins 


die endlich mit Hiilfe der unter (5) und (6) eingefiihrten Bezeich- 
nungen, die noch 


FP, ys 


Fat 
(8) P2211 = - 3 ; Pin = — ‘ Po, n+1 = Lae 


A 
ergeben, folgende Form annehmen: 
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yal cai d P,, dA aP,_, dA 
rive(a i —m $8)-(aMet—niét) ao 


: = d Pasi . dA aP, dA . 
T1=(4 dz — Pasi aa) —(4 ay — P, a4) =o. 


Ks ist zu beachten, dass 7',-,; und 7,4; ganze Functionen der 
Differentialquotienten von w sind. Die Berechnung der bei den Opera- 


; d 1 . _— es 
tionen =, = auftretenden Gréssen 7,-+-, Pox,-+ +) Pon—2 fiihrt 


iiberhaupt keinen Nenner ein. Diess kann also nur bei jenen Gliedern 
geschehen, wo die auftretenden partiellen Differentialquotienten mit 
P2,n—1, Pin Oder po,,;1 Zu multipliciren sind. Fiir diese sind die Werthe 
aus (8) einzusetzen. In den mit dem Factor A versehenen Gliedern 
fillt der Nenner wieder unmittelbar fort; die tibrigen in Betracht 
kommenden Glieder sind: 


oA 
= » ia a P > 
»( ie = ath de "Bp a) + Pat (? ee CP de —— — 
a x ; e 
=" oA Pai Pays ae Pi 
— OPon A . 


oA 0 oA da 
Poa: (Pos 5 + Py +P P, , + Pett dp 
n+l ( “ OP iat +H nop = }+ p »(P n OPi,n—1 + n+1 ie,) 
A 
oA Pot Patt te Pi 


a OPi,n—1 A ? 





und hier ist P,-1P.41— P,’, wie die einfache Entwicklung des Aus- 
drucks zeigt, immer durch A theilbar. 

In den Gleichungen (9) sind durch Weglassung des Nenners A? 
nur die Lésungen der Differentialgleichung erster Ordnung A = 0) 
eventuell hinzugetreten. Diese aus der Gleichung unmittelbar abzu- 
lesenden Lésungen besitzen wieder jenen Ausnahmecharakter, der fiir 
den einfachsten Fall schon friiher discutirt wurde. 

Die unter (9) stehenden Gleichungen sind wieder partielle Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung zur Bestimmung von u, welche die un- 
bekannte Eunction u selbst nicht enthalten, und deren Polynom eine 
ganze Function siimmtlicher Differentialquotienten von wu und eine lineare 
Function der zweiten Differentialquotienten von u ist. Als unabhidngige 
Variable treten dabei die Grissen %, Y, 2, P,Q, 8b, . +.) P1je—15 Doky «++ 
Pin—1) Pon auf. 

4. Die beiden fiir u erhaltenen Differentialgleichungen lassen sich 
wieder durch eine einzige ersetzen. 

34 
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Es wird entsprechend bewiesen werden kénnen, dass, wenn 
P2,n—1) Piny Ponti Ldsungen des Systems (3) sind, die Identitdt besteht: 








(10) te “_( dg Pi» — ty , D2, _ +7, ne-(F Po,n+1— fy Pin =0. 
Man erhilt zuerst, wenn i nicht null ist, aus (3): 
‘£On 
du ou 
2 e Pis 
“fis? du -" > 
one 
du 
( <*) + ar P2,n-1 
— fin = — severest ert — 
Pon 


Hieraus erhilt man ferner durch Differentiation, und indem man 
die Werthe von (3*) und (>) in den Zihler einfiihrt: 
dx dy 





d du d ou 
‘ aa (Cay) + Grea P| tH ae es 
= Gx Po,n+1 — Ou ? 
OPon 
(11) du ou oe d @u 
d dy wy (Caz) de) +7 OP; >; = | T Ping dy Pon 
~ dy colt aCe ae ’ 
OPon 
du du ee) ys . 
wo noch (-5*) und ($*) ausfiihrlich geschrieben folgende Bedeutung 
besitzen : 
Pik du du , Ow, . 
G: <)— ae +P ar +r ap +8 ae t 
ou ou 
+ pora— A + Pr, k+1 tee te ++ po, n—2 cs + 91, n—1 DPon a’ 
(12) 


5. pede eet 
7] 
7 +b Puta +P on Fy) 


0% n—1 


+ Putt apn + pe areas oan 


wo wieder die Werthe von 1, p.,, +--+; Por, -**> P2,n-2 aus den Glei- 
chungen (1), (2) und (3) einzusetzen sind. 

Man erhilt durch einfache Ausfiihrung der Differentiationen die 
folgenden Identitiiten : 





(13) 








ng 


—1 


lei- 


die 
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ou d au au OPi» 
G = ay) + ih “= pia] + Poswtt Dg 73 OPon ~~ dy da + OP1,n—1 On 


ox 
du . oO Ou 
> a | (as =) + ap, OP, ——P n| + Ponts Py OPon 
OP, n 


— 2 (py — 2 phim 
— ay? as) — et ss i? oe? 


0 du Ou Oo CU 

~ 5a 

’ Op lan) + op | F Po,mt1 OP OPon 
py oPin 





? 


=7( on) — Pa cot ii. rh i " Op ? 


ou 


6 [du ou oO Ou 
ey | Gay) + OP: « pin] + Po,n+1 $50 Bp, 


dw ou st 0 
~ ail —~ Prog gt OP, 


u $- OP; n 
oq 


a 
n—1 


a du u 0 Ou 
n De 
P2k Gp, A( + be, a— = | T Po, ier ee 
Cu 
=i, (”F,) ~ P2,k1 7 i “+ Dok ya 


" ap 
ou in 
+ op, Op? 


dw ou 6 ou 
0 D D 
PL. 5p, ere yrs OP1, n— 7 in| Feet Beats OPo ‘eu 
d Ou = 
— (» wee OD, oon ag P1,k+2 7 <. —— Pi,k+1 iP: 
ou OPin 


(13) 





u a ou 
atte a. aC 45 OP1, n- “a “| TF Pont Pays ‘OD, ue 
d Ou ou ou 
= dy P2, n— sit) - OP; »—1 4 Jo Part + Paw OP, ns 
: Ou OPin 
+; OP, n- , Ps aes OP nti’ 


au 


0 0 
pr na é- [Cas +; = “—pin| + Po, n+1 Pin OPon Pon 


d Ou ou _ Ow OPin 


= Pin Gy OPon TP ** OP,» OP1,n— Pap 
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in denen sogleich 
dP, 
dy 
gesetzt wurde, eine Relation, die hier eigentlich aus den Gleichungen 
(2) zu verificiren ist. 
Die Addition der unter (13) stehenden Identitiiten ergiebt: 


du ou ad Ou 
ii = |( a)+ OP. a- ~ Pi] F Po,nt1 dx OPyn 


d ou d ou 
= dy (G =)+ 3; , Pen] -p Pin - 5 


dy @Po, 


= P2,k+1 


ou 


d 
wit (dem baad) 


und diess ist nichts anderes, als die unter (10) stehende Identitit, 
wenn man aus den unmittelbar nach (10) stehenden Gleichungen die 
Werthe fiir die in den eckigen Klammern stehenden Ausdriicke 
einsetzt. 

ou 


Diess bleibt auch dann richtig, wenn =( ist. In diesem 


On 
Falle muss, weil das zweite Glied in (10) verschwindet und =a = 
¥f1,n—1 
nicht zugleich null sein kann, 


ad - d a 
dx Pin a dy P2241 = 


werden. Diess ist unter den jetzigen Voraussetzungen in der That 
eine identische Gleichung. Man hat jetzt: 


Cis) 





_— P2,n-1 a 
= 
du 
(3) 
—— ha % 5) 
OP1, n—1 


und hieraus: 


du d ou 
A )+ps wh dy OPi,n1 

dy P21 = Ou —» 
OP: a1 








od 
G 


ul 


el 
gi 


bi 


je 


ki 


wy 
te 
A 





en 


On 


iit, 
die 
‘ke 


el 


hat 
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Die Identititen (13) sind selbstverstindlich immer richtig und 
ou : 

> = 0 ist: 

OPon 
d du d Ou d ¢du d Ou 

dx dy) + dz sar Pia) ~ dy (az) + dy ( OP; »—1 Pant) 


ou d 
ae are * oa 


geben, wenn 


d : 
dy Pant); 
oder, wenn man auf beiden Seiten die Differentiation des zweiten 
Gliedes ausfiihrt und kiirzt: 


d du d Ou d ;du d Ow 
dz (ay) + Pin dx OP; n—1 7s dy da) + P2,n—1 dy OPi,n—1 “ 
was mit der behaupteten Gleichung zusammenfillt. 
Setzen wir nun in (10) die Werthe von pon1, Pin, Ponta ein 
und multipliciren mit A’, so erhalten wir: 


ou an Ou 

(14 s—— Tri — T,-, = 0 

) —— 7 CPon  ™ : 
eine Gleichung, die wieder identisch sein muss, weil sie fiir jedes w 
gilt. Fiir jene uw, die Lésungen der Gleichung A =O sind, und 
bisher ausgeschlossen waren, wird einzeln 7',_; und 7,4; gleich Null. 

Es ist also jedes Glied des Polynoms 7',_; durch 5 ound 

1,n~—1 


jedes Glied von 7',41 durch - fe theilbar. 
On 


Die beiden Differentialgleichungen fiir w: 
Fo~2 =, Troi = 0 
kénnen also auch in der Form 


ou 


OPi,n-1 


nad, 2euwe 

OPon Jv 
geschrieben werden; und es wird demnach das System (4) unbeschrénkt 
integrabel fiir jeden Werth von u, der eine Liswng der linearen par- 
tiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung R = 0 ist, vorldufig mit 
Ausschluss, jener Lisungen, die zugleich der partiellen Differential- 
gleichung erster Ordnung & = 0 geniigen. 
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§ 9. 
Fortsetzung. Classen von partiellen Differentialgleichungen 2. 0., deren 
Integration auf diejenige von Systemen totaler Differentialgleichungen 
zurickgefiihrt werden kann. — Zusammenstellung der entwickelten 
Integrationsmethoden. 

1. Wenn die Determinante A verschwindet, kénnen die Differential- 
gleichungen r + f—0O und «=a, nur dann eine gemeinschaftliche 
Lisung besitzen, wenn w einem der beiden Systeme simultaner Differen- 
tialgleichungen S{” und S$” geniigt. Dann kann der Werth von po,n41 
beliebig angenommen werden, und man findet aus (3) bestimmte 
Werthe fir p:,, u. s. f. Endlich wird das System (4) unbeschrinkt 
integrabel, wenn: 


d d 
(1) da Po,n-+1 _ dy Pin = 0 


ist. Diese Bedingung giebt eine Differentialgleichung erster Ordnung 
zur Bestimmung der entsprechenden Werthe von py,.4:. Nach (3) ist: 


du’ ou 
(ax) + Zp, Poms 











—"Ar. = ou ? 
OP: n—1 
@"f) du __ af (du), (ef du __ of au), 
(i OP; n—1 és (a) (3 OPin-1 8 =) _— 
=... OO ——— Ou - ——— 
OPi,»—1 


Setzt man diese Werthe in (1) ein, so erhilt man die erwihnte 
Differentialgleichung, die y,.4: als Function von 


Ly Y, 2, Py J, 8, b,~+ +5 Piyn—1y Pon 
bestimmt. Fiir jeden so bestimmten Werth von po,.4: wird das System 
(4) unbeschrinkt integrabel und liefert eine vollstiindige Lésung 
2n —44'*" Ranges fiir die Differentialgleichung r + f = 0. 

2: Zur Ergiinzung der bisherigen Resultate, insbesondere um die 
Allgemeinheit der erhaltenen Lésungen zu untersuchen, muss noch 
die Verallgemeinerung jener Siitze entwickelt werden, die in den ersten 
Abschnitten dieser Abhandlung bewiesen wurden. Das Verfahren bleibt 
jedoch hier genau dasselbe und es wird daher geniigen, die ent- 
sprechenden Resultate einfach zusammeuzustellen. 

Das System partieller Differentialgleichungen : 


r-+f(x,y,2,p,q,8,t) =0, 
U(L, Ys 2, DP, J, 8, b5.665 Piety Dos +++} Pi,n—1) Pon) = A, 
v( ) = a, 





(4) 





sol 
ide 


(3) 


da 
Un 


Wi 
de 
tr 
al 


B 
de 











(4) 
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soll unbeschrdnkt integrabel heissen, wenn die folgenden Bedingungen 
identisch erfillt sind: 


oe. (SO a ASE Fe. OO. SEES 
OPon (ae 08 ODon OPin—-, Ot dy 
_( (GOL) _aw__ af (du))\__d0 
er) OPon at (ay OP\,n—1 
es lie i éu _ of du _ (du a a, 
dy* } OP; n-1 ds \oy dx OPon 
ou (dv 4 du (dv\ (du a, See du\ dv adie 
OPin-1 \ aa OPon (ay) (az) OPin—-1 dy) 0%, ° 
is sind dies die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, 
dass das System (2) eine Lisung besitze, die mit Hinzurechnung von a, 
und a, 2n + 1 willkiirliche Constanten enthiilt. 


Dieser Werth des z kann dann aus dem folgenden Systeme totaler 
Differentialgleichungen erhalten werden: 











(3) 





dz =_ dz ang 
de =? dy ~% 
dp dp ' dq A dq 
_ ~~ dz = _— 
dP) 41 ee oP 1 _ AP oe ashi aD e dans 
dx = P2,k—-1) dy = Pi,k 3 dz = Pik» dy Po,k+1) 
qP ina =p $ Piyn—2 __ ) . Pon fas AP on—1 =p 
dx = P2,n-2, dy =i I,n—1) dz = P1,n--1) dy Pox» 


in welchem Systeme p;,,-1, Yon Lésungen der beiden Gleichungen sind: 
U=M%, VSAM, 


wihrend r, .. , Poxr—1, .++, Pon—g aus der Gleichung r + f—0 und 
deren Derivirten zu entnehmen sind. Bei dieser Bedeutung der auf- 
tretenden Gréssen ist auch (4) unbeschriinkt integrabel und in seinem 
allgemeinen Lésungssysteme ist ¢ in der angegebenen Form enthalten. 
Der so erhaltene Werth von 2 ist — in der friiher entwickelten 
Bedeutung «dieses Ausdrucks — eine volistiindige Lisung jeder einzelnen 
der drei Differentialgleichungen r + f = 0, u=a, und v= ay. 
Umgekehrt entspricht jeder vollstiindigen Lisung 2n — 4" Ranges 
der Differentialgleichung r + f =O, wenn die Constanten a, und a, 
als Functionen der in der Lisung auftretenden 2n +-1 willkiirlichen 
Constanten gefasst werden, ein solches wnbeschrinkt integrables System. 
Ist a, nicht in der angegebenen Weise bestimmt, so sind die zu einer 
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bestimmten vollstindigen Lisung gehirenden v-Formen durch ein simul- 
tanes System zweier homogener und linearer partieller Differentialglei- 
chungen mit 2n +- 3 unabhdngigen Variabeln gegeben. Diese Gleichungen 
bilden ein vollstiindiges System und die allgemeinste Form fiir v ist: 

VU = @ (G,, Gs, ..-, Con41) 
wo @ eine willkiirliche Function bedeutet, und «,, @),..., Conti be- 
stimmte Functionen von 2, ~, Gy -~ +) Pin—1) Pon Sind. 

Jedes System von Functionen u,v, das eine Lisung der Gleichungen 
(3) ist, giebt demnach eine volistindige Lisung der Differentialgleichung 
r+f=0. 

Die allgemeine Discussion des Systems (3) ergiebt wieder drei Fiille. 
Es kann u eine solche Function sein, dass: 

A) Das System (3) einer einzigen Gleichung dquivalent wird. Dies 
kann geschehen, indem 1) die beiden Gleichungen algebraisch auseinander 
folgen, d. h. die Coefficienten der partiellen Differentialquotienten von v 
in den beiden Gleichungen proportional sind oder 2) stimmtliche Coef- 
ficienten in einer der Gleichungen verschwinden. 

B) Die beiden Gleichungen in Bezug auf v ein volistiindiges System 
bilden. D.h. die bekannte Integrabilitiétsbedingung ist identisch befriedigt 
und liefert keine neue Gleichung fiir v. 

C) Die beiden Gleichungen kein volistiindiges System bilden, und 
die Entwicklung der Integrabilititsbedingungen wenigstens eine neue 
Differentialgleichung fiir v liefert. 

Es zeigt sich zuerst genau wie friiher, dass die dem Falle C) ent- 
sprechenden u-Functionen nicht weiter zu beriicksichtigen sind, da die 
in diesem Falle resultirenden Werthe des v nicht jene Allgemeinheit 
besitzen, die sie nothwendigerweise haben miissten, wenn r + f= 0 
und « =a, eine gemeinschaftliche vollstiindige Lésung hiitten. 

Der Fall A) kann nur dann auftreten, wenn u einem der beiden 
Systeme: 


ou a 
CPi n—1 + OPon a 
du of du ad" f\ du pi 
(5) +642) (8) (EN = 
(4 = #1, Ue) 


geniigt*), wo w,, Ut, die beiden Wurzeln der charakteristischen Gleichung 


von r + f = 0 bedeutet, also u eine Léswng der frither mit SY” und Sy” 
bezeichneten Systeme ist. 


*) Es braucht kaum besonders erwihnt zu werden, dass dieser Fall (A) wieder 
nur bei speciellen Classen von Differentialgleichungen auftreten kann, wenn nim- 


lich die Systeme si”) oder sy” iiberhaupt eine Lésung besitzen. 
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Dem Falle B) gehéren alle jene u-Functionen an, die Lisungen 
der linearen partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung R™—O 
sind, ohne zugleich der Differentialgleichung erster Ordnung A = 0 
zu geniigen. 

Jene Functionen uw, die der Gleichung A = 0 geniigen, ohne zu- 
gleich der zweiten Gleichung des entsprechenden Systems S™ zu ent- 
sprechen, geben keine Lisung, da dann uv = a, und v = a, nicht nach 
Prja—1 und po, aufgelést werden kénnen. 

Hine vollstindige Lésung 2m — 4" Ranges der Gleichung r-+-f=0 
ist bestimmt, wenn die Anfangswerthe von z und p fiir x=, die 
mit € und a bezeichnet werden moégen, als Functionen von y und 
2n-+ 1 willkiirlichen Constanten gegeben sind. Dies geschieht am 
zweckmissigsten in der Form eines Systems gewohnlicher Differential- 
gleichungen , das explicite nur die beiden Constanten a, und a, enthilt: 

Uy (Y, g, a, g, a’, vy ae xe-)), &)) maailins |, 
Vo (y, §, %, &, w,~.., WY, &™) = ay. 

Ist u die Lésung eines der Systeme S™, so ist jede der Lisung, 

deren Anfangswerthe der Relation: 
u (Xp, Y,§, %, - 6, Wed, Sm) = ay 
geniigen, eine gemeinschaftliche Lisung der Gleichungen r + f = 0 und 
u=a,. Man erhdlt nimlich dann die entsprechenden Functionen v 
aus einer einzigen Differentialgleichung, der zweiten Gleichung in (3), 
deren allgemeine Lisung folgende Form besitet: 
oe p (&, Go, ++ +) Gon+2) 
und in welcher die willkiirliche Function » so gewdhlt werden kann, dass 
(V)e=x, = Up 

set, wo v, beliebig ist. 

Hat ferner irgend eines der Systeme S™ zwei von einander wnab- 


hiingige Lisungen, u, und u,, dann ist auch o(u,, up.) eine Losung und 
die willkiirliche Function o kann so gewihlt werden, dass 
(a(u,, U2) ema, =s thy 

set, wo u, beliebig ist und man kann demnach auf diesem Wege jede 
particuléire Lisung der Gleichung r + f =0, d. h. die allgemeine 
Lisung erhalten. 

3. Die Zusammenstellung der bisherigen Resultate ergiebt folgende 
Integrationsmethoden fiir die partielle Differentialgleichung zweiter 
Ordnung mit zwei unabhingigen Variabeln: 


r+f(@, ¥, 2, P, 4, 8, ) = 0. 
Sei n eine beliebige positive, ganze Zahl, die grisser als cins. Man 
bilde sodann mit Hiilfe der im vorhergehenden Paragraphen unter (5) 
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und (6) definirten Ausdriicke QO, Pui, Pa, Pay: die Differential- 


gleichung: 
x dP, _p -m) fs aP,_ > dA 
de "dz — dy ©" dy 
i Bian, AD eR Nl. 
ou 
OPon 
aP 1A dP 3 
n+l an & $ = s 7. i an 
(a da ~ Fats a=) (3 “dy —** ay at 
Ou 
OPi,n—1 


in welcher u als unbekannte Function, x, y, 2, P, Q,~ ++) Pisn—1) Pon 
als unabhingige Variable auftreten. R =O ist eine lineare partielle 
Differentialgleichung zweiter Ordnung. 

Jede particulire Lisung dieser Differentialgleichung, die nicht zu- 
gleich der Differentialgleichung erster Ordnung A = 0 geniigt, giebt eine 
volistiindige Lisung 2n — 4" Ranges (mit 2n + 1 willkiirlichen Con- 
stanten) der vorgelegten Differentialgleichung. Wenn wir ndmlich aus 
dem System (3) des §8 pon-1, Piny Po,n+i bestimmen, und das nach 
Einsetzen dieser Werthe wnbeschrinkt integrable System auflisen, so 
erhalten wir z als Function von «x und y mit 2n + 1 Constanten und 
dies ist die entsprechende vollstiindige Lisung. 

Ist w eine solche particuliire Lisung, die zugleich der Gleichung 
A =0, d.h. der ersten Gleichung eines der Systeme S{” oder SS" geniigt, 
so kehren wir behufs Integration der Gleichung r + f = 0 zu dem unter 
(3) in diesem Abschnitte aufgestellten Systeme zuriick. Dies liefert dem 
u zugehirige Werthe des v, und damit Systeme von der Form: 

r+f=0, w=a,, v=—a4,. 

Geniigt nun u auch der zweiten Gleichung des entsprechenden Systems 
S®, so wird man nach dem am Ende des 2. Artikels in diesem Ab- 
schnitte gegebenen Verfahren unendlich viele volistindige Lisungen mit 
der vorgeschriebenen Anzahl von Constanten, d. h. eine Lisung mit 
einer willkiirlichen Function erhalten. — Besitzt eines der Systeme S™ 
zwei von einander unabhiingige Lisungen, so erhdlt man nach demselben 
Verfahren die allgemeine Lisung der vorgelegten Differentialgleichung. — 
Zum selben Resultat fiihrt die Bestimmung von po,n+4: aus der partiellen 
Differentialgleichung (1), die dann mit den zugehdrigen aus (3) entnom- 
menen Werthen von Pin, Pon—1 das System (4) des vorhergehenden 
Paragraphen zu einem unbeschrinkt integrabeln machen. 

Wenn eines der Systeme S\” oder S3" Lésungen besitet, geschieht 
die Bestimmung der eine willkiirliche Function enthaltenden, respective 
der allgemeinen Lisung ausschliesslich durch Integration von Systemen 
totaler Differentialgleichungen. 
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Wenn endlich u nur eine Lisung der Gleichung A = 0 ist, ohne 
zugleich auch die sweite Gleichung eines der Systeme S™ zu befriedigen, 
dann ist das System von Gleichungen, u =a, und die zur Ergiéinzung 
aufzustellende v =a, nicht nach pin-1 und pon auflisbar, die Glei- 
chungen (3) widersprechen einander und die Gleichungen r +- f = 0 und 
u = a, besitzen iiberhaupt keine gemeinschaftliche Lisung. 

Der Zusammenhang, der zwischen den Anfangswerthen einer parti- 
culdéren Lisung der Gleichung R =O und den entsprechenden Anfangs- 
werthen einer vollstindigen Lisung von r + f = 0 besteht, kann genau 
nach denselben Methoden auch allgemein bestimmt werden, die fiir den 
Fall n =2 am Ende des § 6 entwickelt wurden. 

Diese Entwicklung zeigt von Neuem, dass die Integration der 
Gleichung r + f—0O und diejenige der Gleichung R =O als fqui- 
valente Probleme betrachtet werden kénnen, in denen die vollstiindigen 
Lésungen der einen und die particuliren Lésungen der andern einan- 
der eindeutig entsprechen; mit Ausnahme jenes Falles, in dem die 
Systeme S) Lésungen gestatten. In diesem Falle giebt es particuliire 
Lésungen der Gleichung R=, denen unendlich viele vollstindige 
Lésungen der Gleichungen r + f= 0 entsprechen. Die Gesammtheit 
dieser Lisungen kann durch Integration totaler Differentialgleichungen 
bestimmt werden und giebt die allgemeine Lésung, wenn eines der 
Systeme S™ zwei unabhingige Lésungen besitzt. 


In der Anmerkung zu § 4 wurde schon die hierher gehorige 
Darboux’ sche Arbeit citirt, und auch der Zusammenhang besprochen, 
der zwischen den Darboux’schen Resultaten und den hier vorge- 
tragenen Entwicklungen besteht. 

Hier wird noch die richtige Stelle sein, um eine kurze Mittheilung 
M. Lévy’s in den Comptes Rendus vom November 1872 (pag. 1094) 
zu erwihnen. Die Note enthilt eine Reihe von Sitzen aus der Theorie 
der partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, leider ohne 
Beweis, und auch ohne jede Erliuterung. Diese Siitze, deren Be- 
deutung ich erst erkennen konnte, als ich meine eigenen Unter- 
suchungen abgeschlossen hatte, geben eine wichtige und interessante 
Ergiinzung der eben dargelegten Integrationstheorie. 

Die von Lévy wmitgetheilten Siitze sind dem Wortlaut nach die 
folgenden : 

» Lhéoréme I. Les intégrales les plus générales des équations i 
différences partielles du second ordre, quwil soit possible d’obtenir 
moyennant |l’intégration de / systémes successifs d’équations a différences 
ordinaires, comprenant chacun un nombre quelconque d’équations avec 
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un pareil nombre de fonctions inconnues, sont celles, dont les arbi- 
traires relatives 4 l’une des caractéristiques de l’équation différentielle 
proposée*) n’entrent sous aucun signe d’intégration partielle, celles 
relatives 4 l'autre caractéristique pouvant étre engagées sous de tels 
signes ou généralement se présenter d’un fagon quelconque.“ 

,, La proposition subsiste dans le cas, od les deux caractéristiques 
sont les mémes. Les deux fonctions arbitraires de l’intégrale, si elle 
est générale doivent dans ¢e cas apparaitre distinctes, l’une d’elles 
étant hors de tout signe d’intégration partielle, l’autre pouvant étre 
engagée sous de tels signes.“ 

» Théoreme II. Inversement, toutes les fois qu’une équation a 
différences partielies du second ‘ordre admet une intégrale de la forme, 
qui vient d’étre définie, elle peut étre intégrée, c’est-a-dire que son 
intégration peut effectivement étre ramenée & celle de k systémes 
successifs d’équations 4 différences ordinaires.“ 

»» Lhéoréme III. Le nombre & des systémes 4 intégrer est toujours 
et invariablement égal 4 trois; en sorte que la seule chose, qui varie 
d'une intégrale a l’autre, gest le nombre des équations, que comprend 
chacun des trois systémes 4 intégrer.“ 

Wie man sieht, geben die Lévy’schen Siitze keine Methode zur 
Integration und auch kein Kriterium, um dariber zu entscheiden, ob 
eine vorgelegte Differentialgleichung in jene Classe gehért. Die Sitze 
sagen nur aus, dass, wenn das allgemeine Integral jene oben charakte- 
risirte Form besitzt, die Integration mit Hiilfe von Systemen gewohn- 
licher Differentialgleichungen geleistet werden kann. Um jedoch eine 
Methode zur Integration zu erhalten, miissten jene Systeme totaler 
Differentialgleichungen nicht aus der Integralgleichung sondern aus 
der vorgelegten Differentialgleichung abgeleitet werden, wenn diese 
iiberhaupt auf dem angedeuteten Wege integrirt werden kann. Auch 
das muss aus der vorgelegten Gleichung erschlossen werden kénnen. 

Alle diese Forderungen werden durch unsere Entwicklungen erfiillt. 
Man erkennt niimlich leicht, dass jede Differentialgleichung zweiter 
Ordnung, fiir welche das allgemeine Integral die durch M. Lévy 
charakterisirte specielle Form besitzt, auch die EKigenschaft besitzt, dass 
wenigstens eines der Systeme S™ zwei von einander unabhingige 
Lésungen besitzt. Umgekehrt sieht man, dass, sobald die Differential- 
gleichung diese Kigenschaft besitzt, ihr allgemeines Integral in der 
That durch die succesive Integration dreier Systeme totaler Differen- 
tialgleichungen gefunden wird. Das erste derselben giebt die Liésung 


*) ,,J’appellerai toujours caractéristique d'une équation différentielle partielle 
les quantités, dont dépendent les fonctions arbitraires qui entrent dans son 
intégrale.“ 
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u = @(u,, uw.) eines der Systeme S™, das zweite die zugehérigen v- 
Werthe, das dritte endlich leistet die Integration des Systems: 
r+f=0, uw=—a,, v—a,. 

Unter Vorausseteung der Lévy’ schen Sdtze geben daher die letzten 
Abschnitte die vollstindige Theorie aller jener partiellen Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung mit zwei wnabhiingigen Variabeln, deren Inte- 
gration mit Hiilfe von Systemen totaler Differentialgleichungen vollstindig 
ausgefiihrt werden kann.*) 

Das Kriterium dafiir, dass eine vorgelegte Differentialgleichung 
in diese Classe gehdre, ist dann einfach folgendes: Fiir irgend ein 
positives, ganzzahliges » > 1 muss eines der Systeme S™ und sf” 
zwei von einander unabhingige Liésungen besitzen**). — Wie in diesem 
Kalle die Integration erfolgt, ist im Vorhergehenden ausfiihrlich aus- 
einander gesetzt. 

Indem ich mir eine ausfiihrlichere Besprechung dieser Verhiltnisse 
fiir spiiter vorbehalte, will ich hier nur noch eine kurze Bemerkung 
iiber die resolvirende Gleichung R™ =O hinzufiigen. Man koénnte 
glauben, dass neue Classen von Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung, deren Lésung auf die Integration totaler Differentialgleichungen 
zuriickfiihrbar ist, dadurch gefunden werden kénnen, dass man auf 
die Resolvente R — 0 dieselben Methoden anwendet, die hier fiir die 
Gleichung r + f= 0 auseinandergesetzt wurden. — Die Ausdehnung 
dieser Methoden ist wohl méglich, aber man wird dabei wieder auf 
die Bedingungen der Integrabilitét der Systeme S in Bezug auf gréssere 
Werthe des m gefiihrt, so dass auch hier der Kreis der auf totale 
Differentialgleichungen zuriickfiihrbaren partiellen Differentialgleichungen 
2't Ordnung sich schliesst. 

Ich hoffe, dass es mir vergénnt sein wird, in weiteren Beitrigen 
zur allgemeinen Theorie der partiellen Differentialgleichungen diese 
Andeutungen auszufiihren. 


§ 10. 
Bemerkungen iiber die Methode der Variation der Constanten. 


1. Es ist bekannt, welche wichtige Rolle die Methode der Variation 
der Coustanten in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung besitzt. Diese Methode liefert aus irgend einer voll- 


*) Leider giebt Herr Lévy gar keine Andeutungen dariiber, in welcher 
Weise er ,,die allgemeinsten, durch totale Differentialgleichungen zu erhaltenden 
Integrale‘‘ in einer weitere Entwicklungen erméglichenden Form charakterisirt. 
Ks ist sehr zu bedauern, dass diese wichtige Abhandlung bisher nicht in extenso 
publicirt wurde. 

**) Der Fall n =1 fiihrt zur Monge-Ampére’schen Methode (s, den Schluss 
des folgenden Paragraphen). 
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stiindigen Lisung die allgemeine Lésung und zwar in der Weise, dass 
eine Lésung mit beliebig gewiihlten Anfangswerthen aus der gegebenen 
vollstiindigen Lésung ausschliesslich durch bekannte Operationen abge- 
leitet werden kann. 

Die Verallgemeinerung dieser Sitze giebt bei Differentialgleichungen 
hdherer Ordnung keine ahnliche Vereinfachung des Integrationsver- 
fahrens, da der entsprechende allgemeine Satz sich nicht auf primitive 
Integrale, sondern auf die sogenannten ersten Integrale bezieht. Man 
nennt bekanntlich erstes Integral der Differentialgleichung zweiter 
Ordnung r + f = 0 jede Differentialgleichung erster Ordnung 

(xe, ¥, 2, p, 7) = 9, 
deren allgemeine Liésung auch der Gleichung r + f= 0 geniigt. Die 
Monge-Ampére’schen Methoden entscheiden dariiber, ob solche erste 
Integrale iiberhaupt vorhanden, und bestimmen dieselben vollstindig, 
wenn sie iiberhaupt existiren. 

Wenn ein solches erstes Integral zwei willkiirliche Constanten 
(a, b) enthalt, und keiner partiellen Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung mit Ausnahme von r + f= 0 als erstes Integral angehdrt, so 
ist dieses ein sogenanntes vollstiindiges erstes Integral, und man kann 
aus demselben, wie Darboux in seiner schon Ofter angefiihrten Arbeit 
gezeigt hat, beliebig viele erste Integrale ableiten, indem man b als 
beliebige Function von a festsetzt, und dann a aus der Gleichung 


as ae db 
ea se 


eb da 


bestimmt. — ¥ =O ist auch dann ein erstes Integral, wenn a und b 
in der angegebenen Weise als Functionen von x, y, 2, p, q bestimmt 
werden. 

Die Verallgemeinerung dieser Siitze auf Grundlage der hier vor- 
getragenen Untersuchungen ergiebt sich in sehr einfacher Weise. 

Wenn die Differentialgleichung n'* Ordnung w—a, mit r+f—0 
mehr als eine, also unendlich viele vollstandige Lisungen gemein- 
schaftlich besitzt, so soll das System 


r+f=0, u=0, 


wo man dem wu immer eine additive Constante hinzugefiigt denken 
kann, als erstes Integral n — 1" Ranges der Differentialgleichung 
r+ f=O bezeichnet werden. Die Berechtigung einer solchen Be- 
nennung ist unmittelbar klar, denn die Mannigfaltigkeit der durch ein 
soleches System definirten Lésungen stimmt vollstindig mit der durch 
eine Differentialgleichung erster Ordnung definirten Functionenmannig- 
faltigkeit tiberein, und auch die Bestimmung dieser Integralmannig- 
faltigkeit geschieht, wie wir gesehen, durch die Integration einer par- 
tiellen Differentialgleichung erster Ordnung. 
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In diesem Falle ist « eine Lésung eines der beiden, mit S{” und 
SY” bezeichneten Systeme, und umgekehrt liefert jedes w, das einem 
dieser Systeme geniigt, ein erstes Integral in der angegebenen, ver- 
allgemeinerten Bedeutung dieses Ausdrucks. Fiir n = 1 sind dann unter 
S,', S,’ die bei der Monge-Ampére’schen Methode auftretenden 
Systeme zu verstehen, und man erhilt dann in diesem Falle die ge- 
wohnlich so benannten ersten Integrale, als erste Integrale 0'" Ranges. 

Es ist auch hier unmittelbar klar, dass wenn uw zwei willkiirliche 
Constanten enthilt, die Variation dieser Constanten im Sinne der 
Gleichungen 


0 Ou 
b=9(a), +5 9 (a)—0, 


wo @ eine beliebige Function bedeutet, immer wieder erste Integrale 
liefert. 

Im Uebrigen ist, wenn erste Integrale vorhanden sind, die Variation 
der Constanten nichts anderes, als die entsprechende Ableitung neuer 
Lésungen fiir die Systeme S, und kann daher hier, wo die Inte- 
gration dieser Systeme erster Ordnung als ausgeftihrt vorausgesetzt ist, 
keine neuen Integrationsresultate ergeben. In der That kann man, 
wenn eine Lésung mit zwei willkiirlichen Constanten fiir eines der 
Systeme S gegeben ist, aus dieser ohne Weiteres die allgemeine 
Lésung der vorgelegten Gleichung ableiten. 

2. Wenn wir die Methode der Variation der Constanten auf eine 
vollstindige Lésung der vorgelegten Gleichung r + f= 0 anwenden, 
erhalten wir keine Vereinfachung der Integration, wohl aber wichtige 
Transformationen des Problems, oder wie wir auch sagen kénnen, neue 
Resolventen der gegebenen Gleichung. 

Dies soll fiir die vollstindigen Lésungen im gewéhnlichen Sinne des 
Wortes, d. i. fiir diejenigen vom Range 0 hier ausgefiihrt werden. 
Die vollstindige Lésung sei: 

a= F(x, y, Gy, Ag, My, Ay, Gy). 
Nach den Enutwicklungen des § 7 bleibt 2 = F dann und nur dann 
eine Lésung der Gleichung r + f—0, wenn die a aus dem folgen- 
den Gleichungssysteme bestimmt werden: 





oF _ dF oF _4aF 
: dn =—stiéiZ’® Oy ~—s dy? 
ar ar er a@F oF @F 
Oat ~ da’? dudy ~ datdy’ dy® ~ dy® 


wo die Zeichen @ und d in der Weise unterschieden sind, dass bei 
Anwendung des @ die a als constant, bei den Operationen d hingegen 
als Functionen von x und y zu beirachten sind. 


Mathematische Annalen. XXIV. 35 














530 J. Konia. 


Fihrt man die angedeuteten Differentiationen aus, und _beriick- 
sichtigt bei Bildung der zweiten Differentialquotienien, dass man nach 


den vorstehenden Gleichungen fiir aF und 2 auch tn und 2% 
dx dy Ox oy 

. . 2 ” . 
setzen kann, so erhailt man, wenn man die beiden fiir dzay sich 


ergebenden und ,,algebraisch“ unabhingigen Formen beibehilt, das 
folgende System von Differentialgleichungen zur Bestimmung der 
Functionen a: 








t=5 #=5 
> = <0 or “% Lo 
da, dex 4 da, ay §' 
i=1 i=1 
as ar da; NI oF da; 
(la) > hs Sood = (), a og aoe O, 
da,0y dz da,0x oY 
ix=1 i=1 
i=5 i=5 
> ar da; —0 ar da, dl 
04,08 de =’ da,dy dy" 
i=1 i=l 
7 ae ’ ’ , OF OF 
Wenn wir die Functionaldeterminante von F’, “Tn nach a,., 
Da 


as, % kurz mit (rst) bezeichnen, kénnen diese Gleichungen auch in 
folgender nach den Differentialquotienten von a, a, a, gelésten Form 
geschrieben werden :*) 





da,* (423) da, 4 (623) da, 
dx (128) dz (128) da’ 
da, (431) da, 4 (631) da, 
dx. (123) dz (128) dx’ 
da, __—- (412) da, - (612) da, 
dx (123) dz (123) da’ 
(1) 
da, __—“(423) da, + (623) da, 
dy ~—« (123) «ody (123) dy’ 
dag ___—s (43:1) da i (6531) da, 
dy ~—s« (123) «ody (128) dy’ 
da,*___—(412) da, 4 (612) da, 
dy ~—S« (123) «dy (123) dy 
Es ist daher z= F(x, y,a,, @,, G3, @,, 4,) dann und nur dann 


eine Lisung der partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung , wenn 
die Functionen a den Gleichwngen (1) geniigen, und umgekehrt erhiilt 
man siimmtliche Lisungen der gegebenen Gleichung, wenn man stimmt- 
liche Liésungen des Systems (1) nimmt. 


*) Wenn z= F eine vollstiindige Lisung der gegebenen Gleichung ist, kann 
man die Reihenfolge der a immer so wihlen, dass (123) nicht verschwindet, also 
auch das System (1a) immer auf die Form (1) bringen. 
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Die Integration des Systems (1) ist wohl ein mit der Lésung der 
vorgelegten Differentialgleichung jiiquivalentes Problem; doch giebt 
diese Transformation der Aufgabe einen nicht unwesentlichen Beitrag 
zur Aufhellung der Structur der Gleichung und des zwischen den Inte- 
gralen bestehenden Zusammenhanges. 

Man kann die Aufgabe priiciser und ohne Beschriinkung der All- 
gemeinheit dahin fassen, dass aus z= FF alle andern vollstindigen 
Lésungen der vorgelegten Gleichungen abzuleiten sind. Dann sind als 
Werthe der a solche Functionen von x und y zu bestimmen, die wieder 
5 willkiirliche Constanten enthalten. Setzen wir diese Form der a 
voraus, und bilden ihre Differentialquotienten, so erhalt man durch 
Elimination der willkiirlichen Constanten 10 Differentialgleichungen 
zur Bestimmung der a, die ein Mayer’sches unbeschrinkt integrables 
System bilden miissen. 

Von diesen zehn Gleichungen sind sechs, die Gleichungen des 
Systems (1) bekannt. Zwei neue Gleichungen — die siebente und achte — 
erhilt man noch in voller Allgemeinheit ohne jede Integration. 

Wenn man niamlich: 

Pa, ~ a? dy das 

diady’ dady’ dady 
aus der ersten und zweiten Reihe von Gleichungen in (1) besonders 
bildet, und die erhaltenen Werthe gleichsetzt, so erhilt man wegen 
der besonderen Form der Gleichungen abermals Differentialgleichungen 
erster Ordnung, und zwar: 











d (423) da, ad (423) da, 
dy (123) dz dx (128) dy 
+ ad (528) da, _ d@ (682) da, 
dy (123) dz dz (128) dy ” 
d (481) da, = ad (4381) da, 
(2) dy (123) dx dx (123) dy 
1. 4 d (631) da,  d@ (581) da, 9g 
dy (123) dex dx (128) dy " 
d@ (412) da,  d@ (412) da, 
dy (128) da« dz (123) dy 
d (512) da, d (512) da, _ 
+ dy (123) dx da (123) dy 0. 


Dies sind‘ wohl drei Gleichungen, doch sieht man leicht, dass eine 

derselben nothwendiger Weise eine algebraische Folge der beiden an- 

dern sein muss. Wir hatten zu Beginn in der That nur fiinf Glei- 

chungen und die sechste entstand schon dadurch, dass wir zwei ver- 

schiedene Formen des ia —, die algebraisch von einander unabhiingig 
ady 


waren, gesondert benutzten. Bilden wir die neuen Gleichungen nicht 
35* 
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aus dem System (1), sondern aus (la), so wird aus dem ersten Glei- 


chungspaare: 
@Fr da; er da; 
je Oa,0y dx > da,0a dy’ 


dieselbe Gleichung, die wir durch Subtraction der in der zweiten Zeile 
stehenden Gleichungen erhalten. An diesem algebraischen Zusammen- 
hange der Gleichungen wird durch die Benutzung der aufgelésten form 
im wesentlichen nichts geiindert, und es ist wohl nicht nothwendig, durch 
directe Rechnung den algebraischen Zusammenhang der Gleichungen 
(1) und (2) aufzuweisen. Fiir die gewihlte Form erhalten wir eben 
nur noch die Vereinfachung, dass, nachdem die Werthe der Differen- 
tialquotienten von a,, a, a, aus (1) eingesetzt wurden, schon in den 
Gleichungen (2) eine die Folge der iibrigen sein muss. 

Sind a,, @, 4, @,, @, Functionen von x und y mit 5 willkiir- 
lichen Constanten: 

A; = Ai (X,Y, Hy, Oy, Hy, My, Os) 
dann erhilt man, wenn 
C = @(@,, G, &,, &,, &;) 


gesetzt wird, wo @ eine willkiirliche Function bedeutet, eine Relation 
von der Form 
Y 
D(X, Y, Ay, Ag, Ay, Ay, 3) = C. 


Die Integration des bisher entwickelten, aus acht Gleichungen 
bestehenden Systems verlangt daher dem Wesen der Sache nach, die 
Bestimmung solcher Relationen @ = C, dass, wenn man aus dieser 
z. B. den Werth von a, bestimmt und in die acht Gleichungen ein- 
setzt, das System, welches jetzt noch vier unbekannte Functionen 
enthalt, unbeschriinkt integrabel sei, und also ausser C bei der Inte- 
gration noch vier willkiirliche Constanten liefere. 

Statt ® — C kann man die damit fiquivalenten Gleichungen 


ao ao da; 
; = 0 
0x +> Ga, dx : 


4+ 52° da, 


am Oa; dy 


(3) 
ao 
oy 


setzen, welche mit den acht friiheren Gleichungen zusammen die 


. , : da; a; . 
Differentialquotienten —— und —— als Functionen von 2, y, a, a, 


dz dy 
@;, 4,, 4, bestimmen. Die Bedingung der unbeschrinkten Integrabilitit 
muss erfiillt sein, damit die Functionen a fiinf willkiirliche Constanten 
enthalten. Man erhialt urspriinglich finf Integrabilitiitsbedingungen, 
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doch sieht man aus der Form der Gleichungen, dass diese sich auf 
eine einzige reduciren miissen, und diese 

o=0 
giebt eine lineare partielle Differentialgleichung aweiter Ordnung zur 
Bestimmung von ®, in welcher x, Y, 4, 2, 43, 4,, a, als unabhdngige 
Variable auftreten. 

Die Rechnung zur Aufstellung dieser Resolvente braucht nicht 
ausgefiihrt zu werden, denn man sieht leicht , dass diese aus der friiher 
(§ 6) entwickelten Resoluvente R =O durch eine Transformation ent- 
steht, die durch die gegebene vollstindige Lisung 2 = F bestimmt ist. 

Ist niimlich z¢ irgend eine vollstiindige Lésung der gegebenen 
Gleichung, so kann man irgend eine Lésung der Gleichungen (1) und 
(2) mit fiinf willkiirlichen Constanten durch die Gleichungen : 


7 or or 
sm F Pp = é qd = - 
(4) , wir oy ’ 
_ @F _ @F 
~ Oxoy? Oy? 


charakterisiren. Eliminirt man mit Hiilfe der Relation ®=—C aus 
diesen Gleichungen die a, so erhilt man: 


u(a, Y, 2, P,Q, 8; t) — C, 


und # muss eine Lisung der Gleichung R =O sein, denn unter den 
Lésungen der Gleichung wu = C befindet sich eine vollstindige Lésung 
der Gleichung r + f = 0. . : 

Die Gleichungen (4) geben daher die Transformationsformeln an, 
durch welche die Gleichungen 9@ = 0 und R = 0 in einander iibergehen, 
wenn man die unabhiingigen Variabeln a, a, a, a, a, und 2, p,q,s,t 
mit einander vertauscht. 

Fiir vollstiindige Lésungen héheren Ranges finden analoge Ent- 
wicklungen statt, die leicht zu tiberblicken sind und deshalb hier nicht 
weiter verfolgt werden sollen, 

3. Fiir specielle Classen von Differentialgleichungen gestattet das 
zur Bestimmung der a aufgestellte System eine einfachere Behandlung. 
Dies steht natiirlich immer im Zusammenhange mit den Eigenschaften 
der Gleichung R =O. So seien insbesondere die Gleichungen 


© Ar+Bs+Cit+ Dp+ Eq+ Fz =0 
erwihnt, deren vollstindige Lésungen die Form 
@= aA, + a,4, + asd, + a4, + aA, 
besitzt. In diesem Falle geben die Gleichungen (2) fiir sich ein System 


von simultanen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung zur 
Bestimmung von a, und a,. Jedes Lésungssystem von (2) giebt dann 
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in (1) eingefiihrt, ein unbeschriinkt integrables System zur Bestimmung 
von @,, @, und a,. Aus (2) selbst erhilt man fiir a, eine in Bezug 
auf alle Differentialquotienten lineare partielle Differentialgleichung 
zweiter Ordnung, welche die unbekannte Function a, selbst nicht ent- 
halt, was eine wesentliche Vereinfachung des Problems bedeutet. 

Ist a, so bestimmt, so giebt (2) ein unbeschrinkt integrables 
System zur Bestimmung von a,, — 

Es ist nicht ohne Interesse, die hier gegebene Methode zur Variation 
der Constanten an einem von Lagrange behandelten Beispiele*) zu 
verfolgen und diese mit jenem Verfahren zu vergleichen, das Lagrange 
selbst bekanntlich als ,,plus curieux qu’utile“ bezeichnet hat. 

Die Differentialgleichung ist: 


t—mr=Q, 
und eine vollstindige Lésung derselben: 
& = G, + ,% + asy + a, (a + my*) + aszy. 


Die Gleichungen (i) werden: 


da, , da, das 2 a, day, ae 
la T* QTY da + (2? my") Ge + ty és O; 
da, ¢ day, , da, 
dx + Zmy dx + # “dz 0, 
dd, 2 44% da, __ 
dx od oa * tG=* 


: da, da; 
und die entsprechenden Gleichungen, wenn statt —) tiberall - as 
gesetzt wird. Nach den Differentialquotienten von a,, a, und a, auf- 


gelést, ergiebt sich: 





da, __- 4 9, aa, das, 
da = (2+ my’) de + *9-GE 
da, _ ? Dx da, da, 
de ~~ oo rae 
da, _ 9, da, yp, aa 
ie “da “az” 
da ° o da da, 
dy = (@+my?’) dy + *Y =" 
day ee Dy da, _ y da, 
dy eet ie ig 
das ¢ da, _ da, 
, on 2my —- ay 


*) ,, Sur les intégrales particuliéres des équations différentielles“. Oeuvres 
de Lagrange, Tome IV; pag. 98 (art. 65). 
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Hieraus erhilt man, dem System (2) entsprechend: 


2my day +2 da, _ Qa da, ty das 





dx dx dy dy’ 
da, __ 9 da, 
dati‘ «CQ? 
da da, 
9), es — eteon | 
2m dy” 
von welchen Gleichungen in der That — unsern allgemeinen Ent- 
wicklungen entsprechend — die erste entsteht, wenn man die zweite 


Gleichung mit x, die dritte mit y multiplicirt und addirt. Man hat 
demnach zur Bestimmung von a, und a, das System 


da, g dy. da, da, 
daz = dy? dy =2m dx 
und hieraus: 
ad? a; da, 
“dy ~~" “dae? 


dieselbe Gleichung, die urspriinglich fiir 2 vorgelegt war. Das simul- 
tane System fiir a, und a, kann iibrigens hier mittels Differential- 
gleichungen erster Ordnung integrirt werden. Schreibt man die Glei- 
chungen in der Form: 

da, P day, 


ia dy? 


¢ ra...” ee da, 
2¥m dz Vm dy’ 





oder schliesslich nach Addition und Subtraction dieser Gleichungen: 


d(a, +2Vma,) _ 1 dla, +2Vma,) 
da ie Vm dy ? 

d(a, —2Vm ay) ce 1 d (a, —- 2 Vm a,) 

AR ai Vm dy ’ 


so erhalt man: ~ wn 
a, + 2¥ma,= 29 («+yyYm), 
a, —2/m a, = 20 (x—yYym), 


wo » und yw beliebige Functionen bedeuten, und hieraus: 


a, = 9 (w-+y Vm) + ¥(2—y Ym) 


oder endlich, da die Differentialgleichung fiir z und a, dieselbe war, 
auch 


a= (e+yVm)+¥(2x—yym). 


4, Der Vollstindigkeit wegen sei hier auch noch eine andere 
Methode zur Variation der Constanten kurz erwihnt, aus welcher sich 
abermals eine neue Form der resolvirenden Gleichungen ergiebt. Eine 
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volistiindige Lésung (0' Ranges) kann auch durch das unbeschrinkt 
integrable System: 

r+f=0, u—a,, v=—a, 
charakterisirt werden. Dieses sei, nach r,s, ¢ aufgeldst: 


Y= Yi (2, Y, 2, P,Q, 4, Ae); 
S = Pq (2, Y, 2, PY, M5 A), 
t= P; (2, Y, 2, P) I, %, Gy). 

Jede vollstiindige Lésung kann durch dieses Gleichungssystem dar- 
gestellt werden, wenn a, und a, passend gewihlte Functionen von 
“2, Y, 2, p, q und zweier willkiirlicher Constanten sind. Und zwar 
miissen, wie man aus den zu Anfang dieser Abhandlung aufgestellten 
Integrabilitiitsbedingungen unmittelbar entnimmt, a, wnd a, ein Liésungs- 
system des folgenden simultanen Systems zweier partieller Differential- 
gleichungen erster Ordnung sein: 


O91 day 4 Om da, __ 0% ct + O%e da, 


da, dy da, dy Oa da, da’ 





Oo, da + Pr Ady ate Og, day 4 eps da 
da, dy Oa, dy Oa, ax da, da’ 

P , d d : 
wo die Operationen >, = folgende Bedeutung besitzen: 


d é 
da Ga + 1 op + Gq" 


Ni _o oO we. 
Re howd wikis wed 





Budapest, November 1883. 
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Ueber Differentialinvarianten. 
Von 
Sopnus Liz in Christiania. 


In der nachstehenden kurzgefassten Abhandlung beschiiftige ich 
mich tiberhaupt mit continwirlichen Transformationsgruppen, die unend- 
lich viele Parameter enthalten, und skizzire eine allgemeine Invarian- 
tentheorie derselben, deren Hauptsatz ich der Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Christiania im Jahre 1883 mitgetheilt habe. 

Gleichzeitig erlaube ich mir einerseits einige iiltere Untersuchungen 
tiber continuirliche Gruppen mit einer begrenzten Anzahl von Para- 
metern zu resumiren, andererseits einige theilweise allgemeine, theil- 
weise persdnliche Bemerkungen iiber die Beziehungen meiner viel- 
jabrigen Arbeiten iiber Differentialgleichungen zu den Untersuchungen 
anderer Forscher hinzuzufiigen. Sind meine Citate unvollstindig, was 
wohl zu befiirchten ist, so werde ich jede etwaige Berichtigung in 
spiteren Publicationen verwerthen. 

Obwohl ich im Folgenden sehr hiiufig meine eigenen alteren Arbeiten 
citire, bemerke ich doch ausdriicklich, dass der Leser, ausser der all- 
gemeinen Theorie der (linearen) partiellen Differentialgleichungen 1. O. 
und dem Begriffe Beriihrungstransformation nur noch die Elemente 
meiner Theorie der Transformationsgruppen (Math. Ann. Bd. XVI) zu 
kennen braucht, um die nachstehende Arbeit verstehen zu kénnen. 


Einleitende Bemerkungen. 


1. Schon bei meinen ersten Untersuchungen iiber Differential- 
gleichungen, welche bis in die Jahre 1869—72 zuriickgehen, war eine 
consequente Anwendung aller Punkttransformationen resp. aller Be- 
riihrungstransformationen das zu Grunde liegende Princip. 

Ich versuchte eine allgemeine Transformationstheorie zu entwickeln 
und fiir die Theorie der Differentialgleichungen zu verwerthen. Ich 
fragte einerseits nach den Criterien, vermége deren sich entscheiden 
lisst, ob gewisse vorgelegte Differentialgleichungen oder andere ana- 
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lytische Ausdriicke sich durch zweckmiissige Transformationen aut 
gegebene Formen bringen lassen, und versuchte andererseits, wenn die 
gestellte Aufgabe moéglich war, alle Beriihrungs- oder Punkttrans- 
formationen zu finden, die eine solche Umformung leisten. In sehr 
vielen von meinen analytischen Arbeiten beschiiftigte ich mich mit der- 
artigen Problemen. 

Mein erster Schritt auf diesem Wege war die rationelle Begriindung 
des Begriffs Beriihrungstransformation und der zweite war die prin- 
cipielle Einfiihrung des Begriffs infinitesimale Transformation. Ich 
beabsichtigte zuniichst die Begriindung einer Invariantentheorie der 
Berithrungstransformationen, a. h. die Entwickelung des Studiums solcher 
Eigenschaften der Differentialgleichungen , welche bei allen Beriihrungs- 
transformationen (oder Punkttransformationen) ungeiindert bleiben. 
In diesem Sinne gab ich insbesondere eine rationelle Begriindung 
der allgemeinen Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung.*) 

Ein weiterer Schritt zur Durchfiihrung meines allgemeinen Pro- 
gramms war die Begriindung ciner allgemeinen Theorie der continuir- 
lichen Transformationsgruppen mit einer begrenzten Anzahl von Para- 
metern und die allgemeine Verwerthung dieses Begriffs fiir die Theorie 
der Differentialgleichungen. 

Meine Untersuchungen iiber derartige Gruppen, die endliche con- 
tinuirliche Gruppen heissen mégen, habe ich in grosser Ausdehnung, 
wenn auch lange noch nicht vollstindig in norwegischen Zeitschriften 
veroffentlicht (theilweise auch in den Gdétt. Nachr., Decbr. 1874, in 
den Math, Ann. Bd. XI, p. 487 und Bd. XVI) und ich hoffe sie bald 
in ausfiihrlicher Darstellung einem grésseren Publikum vorlegen zu 
kénnen. 

Endlici. entwickelte ich neuerdings**) die ersten Principien einer 
allgemeinen Theorie der continuirlichen Gruppen mit unendlich vielen 
Parametern. Es zeigt sich, dass es méglich ist, alle derartigen Gruppen, 
die wnendliche continuirliche Gruppen heissen mégen, durch zweckmissige 
analytische Umformungen auf gewisse einfache canonische Formen zu 
bringen. Bei dem allgemeinen Studium der Differentialgleichungen 
werden auch die unendlichen continuirlichen Gruppen eine fundamentale 
Rolle spielen. 

2. Sind die Grossen a, ...%, 2,...%, mit den neuen Variabeln 
&,...%, &, ... 2, durch gewisse Transformationsgleichungen, die 


*) Man sehe die Abhandlungen der Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Christiania 1871, 1872, 1873, 1874 und 1875, wie auch Math. Ann. Bd. VIII (Be- 
griindung einer Invariantentheorie der Beriihrungstransformationen 1874), Bd, IX 
und Bd, XI; Géttinger Nachrichten von 1872. 

**) Gesell. d. W. zu Christiania 1883, Nr. 12. 
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eine Gruppe bilden, verkniipft, und fasst man dabei z, ... 2 als 
Functionen von «, ...- %, und dementsprechend 2,’ ... 2, als Fune- 
tionen von w,...2, auf, so sind die Differentialquotienten der 2; nach 
den 2, gewisse Functionen von 2, 2; und den Differentialquotienten 
der Gréssen 2; nach den 2}. 
Unter diesen Voraussetzungen nenne ich eine Function 
Q 4 x 2 , 0 % oe a > 
by eee Un Byes . Bq Ox, Oa, 02, 
eine Differentialinvariante der betreffenden Gruppe, wenn sie bei Ein- 
fiihrung der accentuirten Buchstaben ihre Form behilt, wenn also die 
Gleichung: 
" , 
Oa; 


4 ae a2 
02, ’ 1 0% 8; 
ba oe « Bann 8 8 eae sooo ee = Q ne ee er eee 
Q(x, 1 0a OX, O% ) ( ’ 1 Ox, Ou, OX), 


statttindet. . 

In der vorliegenden Note begriinde ich ein allgemeines fundamen- 
tales Theorem, das fiir specielle Fille schon friiher aufgestellt worden 
ist. Dasselbe kann folgendermassen formulirt werden: 

Jede unendliche (wie endliche) continuirliche Gruppe bestimmt eine 
unendliche Reihe von Differentialinvarianten, die sich als Lésungen voll- 
stiindiger Systeme definiren lassen. 

Dieser Satz ist fiir Gruppen mit einer begrenzten Anzahl von 
Parametern sozusagen unmittelbar evident. Ich habe ihn auch fiir 
diesen speciellen Fall lingst gekannt und schon 1872*) und 1874 sowie 
bei spateren Gelegenheiten, wenn auch nur andeutungsweise, beriihrt. 
In priciserer Form theilte ich denselben der Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Christiania im Juli 1882 mit. 

Fiir Gruppen mit unendlich vielen Parametern liegt der betreffende 
Satz, der als specieller Fall die von Gauss und seinen Nachfolgern**) 
gegebene Deformationstheorie der Flichen etc. umfasst, etwas tiefer. Fiir 
einen speciellen Fall, der sich auf die Gruppe aller Beriihrungstranstorma- 
tionen oder Punkttransformationen bezog, deutete ich ihn allerdings schon 
im Jahre 1872 (Gott. Nachr. Nr. 25, p. 478—479) an. Dass derselbe sich 
auf alle unendlichen continuirlichen Gruppen ausdehnt, theilte ich der 
Gesellsch. der Wissensch. zu Christiania im Noy. 1883 ausdriicklich mit. 


*) Gesellschaft d. W. zu Christiania 1872: Zur Theorie der Differential- 
probleme; Gétt. Nachr., Dec. 1874. 

**) Ich denke hier an die bekannten Untersuchungen, die von Minding, 
Beltrami, Christoffel, Lipschitz und Weingarten herriihren. Meine 
Theorien stehen im Uebrigen selbstverstindlicherweise in genauester Beziehung 
zu der von Cayley, Sylvester, Aronhold, Clebsch, Gordan u, s. w. be- 
griindeten allgemeinen Invariantentheorie der linearen Transformationen, 
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Sornus Lie. 


§ 1. 
Functionen und Gleichungen, die eine continuirliche endliche Gruppe 
gestatten. 


In diesem ersten Paragraphen resumire ich einige iltere Unter- 
suchungen iiber Functionen von 2, ...2,, die eine endliche continuir- 
liche Gruppe gestatten. Gleichzeitig erlaube ich mir ausfihrlich auf 
die Beziehungen zwischen Klein’s und meinen alten Untersuchungen 
auf diesem Gebiete einzugehen. 

5. In den Jahren 1869—70 nahm ich bei liniengeometrischen 
Untersuchungen iiber denjenigen Liniencomplex, dessen Gerade ein 
Tetraeder nach constantem Doppelverhiltnisse schneiden, meinen Aus- 
gangspunkt in der Bemerkung, dass dieses Geradensystem dreifach 
unendlich viele vertauschbare lineare Transformationen gestattet. Ich 
betrachtete die von Complexgeraden -umhiillten Curven und studirte 
eine umfassende Categorie von Beriihrungstransformationen, welche alle 
solehe Curven in gleichartige iiberfiihrten. 

Hiermit verband sich die Untersuchung einer merkwiirdigen par- 
tiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung. Die Integralflichen 
derselben sind dadurch charakterisirt, dass in jedem ihrer Punkte die 
Haupttangenten zu den beiden unserem Complexe angehérigen Tan- 
genten harmonisch liegen. Diese partielle Differentialgleichung gestattet 
eine sehr interessante unendliche Gruppe von Beriihrungstransformationen, 
mit deren Eigenschaften ich mich eingehend beschiftigte. Ich integrirte 
nicht allein die besprochene Gleichung zweiter Ordnung, sondern ins- 
besondere auch diejenige partielle Differentialgleichung erster Ordnung, 
welche ein singulires erstes Integral jener Gleichung darstellt. Die hierbei 
benutzte bemerkenswerthe neue Methode zeigte sich einer grossen Ver- 
allgemeinerung fihig. 

Alle diese Untersuchungen *), die nur fiusserst unvollstiindig publicirt 
worden sind, setzte ich successiv meinem damaligen Studiengenossen, 
meinem Freund Felix Klein auseinander, der schon zu dieser Zeit 
Pliicker’s Nachlass herausgegeben und dabei u. a. auf interessante 
Untersuchungen tiber gewisse discontinuirliche projectivische Gruppen, 
die in der Liniengeometrie eine wichtige Rollen spielen, gefiihrt 
worden war. 

Klein interessirte sich lebhaft fiir meine gruppentheoretischen 





*) Ein Résumé von einigen meiner Resultate gab ich im Wintersemester 
1869—70 in einem Seminarvortrage bei Prof. Kummer; andererseits auch in 
den Géttinger Nachr. (Januar 1870). — Man sehe auch Gesellschaft d. W. zu 
Christiania 1872 (kurzes Résumé ...) und Archiv for Math, og Naturv. Christiania 
1877. Bd. 2 (Synthetisch-analytische Untersuchungen iiber Minimalfliichen § 1). 
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Studien, die von seinen eigenen insofern principiell verschieden waren, 
als ich continuirliche, er dagegen discontinuirliche Gruppen betrachtete. 
Er munterte mich energisch in meinen Untersuchungen auf und nahm 
auch thatigen Antheil an denselben. Wir publicirten einige gemein- 
same Noten iiber diejenigen Curven in der Ebene und im Raume, 
welche unendlich viele lineare Transformationen gestatten, und zugleich 
iiber diejenigen Fliichen, welche zweifach unendlich viele vertauschbare 
lineare Transformationen zulassen*). Es war unsere Absicht, diese 
wichtigen, wenn auch speciellen Untersuchungen weiter zu verfolgen. 
Vorliufig wurden jedoch unsere Interessen in andere Richtungen gezogen. 

Ich entdeckte eine merkwiirdige Beriihrungstransformation, die 
gerade Linien in Kugeln umwandelte, und transformirte hierdurch mit 
einem Schlage die Pliicker’sche Liniengeometrie in eime neue Kugel- 
geometrie. Hierbei ergab sich u, A., dass die Gruppe aller projecti- 
vischen Transformationen des Raumes sich in die Gruppe aller der- 
jenigen Beriihrungstransformationen, die Kugeln in Kugeln iiberfiihren, 
umwandeln lisst.**) 

Klein andererseits entwickelte umfassende geometrische und meta- 
physische Ideen, besonders in seiner 1872 erschienenen, tiefgehenden 
Programmschrift: Vergleichende Betrachtungen tiber neuere geometrische 
Forschungen (Erlangen, Deichert), deren fundamentale Bedeutung mit 
jedem Jahre in immer weiteren Kreisen erkannt wird. 

Bei gegenwiirtiger Gelegenheit beschriinke ich mich darauf, eine 
Stelle (p. 40) aus dieser Abhandlung zu citiren, in welcher ein von 
uns beiden gestelltes allgemeines Problem mit folgenden Worten be- 
sprochen wird: 


*) Sur une certaine famille de courbes et de surfaces par F. Klein et 
8. Lie, Comptes Rendus 1870; Ueber diejenigen ebenen Curven etc. Math. Aun. 
Bd, IV (1871). 

**) Die im Texte besprochene Gruppe erhielt neuerdings durch Stephanos 
schéne Entdeckungen auf dem Gebiete des Quaternionencalculs ein neues und 
erhdhtes Interesse (Math, Ann. Bd. XXII, p. 589). Bei dieser Gelegenheit er- 
laube ich mir an zwei alte von mir herriihrende Bemerkungen zu erinnern. Die 
im Texte besprochene Gruppe von Kugeltransformationen lisst sich auffassen als 
die Gruppe aller conformen Punkttransformationen eines vierfach ausgedehnten 
Raumes (Math. Ann. Bd. V, p. 186, Gdtt. Nachr. 1871, p. 207—208, 200—203). 
Die Gruppe aller projectivischen Transformationen des Ranmes, die eine gewisse 
Gerade invariant lassen, lasst sich umwandeln in die Gruppe aller Beriihrungs- 
transformationen, welche Kugeln in Kugeln, parallele Ebenen in parallele Ebenen 
iiberfiihren (Math, Ann, Bd. V, p. 186; Géttinger Nachr. 1871, p. 200). Diese 
letzte Gruppe, auf die ich speciell die Aufmerksamkeit gelenkt hatte, ist neuer- 
dings von Laguerre und Stephanos andererseits auch von Darboux studirt 
worden. Ich hatte ausdriicklich bemerkt, dass alle Flichen mit gemeinsamem 
sphiirischen Bilde in ebensolche Fliichen iibergingen, wie auch, dass das neue 
sphirische Bild durch eine conforme Transformation der Bildkugel hérvorging. 
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»Bei der Behandlung einer Mannigfaltigkeit unter Zu- 
grundelegung einer Gruppe, fragen wir (d. h. Klein und 
Lie) ... zunichst... nach den Gebilden, die durch alle 
Transformationen der Gruppe ungedindert bleiben. Aber 
es giebt Gebilde, welche nicht alle, aber einige Transforma- 
tionen der Gruppe zulassen . . ..“ 

4. Die allgemeine analytische Erledigung dieser Frage, die ins- 
besondere fiir eine synthetische Auffassung gar keine principielle 
Schwierigkeit bietet, liegt in einigen von mir 1874 entwickelten 
Theorien*), die hier kurz reproducirt werden sollen. 

Eine infinitesimale Transformation zwischen x, 7,...2%,, welche 
diesen Gréssen die Incremente 


Oz, = &. (2, 2... %,) ¢™) 
ertheilt, bezeichne ich mit dem Symbol: 


Bf=b jets the: 


C6 





Dieselbe giebt der Function Q(x, ... x%,) das Increment BQ - dt. 

Daher gestattet Q die infinitesimale Transformation Bf, wenn BQ 
identisch verschwindet. (Gesell. d. W. zu Christiania, Nov. 1874: Zur 
Theorie des Integrabilititsfactors p. 4; Verallgemeinerung und neue 
Verwerthung der Jacobi’schen Multiplicatortheorie p. 16; Math. Ann. 
Bd. XI, p. 535). Eine Gleichung © = 0 lisst die infinitesimale Trans- 
formation Bf zu, wenn die Gleichung Bd = 0 eine blosse Folge von 
® = 0 ist. [Dementsprechend gestattet ein Gleichungssystem 

,=0, o,—0,...,0, = 0 


die infinitesimale Transformation Bf, wenn die Ausdriicke B®, simmt- 
lich vermége der Relationen ©; = 0 verschwinden. ] 

Fiir diese Auffassung, die meinen Arbeiten iiber die allgemeine 
Transformationstheorie zu Grunde liegt, deckt sich die Aufsuchung der 
gemeinsamen Lésungen f; von gegebenen linearen partiellen Differen- 
tialgleichungen : 

Bf =0, B,f=0, ee -, Bf =0 


mit der Bestimmung aller Functionen, welche die infinitesimalen 
Transformationen B, f gestatten. Die allgemeine Erledigung dieses letzten 


*) Man sehe auch Abhandlungen der Ges, d, W. zu Christiania 1872: Zur 
Theorie der Differentialprobleme. p. 132. 
**) Es wird im Folgenden vorausgesetzt, dass die £, gewdhnliche Potenzreihen 


der x, sind. Ich sehe also von solechen Werthsystemen , ab, fiir welche diese 
Forderung nicht erfiillt ist. 
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Problems liegt daher nach mir geradezu in der Jacobi-Clebsch’ schen 
Theorie der volistindigen Systeme. 

Bilden also B,f =0,..., B,f =O ein vollstiindiges System und 

sind f;, f.,.-., fag ein System von Liésungen derselben, so ist 
Qf fe + « « fa) 

die allgemeine Form einer Function, welche die infinitesimalen Trans- 
formationen B,f gestattet. Wenn eine Gleichung @ =O die Glei- 
chungen B,® =O unseres vollstindigen Systems erfiillt, so hat sie 
im Allgemeinen die Form: 

(Ff; ho as fn—q) =. 
Ist diess nicht der Fall, so muss ® bekanntlich eine solche Form be- 
sitzen, dass die Unabhangigkeit der Gleichungen B,f—0 durch 0 =0 
aufgehoben wird. Man findet daher alle derartigen Gleichungen ®=0 
durch Determinantenbildung, wobei jedoch zu bemerken ist, dass man 
im Allgemeinen nachtriiglich verificiren muss, ob die in dieser Weise 
gefundenen Gleichungen wirklich die Relationen B,f = 0 befriedigen. 
[In aihnlicher Weise findet man ebenfalls das allgemeinste Gleichungs- 
system ©, = 0, welches die Gleichungen B;®, = 0 erfiillt}. 

Kine continuirliche Gruppe von Transformationen zwischen 2, ...%n 
mit 7 Parametern enthilt oo’—! infinitesimale Transformationen. Unter 
denselben lassen sich immer 7, etwa B,f B,f...B,f wihlen, aus 
denen sich die tibrigen linear zusammensetzen, so dass also ihr all- 
gemeines Symbol das folgende wird: 


¢,Byf+c,B,f+--+¢B,f. (c, == Const.) 


Dabei bestehen die charakteristischen Relationen*) 


(A) B,(Bx(f)) — Bi(Bi (f)) = >) cies Bf. 


Jede endliche Transformation der Gruppe wird erzeugt durch unend- 
lich-malige Wiederholung einer gewissen infinitesimalen Transformation 


>a. Bif der Gruppe. Daher sind diejenigen Functionen Q oder 


diejenigen Gleichungen ®—(), welche unsere Gruppe _ gestatten, 
wiederum definirt durch die Gleichungen: 


Bf =—0, Bf=0,..., Bf =, 
die immer ein vollstiindiges System 


” Bf=0...Bf=—0, gsr 

*) Im Archiv for Math. og Naturv. Bd. 1, p. 178—181, 1876 zeigte ich, 
dass die Auffindung aller Untergruppen einer vorgelegten Gruppe sich durch 
algebraische Operationen erledigen lisst, und sich tiberdies auf die Discussion 
einer linearen Gruppe reducirt. — Ein Beweis meiner alten Formel (A), die auch 
in dieser Arbeit eine fundamentale Rolle spielt, folgt spiiter, niimlich in § 3. 
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bestimmen. [Man sehe Gott. Nachr. Dec. 1874; Math. Ann. Bd. XVI, 
p. 462; Archiv for Math. og Natur. Bd. I, p. 163—165, 1876; Bd. 
III, p. 118 im Anfange des Jahres 1878]. 

In der zuletzt citirten Arbeit betrachtete ich eine ganz beliebige 
Gruppe B, ff... B,f...B,f und benutzte die zugehérigen Invarianten, 
also die Lésungen f/f, .. . f,—, des vollstiindigen Systems B,f = 0, 
B,f =0,..., B,f = 0 bei der Behandlung eines schwierigen Problems, 
das ich in der nachstehenden Arbeit wieder aufnehmen werde.*) (Man 
sehe auch meine vierte Abhandlung iiber Transformationsgruppen in 
meinem Archiv Bd. 3, p. 379, 1878). 

Jede endliche Transformation der Gruppe B,/ ... B,f wird erhalten 
durch unendlichmalige Wiederholung einer infinitesimalen Transforma- 
tion c,B,f + ---c¢,B,f, das heisst durch Integration der linearen par- 
tiellen Ditferentialgleichung: 


oBf+---+¢Bf+ =0 


mit den arbitriiren Constanten c,¢c,...c, (man sehe z. B. Math. Ann. 
Bd. XVI, p. 464). Kennt man daher die endlichen Transformationen 
einer vorgelegten Gruppe Bf, so verlangt die Auffindwng der friiher be- 
sprochenen Grissen f, fy .-+ fa—-¢ nur sogenannte ausfiihrbare Opera- 
tionen**), deren Durchfiihrung jedoch unter Umstiinden Schwierigkeiten 
darbieten kann. 

5. Klein und ich hatten, wie schon gesagt, 1870 alle Flichen 
mit oo? vertauschbaren linearen Transformationen in sich bestimmt. 
Im Jahre 1882 beschiftigte sich Poincaré (Journal de l’école poly- 


*) Ich werde annehmen, dass die Gleichungen Bjf=0...B,f=0, die 
sich im Allgemeinen auf q<r Gleichungen reduciren, fiir diejenigen speciellen 
Werthsysteme, fiir welche gewisse bekannte Determinanten %,, %,, ..., ®, 
verschwinden, sich auf g — m Gleichungen B,f=0 reduciren, Dann tst es jeden- 
falls sicher, dass unsere Gruppe das Gleichwngssystem ,—=0 invariant lisst 
(Math. Aun. Bd. XVI, p. 474—478; Archiv for Math. og Nat., 1883, p. 195]. Giebt 
es unter den Relationen ®,= 0 weniger als n — q+ m unabhingige, so giebt 
es offenbar invariante Gleichungssysteme, die ausser den Relationen ®, = 0 noch 
gewisse hinzutretende Gleichungen enthalten. 

Wenn daher ein Gleichungssystem unsere Gruppe gestattet, so lisst es sich 
im Allgemeinen ausdriicken durch gewisse endliche Relationen zwischen den 
Invarianten f, des Textes. Ist diess nicht méglich, so umfasst es jedenfalls ein 
Gleichungssystem ©,—0 von der friiher betrachteten Art, wozu unter den an- 
gegebenen Bedingungen noch weitere, leicht definirbare Relationen hinzutreten 
kénnen. 

**) Der Schluss im ‘l'exte beruht darauf, dass die Integration des vollstiin- 
digen Systems B,f=0... B,f= 0 immer geleistet werden kann, sobald jede der 
q Gleichungen B;f = 0 integrirt ist. 
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technique t. 31), dessen Arbeiten iiber discontinuirliche Gruppen von 
so glinzendem Erfolge gekréut worden sind, beiliufig mit der Frage 
nach allen Flichen, die mehrere infinitesimale lineare Transformationen 
gestatten, und erledigte dieses Problem unter gewissen beschriinken- 
den Voraussetzungen. 

Kinige Monate spiiter gab ich*) eine, wenn ich nicht irre, erschépfende 
Bestimmung aller nicht geradlinigen Fliichen, die eine lineare Gruppe 
gestatten. Dabei war fiir mich die Hauptsache die von Poincaré 
nicht beriihrte Frage nach allen linearen Gruppen, deren Transforma- 
tionen dadurch definirt sind, dass sie eine Fliiche (oder Curve) invariant 
lassen.**) In einer spiteren Arbeit (Comptes rendus 1883) hat sich 
wiederum Poincaré mit ahnlichen Untersuchungen in einem n-fach 
ausgedehnten Raume beschiiftigt. 

An dieser Stelle gedenke ich noch einiger von Picard skizzirten, 
sehr bemerkenswerthen Untersuchungen itiber gewodhnliche lineare Dif- 
ferentialgleichungen, die sich auf eine Discussion der Untergruppen in 
der allgemeinen projectivischen Gruppe einer n-fach ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit beziehen. (Comptes rendus 1883), 

6. Zur Illustration der vorangehenden allgemeinen Betrachtungen 
werde ich kurz andeuten, in welchem Verhiiltniss sie zu der alten, 
von Cayley, Sylvester und ihren Nachfolgern begriindeten In- 
variantentheorie stehen. 

In die biniire Form: 


On 2” ae Ay —1 2" ly 4- et +- a, vy” ~1 -f- ay” =f 


fiihre ich neue Variabeln x, y, ein durch die lineare Substitution: 


(A) a=le,+ my, y= nx, + py. 


*) Archiv for Math. og Naturv. 1882, p. 179—193. In einer Schlussnote 
fiigte ich einige allgemeine Bemerkungen itiber beliebige Gruppen und ihre Dif- 
ferentialinvarianten hinzu. Dieselben priicisiren einen im niichsten Paragraphen 
citirten Passus aus meiner 1872 publicirten Note: Zur Theorie der Differential- 
probleme. Ges. d. W. zu Christiania 1872, p. 132. 

Hier mége die Bemerkung hinzugefiigt werden, dass die Cayley’ sche Linien- 
fléche 3, O. neben den Fliaichen zweiten Grades die einzige nicht developpable 
Regelfliiche darstellt, die mehr als zwei infinitesimale lineare Transformationen 
muliisst. Die Cayley’sche Regelfliche gestattet ausser den beiden von Klein 
und mir entdeckten permutablen infinitesimalen Transformationen noch eine dritte 
derartige Transformation. Die Fliche zweiten Grades lisst bekanntlich -sechs 
solche T'ransformationen zu. 

**) Bei derselben Gelegenheit machte ich die fiir Linien- und Kugelgeometrie 
interessante Bemerkung, dass die gerade Linie und die Kugel die einzigen Figuren 
im Raume sind, welche durch Ausfiihrung aller Bewegungen und Aehnlichkeits- 
transformationen o' und nur o! verschiedene Lagen annehmen. Hierin liegt, 
dass die Pliicker’ sche Liniengeometrie und meine Kugelgeometrie nach der Natur 
der Sache eine ausgezeichnete Stellung einnehmen. 


Mathematische Annalen. XXIV. 
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Dann erhilt F' die analoge Form: c 

PF = bya," + On-1 0," *y + +> + dey" + dy", 
und dabei sind die neuen Coefficienten b, gewisse Functionen von 
l, m, nm, p und den a;: 


(B) bh. = Th (a a, ...anlmnp). 


Die Gleichungen (B) bestimmen eine Gruppe und wenn eine Function 
der a, diese Gruppe gestattet, so ist sie eine absolute Invariante von 
F gegeniiber der linearen Gruppe (A). 

Um diese Invarianten zu berechnen, bilde ich also die infinitesi- 
malen Transformationen der Gruppe b, = Tk, was keine Schwierigkeit 
bietet und erhalte hierdurch ein zuerst von Cayley aufgestelltes voll- 
stiindiges System, dessen Lésungen die gesuchten Invarianten sind. 

Bemerkt man, dass die vereinigten Gleichungen (A) und (B) 
wiederum eine Gruppe bilden, und sucht man die bei dieser Gruppe 
invarianten Functionen von xy und den a, so erhailt man die Co- 
varianten der Form fF’. 

Fiir diesen speciellen Fall deckt sich also meine Theorie mit der 
Grundlage der alten Invariantentheorie (insbesondere der biniiren Formen). 


§ 2. 
Differentialinvarianten der continuirlichen, endlichen Gruppen. 


Die allgemeine Betrachtung von Differentialgleichungen, die eine 
continuirliche Gruppe gestatten, gehért, soviel ich weiss, mir. 

7. In fast allen meinen Arbeiten aus den Jahren 1871 und 1872 
gab ich Andeutungen iiber die Verwerthung von bekannten infinitesi- 
malen Transformationen, welche gegebene Differentialgleichungen in 
sich tiberfiihren. Ich setzte voraus, dass die bekannten Transforma- 
tionen eine Gruppe bestimmten; und zwar gingen meine ersten Be- 
strebungen darauf hinaus, fiir den Fall, dass nicht allein die infini- 
tesimalen sondern zugleich die endlichen Transformationen der Gruppe 
bekannt waren*), durch Einfiihrung zweckmiissiger Coordinaten eine 
Reduction des Problems zu erreichen. Da ich indess bald bemerkte, 
dass schon die blosse Beriicksichtigung der infinitesimalen Transforma- 
tionen eine so grosse Erniedrigung in der Ordnung der betreffenden 
Integrationen herbeifiihrte, als mir tiberhaupt zu erreichen médglich 
war, so beschrénkte ich mich in meinen fortgesetaten eingehenden Arbeiten 


*) Die Voraussetzung, dass nicht allein gewisse infinitesimale sondern zu- 
gleich die entsprechenden endlichen Transformationen bekannt sind, deckt sich 
mit der Annahme, dass die von den infinitesimalen Transformationen beschriebenen 
Bahncurven bekannt sind. 
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auf den Fall, dass nur die infinitesimalen und nicht zugleich die end- 
lichen Transformationen der Gruppe bekannt waren. Hs entging aber 
keineswegs meiner Aufmerksamkeit, dass man, wenn auch die end- 
lichen Transformationen gegeben waren, durch passende Wahl der 
Variabeln eine gewisse formelle Vereinfachung erreichen konnte. LErst 
1882 nahm ich die Voraussetzung, dass auch die endlichen Transfor- 
mationen der betreffenden Gruppe gegeben waren, wieder auf und 
zeigte jetzt eingehend, welcher Vortheil sich hieraus gewinnen liess. 

Kin kurzgefasstes Programm fiir meine gesammten spiiteren Arbeiten 
auf diesem Gebiete gab ich in der Note: Zur Theorie der Differential- 
probleme (Ges. d. W. zu Christiania 1872) in den folgenden Worten: 

» Hs ist mir gelungen meine Arbeiten iiber partielle 
Gleichungen mit infinitesimalen Transformationen nach ver- 
schiedenen Seiten hin zu erweitern, insbesondere auch auf 
das Pfaff’sche Problem und simultane Systeme gewohunlicher 
Gleichungen auszudehnen. Ich betrachte sowohl permutable 
Transformationen als auch solche, die eine Gruppe bilden. 
Ks gelingt entweder eine Zahl Integrale sogleich aufzustellen, 
oder auch das Problem in einfachere zu zerlegen. Verein- 
fachungen anderer Art treten ein, wenn gewisse Differen- 
tialgleichungen sich integriren lassen, welche in gewissem 
Sinne den betreffenden Transformationen zugeordnet sind.*) 
Unter diese Betrachtungen subsumiren sich viele alte wie 
neue Theorien.“ 

Im December 1874 gab ich in den Goéttinger Nachrichten eine 
merkwiirdige und fundamentale Reduction aller endlichen continuir- 
lichen Gruppen von Beriihrungstransformationen einer Ebene auf ge- 
wisse canonische Formen. Ich beschiiftigte mich gleichzeitig eingehend 
mit den zu einer jeden Gruppe gehérigen invarianten Differential- 
gleichungen erster, zweiter und dritter Ordnung. Meine Classification 
aller dieser Gruppen war auf die Betrachtung der invarianten Differen- 
tialgleichungen von der niedrigsten Ordnung begriindet. Die Bedeutung 
dieser Untersuchungen fiir die allgemeine Theorie der Differentialglei- 
chungen kiindigte ich am Schlusse der citirten Note mit den folgen- 
den Worten an: 

»Aber besonders méchte ich die Beziehungen hervor- 
heben, in der diese Betrachtungen zur Lehre von den 


*) In meiner spiiter eingefiihrten Terminologie liesse sich der Text priiciser 
folgendermassen redigiren: ,,Vereinfachungen anderer Art treten ein, wenn die 
den bekannten infinitesimalen Transformationen B, f entsprechenden Gleichungen 


B,f = 0 sich integriren lassen, anders ausgesprochen, wenn die endlichen Glei- 


chungen der Gruppe bekannt sind, Dann ist es niimlich méglich, zweckmiissige 
neue Variabeln einzufiihren.“ 
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Differentialgleichungen stehen. Hat man eine Differential- 
gleichung beliebiger Ordnung zwischen zwei Variabeln, so 

kann dieselbe Beriihrungstransformationen in sich selbst 

zulassen, die dann nothwendig eine der aufgezaihlten Gruppen 

bilden. Es kann darauf eine Classification dieser Glei- 

chungen gegriindet werden und bei denjenigen Gleichungen, 

die tiberhaupt Transformationen in sich zulassen, ergiebt 

sich daraus eine rationelle Theorie ihrer Integration. Eine 

soleche besondere Classe bilden z. B. die linearen Gleichungen 

zusammen mit allen denjenigen, die-durch Beriihrungstrans- 

formation auf sie zuriickgefiihrt werden kénnen.... Fiir 

partielle Differentialgleichungen beliebiger Ordnung zwischen 

beliebig vielen Variabeln gelten ihnliche Betrachtungen, und 

es ist hiermit eine fruchtbare Untersuchungsrichtung ange- 

deutet. Die Bestimmung der Beriihrungstransformationen, 

welche eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung 

in sich tiberfiihren, deckt sich geradezu mit deren Integration.“ 

Auch bei vielen anderen Gelegenheiten habe ich stark hervor- 
gehoben, dass meine Theorie der ‘l'ransformationsgruppen wichtige 
neue Gesichtspunkte fiir die allgemeine Theorie der Differentialglei- 
chungen liefert. Man sehe z. B. Archiv for Math. og Naturv. Bd. I, 
p. 153, wo ich mich folgendermassen ausdriickte: ,,Weitere Abhand- 


lungen werden... im Anschlusse an die dargestellten Theorien neue 
Gesichtspunkte fiir die allgemeine Theorie der Differentialgleichungen 


entwickeln“‘ (1876). Siehe ebenfalls p. 19 desselben Bandes; wie auch 
Math. Ann. Bd. XVI, p. 441 und p. 525—528 u. s. w. 

In den Abhandlungen der Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Christiania fiir den Nov. 1874 (vergl. auch Math. Ann. Bd. XI, 
p. 487 u. s. f.) entwickelte ich eingehend die Grundziige einer allge- 
meinen Integrationstheorie eines vollstiindigen Systems: 


A,f =0...Agf=0, (%,..-2n), 


das eine Anzahl bekannter infinitesimaler Transformationen gestattet. 
Ich erlaube mir folgendes aus dem Anfange und dem Schlusse dieser 
Arbeit zu citiren: 

4s gelingt mir eine rationelle Theorie zu entwickeln, 
die aller Wahrscheinlichkeit nach das Grésstmogliche leistet. 
Bei einer spiiteren Gelegenheit werde ich die Frage, ob es 
moglich ist einen noch grésseren Vortheil aus den bekann- 
ten Transformationen zu ziehen, niiher pricisiren und wenn 
nicht erledigen, jedenfalls ihrer Lésung niiher bringen.... 
Kigentlich spielt auch diejenige Theorie der Transforma- 
tionsgruppen, die ich in neuester Zeit andeutungsweise ent- 
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wickelt habe, eine fundamentale Rolle; freilich tritt das in 
dieser vorliufigen Arbeit nicht klar hervor.. . . . 


Fiir den Augenblick muss ich mich damit begniigen, 
die Grundprincipien darzulegen und einige Fille durchzu- 
fiihren.... Ein besonderes Interesse bietet die Anwendung 
dieser Theorien auf Differentialgleichungen beliebiger Ord- 
nung zwischen zwei Variabeln, welche gewisse infinitesimale 
Beriihrungstransformationen gestatten.“ 

8. Die von mir in der erstgenannten Arbeit zwar angekiindigte, 
nicht aber durchgefiihrte Classification beruhte nun eben auf dem Satze, 
dass jede endliche continuirliche Gruppe unendlich viele Differential- 
invarianten bestimmt, die sich als Lésungen von vollstaindigen Systemen 
definiren lassen, zusammen mit der Bemerkung, dass diese Invarianten 
berechnet werden kénnen, wenn die endlichen Gleichungen der Gruppe 
bekannt sind. 1874 hatte ich indess keineswegs die zur vollstindigen 
Durchfiihrung dieser Classification im Einzelnen erforderlichen Rech- 
nungen durchgefiihrt und noch weniger publicirt*). 

Inzwischen trat Halphen mit einigen schénen, wenn auch auf 
den ersten Anblick speciellen Arbeiten**) hervor, die zu meinen all- 
gemeinen Untersuchungen in genauer Beziehung standen, Er unter- 
nahm nimlich das Studium der Differentialinvarianten der projectivischen 
Gruppe der Ebene (oder einer n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit) 
und beschiftigte sich gleichzeitig mit der Integrationstheorie gewéhn- 
licher Differentialgleichungen, die eine derartige Gruppe gestatten. 
Dabei machte er aufmerksam auf die Beziehungen seiner Untersuchungen 
zu Kleins und meinen alten Arbeiten iiber Curven, die unendlich viele 
lineare Transformationen gestatten. Dagegen scheint er meine anderen 
viel weiter reichenden Arbeiten auf diesem Gebiete nicht gekannt 
zu haben. 

Es fallt mir selbstverstiindlich nicht ein, das grosse Verdienst von 
Halphens ausgezeichneten Untersuchungen in dieser Richtung, oder 
gar das seiner neueren hierher gehérigen, tiefen Arbeiten auf dem 
Gebiete der linearen Differentialgleichungen zu liugnen. Im Gegen- 
theil, ich zolle ihm die grésste Anerkennung. Man gestatte mir aber 
auch, geltend zu machen, dass seine iilteren hier besprochenen Arbeiten 


- 
*) Siehe meine 1882 und 1883 publicirten Arbeiten iiber Gleichungen 


flayy'...y”") =0, 
die eine continuirliche Gruppe gestatten, (Archiv for Math. og Naturv. Bad. VIII, 
1882, 1883). 
**) Comptes rend. Bd. 81, p. 1053, 1875; Journal de mathématiques Novem- 
ber 1876; Thése, Paris 1878, Sur les invariants différentiels des courbes gauches; 
Journal de l’école polytechnique 1880. 
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in einem nicht unwesentlichen Maasse ihren Ursprung in allgemeinen 
Ideen nehmen, welche nach meiner Meinung von mir zuerst ent- 
wickelt worden sind. 
9. Ich betrachte eine ganz beliebige endliche continuirliche Gruppe 
in den Variabeln: 
ZLYS...UUW.., 
Enthalten die betreffenden Transformationsgleichungen: 


Zam Preys... uvw... 4, G,..- Gr); 
(1) 2°": Ere 


r wesentliche Parameter, so enthilt unsere Gruppe r unabhingige in- 
finitesimale Transformationen, die ich mit dem gemeinsamen Symbole: 
weak” y ae or , of > af 
Bf=X fly ys z + U y W vee 
formas tt gy FZ apt Tat Get Get 
bezeichne, Betrachte ich nun etwa wu, v, w,... als gegebene aber ganz 
beliebige Functionen von 2, y, z,..., 80 werden w,v, w’,... gewisse 
Funetionen von 2’, y,2,.... Setze ich daher tiberhaupt: 
gm tatet BH ' gu tnt p ew ul " 
= es Ps. +3 ; —= tr ee 


" "a6. 2 


ox” oy" dz?--- Ou “Oy “Oz 


so bestimmen die Transformationsgleichungen (1) nicht allein die Gréssen 
a,y,2,...u,v,w'..., sondern zugleich die Differentialquotienten 
erster, zweiter... N'* Ordnung: 


Um, n,p,...» Um, n, py... Wm, n, p, eee 
als Functionen von 


x, 4 ? a, 72 U, Vv; Ww, a2 Um,n, p,+..9 Um, n,p,...9 Wm,n,p,...9 

wobei die Summe m+ x-+ p... alle méglichen Werthe, die N nicht 
iibersteigen, anzunehmen hat. 

Dieses Abhiingigkeitsverhiltniss driickt sich aus durch gewisse 
Relationen : 
(2 | %up,... = O98... HUW... Mnas....---)> 
die nach der Natur der Sache mit (1) zusammen eine Gruppe mit den 
r Parametern a,...a, bilden. 

Die Ausdriicke fiir die infinitesimalen ‘lransformationen dieser 
Gruppe berechnet man folgendermassen. Bei der infinitesimalen 'Trans- 
formation Bf erhalten cyz...uwvw... die Incremente: 


x= Xdt, dby= Yot,...,d0=— Volt, w= Woe... 
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Setzen wir daher: 


Ou Cu Ou 
du =~ dx + — dy tee 
Cx Od “— oy y + oz dz + ? 
denken uns diese Gleichung variirt und die obenstehenden Werthe der 
Gréssen 07... 0w eingefiihrt, so kommt die Relation: 


odu 


ou Ou Ow oF 
rT =dU=7 dX+ 5 d¥ + “s dZ+:.- 


0 éUu : 3 Ou 8 du 
+95 G0 82 + oe ay 89 t Be ae ET 


die sich in die folgenden zerlegt: 


8 OU du ou ax cu adY Ou dZ 


ét da daw da daw ¢ y dx 02 da im 
é ou aU _ du dX _ du dY _ Ou dZ * 

Ot dy + dy ou dy oy dy oz dy ; 
6 0u dU _ Ou dX Of dV _ Ou dZ —- ; 
Ot Oz dz ox dz oy dz oz dz ? 


Bei der Benutzung dieser von Poisson herriihrenden Formeln, muss 
man sich erinnern, dass U, X, Y, Z,... von 2, Y, 2, ... U, ¥, Ww 
abhiingen, und dass w, v, w,... als Functionen von 2, y, z,... auf- 
zufassen sind. In entsprechender Weise berechnet man successiv die 
Incremente aller Gréssen 


Um, n,p,... ? Um, n,p,... - Wm, n,p,.+.. yee 


bei der infinitesimalen Transformation Bf. Bezeichnen wir diese In- 
cremente mit: 


4 
| ° dt, Penman 7 ot, W enap;..2 P dt, ae ) 


so ist 
BPX + VG tat + Ut V Get Wet 
QR) 77 of fa of 
2 Uomsmp--d OU, - +2 Vmod i 


yw or ; 
-+ a Wuman.-d in. +- cee m+a+p+<N) 
der gesuchte Ausdruck fiir die infinitesimalen Transformationen Bf der 
Gruppe (1), (2). 

Denken wir uns jetzt die Zahl N jedenfalls so gross gewiihlt, dass 
die Ausdriicke Bf mehr als r Differentialquotienten von f enthalten, 
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und wenden das in Nummer (4) gesagte auf die Gruppe Bf an*), so 
erhalten wir unmittelbar den Satz: 

Satz 1. Jede endliche continuirliche Gruppe von Transformationen 
besitst eine unendliche Reihe von Differentialinvarianten, die als Lésungen 
vollstiindiger Systeme definirt werden kinnen. 

Kennt man die endlichen Gleichungen der Gruppe, so findet man 
die Ausdriicke von beliebig vielen Differentialinvarianten durch ausfiihr- 
bare Operationen. 

Jedenfalls werden die bei unserer Gruppe (2) invarianten Systeme 
von Differentialgleichungen nach den friiher angegebenen Regeln gefunden. 

In friiheren Arbeiten (Archiv for Math. og Naturv. Bd. VIII, 
p. 187, 249, 371 habe ich den Fall, dass die infinitesimalen Trans- 
formationen unserer Gruppe die Form 


X (x, w) of + U(x, u) of 


besitzen und dass w als Function von x aufgefasst wird, erschépfend 
behandelt. In der letzten dieser drei Abhandiungen habe ich mich 
eingehend mit den Differentialinvarianten einer Gruppe beschiftigt, 
deren infinitesimale Transformationen 


U (u, v) of + V (u, v) at 


gar nicht die unabhingigen Variabeln x, y, sondern nur die abhingigen 
Variabeln uw, v enthalten. Die betreffenden Invarianten sind Func- 
tionen von: 
Ou Ou dv dv 
U v — — —— ** 

dx Oy Ox Oy 
Differentiirt man eine solche Invariante nach «w oder nach y, so erhiilt 
man, wie leicht einzusehen, neue Invarianten. 

Ebenso ist es im allgemeinen Falle, wenn hinlinglich viele Dif- 
ferentialinvarianten berechnet sind, méglich aus denselben durch Dif- 
ferentiation (genauer durch Bildung des Quotienten zweier Functional- 


*) Ich fiige hier die Bemerkung hinzu, dass man, wenn r infinitesimale 
Transformationen 


B,f = X, fiy ae ee 


Ou ‘Oy ow 
durch die Relationen 


B,(B,(f)) — B, (B;(f)) => Au, B, 


verkniipft sind, auf directem Wege beweisen kann, dass auch die r entsprechenden 
infinitesimalen Transformationen B,/, B,f,..., B,.f durch genau dieselben Glei- 


chungen 
B,(B,(f)} — B,(B;(f)) => cis Bf 


verbunden sind. 
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determinanten) neue Invarianten herzuleiten. Die endlichen Gleichungen 
der betreffenden Gruppe brauchen dabei nicht bekannt zu sein »-doch 
gehe ich hierauf an dieser Stelle nicht niher ein. 


§ 3. 
Differentialinvarianten der unendlichen continuirlichen Gruppen. 


10. Kine continuirliche Schaar von Transformationen bildet, sage 
ich, eine unendliche continuirliche Gruppe, wenn 

1) die Succession zweier Transformationen der Schaar mit einer 
einzigen Transformation der Schaar fiquivalent ist, 

wenn 2) jede endliche Transformation der Schaar durch unend- 
lichmalige Wiederholung einer bestimmten infinitesimalen Transforma- 
tion der Schaar erzeugt werden kann, 

wenn 3) die Schaar unendlichviele unabhingige infinitesimale 
Transformationen enthiilt. 

r infinitesimale Transformationen : 


Bif + 4 f+ bia 5 f 4 +++ Ein ia: 
° er ee 


heissen dabei unabhingig, wenn sie keiner linearen Relation von 


der Form: 

¢ Byf+ eo Bf+-::-+¢Bf=0 
mit constanten Coefficienten geniigen. 

Wir beschrdnken uns auf den Fall, dass, wenn 
: of of of 
Ox, “ O22 0x, 

das allgemeine Symbol der infinitesimalen Transformationen einer Gruppe 
ist, sich die §, als Functionen von 2,, 2,...,%, aus gewissen 
partiellen Differentialgleichungen : 


Q (2). -ta, By. Ba FE -)=0 


Ox, 
bestimmen. Diese Gleichungen miissen linear sein. Denn zwei be- 
liebige infinitesimale Transformationen B,/, B,f einer Gruppe liefern 
mit den arbitriiren Constanten c,, c, multiplicirt und addirt eine all- 
gemeinere‘ in der Gruppe enthaltene infinitesimale Transformation, 
nimlich c, B,f + ¢, B,f. 


Ich nenne diese linearen ge a ee 


0 = fk 











Om te 


Ox, 


die Definitionsgleichungen unserer Gruppe. 
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Das einfachste Beispiel einer unendlichen Gruppe ist der Inbegriff 


aller Punkttransformationen oder Beriihrungstransformationen eines 
n-fach ausgedehnten Raumes. Betrachtet man den Inbegriff aller 
Punkttransformationen der Mannigfaltigkeit 7, 7, ...a,, so reduciren 
sich die Definitionsgleichungen fiir die infinitesimalen Transformationen 


Bf=>% of dieser Gruppe auf die identische Gleichung 0 = 0. 


Ein zweites Beispiel ist der Inbegriff aller Beriihrungstransforma- 
tionen, welche eine vorgelegte partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung in sich iiberfiihren.*) 

Ein drittes Beispiel ist der Inbegriff aller Punkttransformationen, 
die eine vorgelegte lineare partielle Differentialgleichung beliebiger 
Ordnung in sich itberfiihren. 

Als ein viertes Beispiel nenne ich endlich den Inbegriff aller 
Punkttransformationen, welche die nichtlineare Gleichung zweiter Ord- 
nung s = e** in sich transformiren, — 

Mit den soeben genannten (wie auch mit einigen anderen speciellen) 
unendlichen Gruppen habe ich mich lingst eingehend beschiftigt. 

Im Jahre 1872 gab ich einige kurze Andeutungen iiber die Existenz 
von Invarianten einer partiellen Differentialgleichung beliebiger Ord- 
nung gegeniiber allen Beriihrungs- oder Punkttransformationen (Gitt. 
Nachr. 1872, Nr. 25, p. 478—479, Ges. d. W. zu Christiania 1872, 
Zur Theorie der Diffpr., p. 132). Es dauerte indess lange Zeit, bis 
es mir gelang eine allgemeine Theorie der unendlichen continuirlichen 
Gruppen zu begriinden (man sehe insbesondere: Abhandlungen der 


*) Sind u, ug... wu, Functionen von 2,...2%,, ~y-..P,, die paarweise Re- 
lationen von der Form (w;, u,) =/;,(t,-..,) erfiillen, und bezeichnet Q eine 
arbitriire Function der u,, so bestimmen alle infinitesimalen Transformationen, 
deren gemeinsames Symbol Bf = (2, f) ist, eine unendliche Gruppe. Aus diesem 
Grunde habe ich dem Inbegriffe der Griéssen uw, lingst den Namen Gruppe bei- 
gelegt, (Gesell. d, W. zu Christiania 1872, p. 135; 1873, p.18 u, 59; Math. Ann. 
Bd. VIII, p. 248 und 286.) 

Die linearen partiellen Differentialgleichungen (u,, v) =0... (ur, v) =0 
bilden nach mir ein vollstiindiges System, dessen Lisungen x v2... v,,__. eine 
neue Gruppe (die Polargruppe) bilden. Fasse ich die (w,,f) als Symbole von 
infinitesimalen Transformationen auf, so sind die v; die zugehérigen Invarianten. 


Man kann aber sowohl die wu, als auch die v,; als Symbole von infinitesimalen ‘l'rans- 


formationen betrachten; alsdann ist jede Transformation der einen Gruppe mit 
jeder Transformation der andern Gruppe vertauscibar, In meinen alten syn- 
thetischen Untersuchungen iiber derartige Gruppen benutzte ich hiufig diese beiden 
Auffassungen. Evident, aber wichtig ist der Satz: 

Ist die Gruppe u,... u, vorgelegt und dabei eine jede der Gleichungen 
u, = Const. integrabel, so kinnen die v, immer angegeben werden. 
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Ges. d. W. zu Christiania 1883, Nr. 12). Indem ich im Uebrigen 
auf die soeben citirte wie auf meine ilteren Arbeiten verweise, be- 
schriinkeich mich hier auf nachstehende Bemerkungen, die fiir das 
Folgende gentigen. 

Ich denke mir eine beliebige endliche oder unendliche continuirliche 
Transformationsgruppe der Mannichfaltigkeit «,x, ... 2%, vorgelegt. 
Sind 

; of of of 
ppm t,o 44,70 4...46, 26, 
n 


Oxy On, 


air : ‘ 
Ch =m Fe + Ft te GE 

zwei gegebene infinitesimale Transformationen dieser Gruppe, so ist 
es auf verschiedene Weisen moglich, neue infinitesimale Transforma- 
tionen die ebenfalls in der Gruppe enthalten sind, zu construiren. 

Bei der infinitesimalen Transformation Bf geht das Werthsystem 
x; tiber in das benachbarte Werthsystem 

“t+ Bu dt = x4; + &. dt. 

Dieses seinerseits wird durch Anwendung von Cf in das neue Werth- 
system 
a; + &.0¢ + Cla; + &. 88) dt 
iibergefiihrt. Durch successive Anwendung von Bf und Cf geht daher 
das Werthsystem z;, wenn wir von infinitesimalen Gréssen zweiter 
Ordnung absehen, in das Werthsystem 

até. dt+ y;.07 ; 
iiber. Also gehdrt jede infinitesimale Transformation, welche den 
Groéssen x; die Incremente 

Ox; = §&.0t+ m.0t 
ertheilt, unserer Gruppe an. 

Diesen Satz, den wir schon oben als selbstverstandlich erwahnt 
haben, formuliren wir folgeudermassen: 

Satz 2. Enthilt eine continuirliche Gruppe die beiden infinitesi- 
malen Transformationen Bf und Cf, so enthdlt sie ebenfalls die Trans- 
formation ¢, Bf +-c,Cf mit der arbitriéren Constante A. 

Wir kénnen indess auch anders verfahren. 

Zuerst, fihren wir das Werthsystem x; durch Anwendung von Bf 
nach der neuen Lage: 

a, = 4%; + Ot.k + + ot. BE,, 
bei deren Berechnung wir erst von infinitesimalen Gréssen dritter 
Ordnung abgesehen haben. Darnach bringen wir das Werthsystem 
xi durch Anwendung von Cf in die Lage: 
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wi =a, + dt-& ++ ot? - BE, 


+dt-y + dt-dr- C§; 
1 . 
++ Or? - Cn. 


Andererseits nehmen wir wiederum das Werthsystem x, und bringen 
dasselbe zuerst durch Anwendung von C/ in die Lage: 


(ai = a + Ot y+ > Oe? - Cn 
und dann (x) durch Anwendung von Bf in die Lage: 
(ai) = a + Ov m+ > Oe? - Cn 
+ d¢-&+ d¢-dc - By; 
++ 6¢2 - Bg. 

Es ist nun klar, dass diejenige infinitesimale Transformation, 
welche das Werthsystem «;" nach (a,;)" bringt, unserer Gruppe an- 
gehért. Da aber 

(a) — B;" = 0t-dr- (By; — C&) 
ist, erhalten wir folgenden Fundamentalsatz, den ich 1872 ent- 
deckt babe: 

Satz 3. Enthdlt eine continuirliche Gruppe die beiden infinitesi- 
malen Transformationen 


B= Se wd orm Sue 


so enthidlt sie ebenfalls die infinitesimale Transformation 
7 1) Of 
> (Bu; Ws Céi) Oa, ? 
deren Symbol bekanntlich auf die beiden dquivalenten Formen 
B(C(f)) — C(B(f)) ={B, ©) 

gebracht werden kann*). 

Verlangt man insbesondere, dass die beiden infinitesimalen Trans- 
formationen Bf und Cf vertauschbar sein sollen, priciser ausgedriickt, 


*) Aus dem Satze des Textes fliesst, wie ich langst bemerkt habe, u. A. 
das wichtige Corollar: Gestattet ein System von Differentialgleichungen die 
beiden Transformationen Bf und Cf, so gestattet es ebenfalls die Transformation 
B(C(f) — C(B(f)). Particularisirt man diesen Satz noch weiter, indem man 


annimmt, dass unser Gleichungssystem nur aus einer einzigen partiellen Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung besteht, so erhilt man das sogenannte Poisson- 
Jacobi’sche Theorem, 
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dass jede durch unendlich-malige Wiederholung von Bf erzeugte 
endliche Transformation mit allen durch Wiederholung von Cf er- 
zeugten endlichen Transformationen vertauschbar sein soll, so ergiebt 
sich zuniichst das identische Verschwinden der Grésse (BC) als eine 
nothwendige Bedingung. Dieselbe ist iiberdiess hinreichend, indem 
Bf und Cf unter dieser Voraussetzung immer durch Einfiihrung neuer 
Variabeln y, entweder auf die Form: 
of ’ of 
Bf= oy,’ Cf= au: ’ 
oder auf die Form: 
. of Y of ? 
— Oy, ’ OF = 9 Oy; 

gebracht werden kénnen, (Siehe z. B. Ges. d. W. zu Christiania 1872; 
Mein Archiv Bd. III, p. 100—105, Bd. 7, p. 180), 

Hiermit haben wir also meinen alten Satz: 

Satz 4. Die beiden infinitesimalen Transformationen Bf und Cf 
sind vertauschbar, wenn der Ausdruck (B,C) identisch gleich Null ist. 

Die Methode, welche uns die Sitze 2. und 3. geliefert hat, lisst 
sich, wie man ohne Schwierigkeit erkennt, verallgemeinern. Man er- 
hilt hierdurch neue Methoden zur Construction von beliebig vielen 
infinitesimalen Transformationen einer jeden Gruppe, die Bf und Cf 
enthilt. Es lasst sich indess nachweisen, (Archiv for Math. og Naturv. 
Bd. 3, p. 100), dass alle Methoden, die man in dieser Weise findet, 
nur auf eine wiederholte Anwendung des Satzes 3. herauskommen. 
Aus diesem Satze folgt offenbar, dass die Ausdriicke ((B, C), B) 
und ((B, C), C) Symbole von infinitesimalen Transformationen unserer 
Gruppe darstellen*). 

11. Indem wir jetzt dazu iibergehen, allgemein die Existenz von 
Differentialinvarianten einer ganz beliebigen unendlichen Gruppe nach- 


*) Hier mégen noch die folgenden Bemerkungen, die indess in dieser Ab- 
handlung nicht angewandt werden, ihren Platz finden. Es sei eine continuirliche 
Schaar von infinitesimalen Transformationen Bf vorgelegt, unter denen ich zwei 
beliebige, etwa B,f und B,f, wihle. Gehéren dabei die beiden infinitesimalen 
Transformationen (B,, B,) und ¢,B, + cB, jedesmal unserer Schaar an, so liegt 
es iiusserst nahe zu vermuthen, dass es eine continuirliche Gruppe giebt, deren 
infinitesimale Transformationen eben die vorgelegte Schaar bilden. 

Enthilt ‘die Schaar nur eine begrenzte Zahl unabhiingiger Transformationen, 
so kann die Richtigkeit dieser Vermuthung ohne grosse Schwierigkeit nach- 
gewiesen werden. (Siehe Archiv for Math. og Nat, Bd. 3, p. 100.) 

Enthilt dagegen unsere Schaar unendlich viele unabhiingige infinitesimale 
Transformationen, so ist die Entscheidung der gestellten Frage nicht so einfach. 
Allerdings glaube ich die allgemeine Giiltigkeit des betretfenden Satzes nach- 
gewiesen zu haben und jedenfulls besteht er fiir infinitesimale Punkttransforma- 
tionen oder Beriihrungstransformationen einer Ebene. 
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zuweisen, werden wir, um das Verstiindniss der allgemeinen Theorie 
méglichst zu erleichtern, mit der detaillirten Discussion von zwei ein- 
fachen Beispielen beginnen. 

Wir betrachten alle infinitesimalen Transformationen von der Form: 


. r of , of , i 
Bf = X(a)2f + yx’ 4 ex’ Ot 
. Ox . oy Oz 
und interpretiren dabei X als eine arbitrire Function von 2, X’ als 
ibren Differentialquotienten. Unter allen hierdurch definirten ‘Trans- 
formationen wihlen wir zwei aus: 


Bf = X, oe + yX, Hf + 2X,’ “J 


— > Of r+ Of »e oF 
B,f = X, ae + yX, oy + 2X, De? 

und bilden den Ausdruck 
(B, B,) = (X,X, — X, X,’) af + y(X, X,” — X, X,”) 4 


cy 
+ #(X,X," — X,X,") 2, 


welcher durch die Substitution 
X, X, — X, X' = (2) 


die Form: 


(B, B= & 56 + yk 50 + ab’ of 

annimmt. 

Es liegt daher nahe zu vermuthen, dass es eine unendliche Gruppe 
giebt, deren infinitesimale Transformationen eben die Schaar Bf bilden. 

Um diess am einfachsten zu beweisen, verificirt man zuniichst, 
dass die Transformationsgleichungen: 

a,= F(z), y —yF' (2), 4 = 2F' (2) 
mit der arbitriiren Function F(x) eine unendliche Gruppe _bilden. 
Setzt man hiernach: 
F(a) = «+ X(a) dt, 
so erkennt man, dass diese Gruppe wirklich alle infinitesimalen Trans- 
formationen von der Form: 
4=ae+XOt, y H—ytyX'dt, 24,—=24+ 2X'de, 

das heisst alle infinitesimalen Transformationen Bf und keine weiteren 
umfasst. 

Es ist leicht zu erkennen, dass diese unendliche Gruppe nicht 
allein Differentialinvarianten, sondern sogar invariante Functionen von 
xyz allein bestimmt. Lisst man nimlich in der Gleichung 


XE py XO eX’ Ol 0 
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die Grésse X successiv beliebig viele Functionen von 2 bezeichnen, 
so ist der Inbegriff von allen in dieser Weise erhaltenen Gleichungen 
iiquivalent mit den beiden: 


_. ipa of papel 
Ox = 0, y ay +2 Oz = 0. 


Diese bilden ein vollstiindiges System mit der Lésung %, daher ist 


diese Grésse eine Invariante unserer unendlichen Gruppe, wie man 
iibrigens unmittelbar verificiren kann. 

Bei der Bildung von Differentialinvarianten kénnen wir auf ver- 
schiedene Weisen verfahren. Wir kénnen nimlich zu den Gréssen 
“x, y, 2 beliebig viele weitere a, B, y ... hinzufiigen, welche bei der 
Gruppe invariant bleiben. Dann steht es uns frei, welche unter allen 
diesen Gréssen wir als unabhiingige und welche wir als abhiingige 
Variable betrachten wollen. 

Zunichst seien x,y, 2 Functionen einer einzigen bei der Gruppe 
invarianten’ Grésse @. Dann erhalten wir die Transformations- 
gleichungen : 


(3) =a, £,o2 F(z), y, =—yF' (2), 8, —2F" (a). 
Setzen wir noch: 

a . dz, oe 

Je Ps je TF ade? eau ? 


so driickt sich das Abhiingigkeitsverhiltniss zwischen den Differential- 
quotienten erster Ordnung felgendermassen aus: ; 
, ¥ Ald r P a ~~ , v aid tid a. 4 wo - Te a’ wv = ~y we A , 
(4) a, =F" (a2)-2'; yf ay F(a) + y PF" (a) a; 2 =e F' (a) 42 F(a) e’. 
Es liegt in der Natur der Sache und kann auch ohne weiteres 


verificirt werden, dass die Gleichungen (3) und (4) eine unendliche 
Gruppe bestimmen. Man erkennt durch die Substitution 


F(x) = «+ X(a) dt, 
dass ihre infinitesimalen Transformationen die Form 
da— Xdt, dy=yX' dt, dz—2X'dt, Ox — Xx Ot,— 
dy =(y X' + yX"- a) dt, de = (ee X’ + 2X" xv’) dt 


besitzen, und folgliclh mit dem Symbole 








Bra x il pyx 4 ex C4 x ol 


oy Oa’ 
tyr rym OF rye ry OF 
+ (y X' + ya X") Sh + CX’ + aa XK") Th 
bezeichnet werden kénnen. Giebt man X zwei particuliire Werthe 
X, und X, und bezeichnet die beiden entsprechenden infinitesimalen 
Transformationen mit B,f und B,f, so ist es a priori gewiss und 
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kann iiberdiess leicht verificirt werden, dass auch die infinitesimale 
Transformation (B,’, B,') die Form B’f besitzt. 

Hieraus folgt ohne weiteres, dass der Inbegriff aller miéglichen 
Gleichungen von der Form B'f =O, der sich iibrigens durch die drei 
Relationen 


of of of » of , Of . Of 
= = () - _ - = 
Aa 3 Y By +8 a +e +9 oy + Ae = 0, 


of of ’ 
7 =a =O 
Y oy +4 
ausdriicken lisst, ein vollstindiges System bilden muss. Die Lisungen 
dieses volistindigen Systems: 
. = = ye —sy dad (2 
(5) Ss und y =-J, (<=) 
sind Invarianten der Gruppe (3), (4) und gleichzeitig Differential- 
invarianten der Gruppe (3). 
Wiinscht man, indem man fortwihrend 2 y z als Functionen von 
« betrachtet, noch weitere Differentialinvarianten und zwar solche 
zweiter Ordnung zu berechnen, so bilde man die Formeln: 


oy Pep Ps, yl my Fay Fe py Patty Pe’, 
a ee F422 Fe +2 "2?! +eF'o’. 
Dieselben bestimmen mit (3), (4) vereinigt eine unendliche Gruppe 
von Transformationen der Gréssen: 
ty, 2, 2, y', #, me, y”, 2”. 
Setzt man sodann F'(x)=—2-+ X(a#) dt, so findet man den all- 
gemeinen Ausdruck fiir die infinitesimalen Transformationen B”/ dieser 
Gruppe und erkennt, dass sie die Form: 
B’f=XAf+XAf+ XA SH X’ A'S 
besitzen. Dabei bezeichnen A/f, A’f, A’f, A’’f determinirte Grossen, 
die von der Form der arbitriren Function X vollstiindig unabhiingig 
sind. Also miissen alle méglichen Gleichungen von der Form b’f/=0, 
die sich iiberdies auf die vier Gleichungen 


Af=0, Af=0, A’f=0, A”*f=0 
reduciren, ein vollstindiges System mit fiinf Liésungen bilden. 
Unter diesen Lésungen finden sich drei (siehe (5)) von nullter 


oder erster Ordnung; die beiden iibrigen sind die gesuchten Invarianten 
zweiter Ordnung. Es ist klar, dass man in dieser Weise beliebig 
viele Differentialinvarianten finden kann. 
Zu der unendlichen Gruppe: 
7 wv v 
(3) «,= F(z), y= uF, a= ek 


mit den infinitesimalen Transformationen 
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gehéren indess, wie wir jetzt in Uebereinstimmung mit unseren friiheren 
Andeutungen zeigen werden, noch mehrere andere Reihen von Diffe- 
rentialinvarianten. Z. B. kénnen wir die Gréssen y und ¢ als Funce- 
tionen von x betrachten, und dementsprechend 
sy. dz 
° oe ee 
setzen. Dann wird 


=g wu. 8. W. 


, , ad , , tad : 
4%=yt+y ro? 4% = 4 + % Fr, 


und diese Gleichungen bilden mit (3) vereinigt eine Gruppe, deren 
infinitesimale Transformationen das gemeinsame Symbol: 





ye _ yy Of , ay OF 1 Of w Of o Of 
Bf=<X + y X dy + 2X Ae +yX By + 2X Ti 
besitzen. Der Inbegriff aller Gleichungen B’f =O bildet das voll- 
stiindige System: 
or. d' Pn — = of ee 
ja Y Gy +43, =% Yoy +? - denies 


mit den Lésungen: 


welche Differentialinvarianten erster Ordnung darstellen. In ent- 
sprechender Weise finde man Invarianten héherer Ordnung. ‘ 

Um eine dritte Reihe Invarianten unserer Gruppe zu finden, 
kénnte man eine bei der Gruppe invariante Grésse @ einftihren und 
als Function von x, y, ¢ auffassen. Dann erhielte man zwei wesent- 
liche Differentialinvarianten erster Ordnung u. s. w. 

Ks ist indess wohl zu bemerken, dass gewisse Invarianten gleich- 
zeitig mehreren Reihen angehéren kénnen. Z. B. umfasst unsere erste 
Reihe alle Invarianten der zweiten. 

12. Alle infinitesimalen Transformationen: 


of of 
| , r <M 
By = X (x, y) ox + Y(x, y) oy’ 
welche der Relation 
ox oY 
a 
bd ox + oy 
geniigen, erzeugen eine unendliche Gruppe. Ihre Transformationen 


sind dadurch charakterisirt, dass sie alle Fliichenriiume der Cartesi’schen 
Ebene x,y invariant lassen*). Um Differentialinvarianten dieser un- 


*) Mébius hat sich gelegentlich mit der im Texte besprochenen unend- 
lichen Gruppe beschiftigt (Crelle’s Journal Bd, XII), 
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endlichen Gruppe zu finden, fiihren wir zwei neue Gréssen 2, y ein, 
die bei unserer Gruppe nicht transformirt werden, betrachten sodann 
x, y als Functionen von x, y und setzen: 


a 


ox , @x oy , OY 
aX, -=—=4, == —— =¥Y,, U. 8. W. 
ox ’ oy ? Cx y> oy y ’ 
Sodann bilden wir, um die Incremente von x’, x,, y,y,... bei 


der infinitesimalen Transformation Bf zu berechnen, die Gleichungen: 
O(dx — x'dx—x,dy)=0, <d(dy — yda—y,dy)=0. 
Dieselben liefern uns, wenn wir zur Abkirzung: 
nj oF 7 
= Fe, 7” F, 
setzen, die Werthe: 


Ox’ = (X,x'+ X,y) dt, dx, — (Xxx, + Xyy,) dt, 
dy =—(Y.x + Yyy) dt, dy, —(¥xx,+ Yyy,) bt. 


Daher kinnen wir sagen, dass die Grissen x, y, x’, X,, y’, y, durch 


J 


eine unendliche Gruppe mit den infinitesimalen Transformationen: 


ox 


KE + VG + (Kev + Ky) fh + (Kx + Xy) 

+ (¥ex + Yy) £5 + (Yax + Vy) G6 = Be, 
transformirt werden. Dabei ist zu erimnern, dass X und Y nur der 
Relation X, -+- Y, =O unterworfen sind. Giebt es nun Functionen 
von x, y und ihren Differentialquotienten erster Ordnung, welche diese 
Gruppe gestalten, so miissen sie alle Gleichungen von der Form 


Bf =0, oder was auf dasselbe hinauskommt, sie miissen die fiinf 


Gleichungen: 
of a , of of « Of e ee 
' a. = 9 ay =(), x ax + x, og i te = 0), 
, Of of Of of 
—5 — = () ——3 _— = 0 
Vox FI Ge HO X Ge +® Gy, 
erfiillen. 


Dass diese fiinf Gleichungen ein vollstindiges System bilden, 
kann direct in der bekanuten Weise verificirt werden. Es liisst sich 
iibrigens auch in der folgenden rationellen Weise einsehen. 

Da X und Y durch die Gleichung X, + Y, = 0 verkniipft 
sind, so giebt es eine Function von x und y, deren Differentialquotienten 
erster Ordnung beziiglich X und — Y sind. Nehmen wir daher zwei 
beliebige infinitesimale Transformationen Bf, so besitzen dieselben 
jedenfalls die Form: 
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Bf — 22 @f _ aU af 


dy ax ax @y’ 

av of av a 
as = SS .. Se. 

oy ox ox dy 


Durch directe Berechnung erhiilt man die Formel: 
O(UyVx—U,Vy) af _ @(Uy¥2—U,Vy) ar 


(B,, B,) = oy dx ox dy’ 


die allgemeine Form Bf besitzt. Setzt man sodann im allgemeinen 
Ausdrucke der infinitesimalen Transformation B’f zuerst X = U,, 
Y = — U,, darnach X = Vy, ¥Y = — Vx, so erhilt man die beiden 
Ausdriicke B,’f, B,'f und verificirt ohne Schwierigkeit, dass (B,’, B,’) 
die Form Bf besitzt. Hieraus folgt, dass die fiinf Gleichungen (6), 
auf welche sich der Inbegriff aller Gleichungen B’/ = 0 reducirt, ein 
vollstiindiges System bilden. Die Lésung dieses Gleichungssystems, 
namlich 


sodass (/,, B,) wirklich in Uebereinstimmung mit unserem Satze 2 


I =x'y,—x,y’ 
ist somit die einzige Differentialinvariante erster Ordnung unserer 
Gruppe. 

Da die unabhingigen Variabeln x y von unserer Gruppe gar nicht 
transformirt werden, so ist es klar, dass alle Differentialquotienten 
von J nach x und y selbst Invarianten sind, und da diese Differential- 
quotienten der Natur der Sache nach durch keine Relation verknipft 
sein kénnen, erkennen wir, dass unsere Gruppe (jedenfalls) zwei 
Differentialinvarianten zweiter Ordnung, drei dritter Ordnung, und 
iiberhaupt » Invarianten n'** Ordnung besitzt. 

Dass es soviele Invarianten zweiter, dritter ... »'** Ordnung giebt, 
liesse sich auch durch Aufstellung ihrer Definitionsgleichungen er- 
kennen. Die Gréssen x, y mit ihren vier Differentialquotienten erster 
Ordnung und sechs Differentialquotienten zweiter Orduung werden 
namlich durch eine unendliche Gruppe transformirt, deren infinitesimale 
Transformationen die Form: 


Bp XS 4 VL KAS + XyAef + YeAsf + YA 
+ XxxA,f+ XyxAyf+ Xyy A,f+ YxxA,f + YxyAyf+ VyyAyof 


besitzen. Dabei sind die .A,, determinirte Ausdriicke, die von der 
Form der arbitriiren Functionen X, Y vollstindig unabhiingig sind. 
Der Inbegriff aller Gleichungen B’f=—0 reducirt sich vermége der 
Relationen 


X.+Y¥,=0, Xex+ Yuy=0, Xzy+ Yyy=0 


auf die neun Gleichungen 
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so = 0, ae my, A,f— A,f=9, . A,f=0, A;f=0, 


A,f — A,f=0, A.f — Ayf = 9, A,f=0, A,f = 0 


die ein vollstiindiges System mit drei Lésungen bilden. Unter den- 
selben ist eine von der ersten Ordnung, niimlich J, wiihrend die beiden 
iibrigen von der zweiten Ordnung sind. Durch ein analoges Riisonne- 
ment kénnten wir die Existenz von drei Invarianten dritter Ordnung 
u. 8s. W. erkennen. 

Unsere unendliche Gruppe bestimmt indess noch andere Reihen 
von Jnvarianten, wie hier kurz angedeutet werden mag. 

Neben x und y, die bei unserer Gruppe transformirt werden, 
fiihren wir drei weitere bei der Gruppe invariante Gréssen 2, y, 2 
ein und betrachten x, y als Functionen von wz, y, z. Dann werden 
x, y zusammen mit ihren Differentialquotienten durch eine unendliche 
Gruppe transformirt. Man findet drei Invarianten erster Ordnung: 


ox Oy Ox dy ox oy Ox oy ox dy ox oy 


ox oy Oy Ox” Ox Oz oz Ou’ Oy O8 Oz dy’ 





acht wesentliche Invarianten zweiter Ordnung u. s, w. 
13. Jetzt wollen wir versuchen die allgemeine Existenz von 
Differentialinvarianten einer jeden unendlichen Gruppe nachzuweisen. 
Wir denken uns die Variabeln z,y...u,v... durch eine un- 
endliche Gruppe: 


2, F(zy...uv...), 
y, = O(zy...uv...), 

transformirt. Nehmen wir gewisse weitere bei der Gruppe invariante 
Gréssen z,w... an, so kénnen wir offenbar behaupten, dass auch 
die vereinigten Gleichungen 

(A) a= FF, y=—O---4,.=8, w—w 

eine unendliche Gruppe bilden. Die infinitesimalen Transformationen 
dieser neuen Gruppe haben die Form: 


~~ yf , of sae of of are 
ppaxt pvt izty..sut sry wet 4... 
Dabei sind die Gréssen Z und W gleich Null, wihrend XY... UV... 


nur von den wy...uv... abhiingen und als ihre Functionen durch 
die Definitionsgleichungen der Gruppe: 
(7) O=—=AX+B,Y+---+L;X%,.+ UM,X,+--- 


bestimmt sind. 
Betrachten wir u,v, w... wie in Nummer 9. als Functionen von 
“,Yy,2... und setzen wir: 
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gutete+ A A RF 
oa™ aye »P — M,N, Po. 9 


so werden auch jetzt die Differentialquotienten 


Um,n,p..9 Um, Ny P 0? Wm, np «. 


durch die Formeln (A) transformirt. 

Ks ist zunichst klar, dass die Gréssen wyz...uvw und die 
zugehorigen Differentialquotienten erster Ordnung durch eine gewisse 
unendliche Gruppe transformirt werden. Man findet die infinitesimalen 
Transformationen B’f derselben, wenn man in der Formel: 


Ou or 
Le . M, BR, Dy ove 4 
Bf = Bi+ Poe ee 
m+n+p...=1 FM, By Dy cee 
4 ay G%m.n,p,.-  _ OF Miia 
m-+n+p...=1 ot 0%, 2, p, 


die Werthe der Incremente 


ee eee ee re 
einfiihrt. 

Diese Incremente, welche nach den Regeln der Variationsrechnung 
berechnet werden, sind offenbar lineare Functionen von den Gréssen 
X, Y, U, V... und ihren Differentialquotienten erster Ordnung nach 
Ly Y) Hy Owe 

Es ist ferner klar, dass die Gréssen 7,y,2...U,v,W... und 
die zugehérigen Differentialquotienten erster wnd eweiter Ordnung durch 
eine unendliche Gruppe transformirt werden. Die infinitesimalen 


e 


Transformationen B’7 derselben stellen sich dar in der Form: 


B’f= Bft > OU, My Dyers of 
m+n+p...=2 dt OUn,n, p, ate 
! Sem, ny Byes x card -—+.. 
-ie ot ov ? 
mM+n-+-p...=2 WBs Bp Mose 
wo die Incremente Ot, »,p,....-+ sich bei der Berechnung als lineare 


Functionen von X, Y, U, V... und ihren Differentialquotienten 
erster und zweiter Ordnung nach w,y...u,v ergeben. 

In entsprechender Weise kann man die allgemeinen Ausdriicke 
der Gréssen B®, BOF... BOF bilden. Unter allen Umstiinden 
sind die Bf die infinitesimalen Transformationen einer unendlichen 
Gruppe zwischen zy¢...wvw... und den entsprechenden Diffe- 
rentialquotienten erster, zweiter ... q'** Ordnung. 

Diese Bf haben die Form: 
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BOf=X sly oe 4... fiy ~ ee | X.A,\f + XyAof 


dy du dv 
+ X,Asf+-:--+ Ve€,f+ Vy C.f+Vusf+V. Cf +--+ 
+Xe2D,f+:::- 


Die Gréssen A,f, C,f, D,f ... aber sind von der Form der Func- 
tionen X Y...UV... vollstiindig unabhiingig. Der angegebene 
Ausdruck von Bf lisst sich vereinfachen. Vermége der Definitions- 
gleichungen (7) und der aus ihnen durch Differentiation hervorgehenden 
Relationen kénnen niimlich gewisse von den Grodssen 


(a) O05. ae ics ts. 


aus dem Ausdrucke Bf weggeschafft werden. Und zwar kann man 
im Allgemeinen erreichen, dass die Anzahl (v) der in Bf zuriick- 
gebliebenen Grossen (a) kleiner ausfillt als die Anzahl (uw) der Gréssen 
“ye...uvw... und der entsprechenden Differentialquotienten erster, 
zweiter ... q'** Ordnung. 

Dass dies immer méglich ist, beruht darauf, dass man einerseits die 
Zahl q beliebig gross wihlen kann, andererseits darauf, dass es in 
jedem einzelnen Falle uns frei steht, wie viele bei der Gruppe in- 
variante Gréssen z, w ... wir einfiihren wollen. 

Setzen wir voraus, dass v < wp ist, so ist der Inbegriff aller 
Gleichungen von der Form BWf = 0 iiquivalent mit v linearen par- 
tiellen Differentialgleichungen erster Ordnung mit gw unabhingigen 
Variabeln. Dabei ist es sicher, dass diese v Gleichungen ein voll- 
stindiges System mit (jedenfalls) » — v Liésungen bilden: in allen 
Fallen eine einfache Consequenz des Satzes 3. Die besprochenen 
Lésungen sind nach dem Vorangehenden Differentialinvarianten g'* Ord- 
nung unserer Gruppe. Hiermit ist also das angekiindigte Theorem 
erwiesen, 

Theorem. Jede unendliche continuirliche Gruppe bestimmt eine 
unendliche Reihe von Differentialinvarianten, die als Lisungen von voll- 
stiindigen Systemen definirt werden kinnen. 

Gestattet ein System von Differentialgleichungen gq‘ Ordnung 
unsere unendliche Gruppe, so liisst sich dasselbe im Allgemeinen 
in der Form von endlichen Relationen zwischen den Differential- 
invarianten q‘* oder niedrigerer Ordnung darstellen. Ist dies nicht 
der Fall, so kénnen diese Differentialgleichungen in jedem einzelnen 
Falle durch einfache Betrachtungen (siehe pag. 544) bestimmt werden. 
Hierauf gehe ich indess bei dieser Gelegenheit nicht niiher ein. Da- 
gegen bemerke ich ausdriicklich, dass man, wenn hinliinglich viele 
Differentialinvarianten gefunden sind, beliebig viele weitere durch 
Differentiation berechnen kann. Die neuen Invarianten werden ge- 
bildet durch Division von Functionaldeterminanten. 
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Wir gehen dazu iiber die vorangehende Theorie durch eine grosse 
Anzahl Beispiele zu illustriren. 
14. Ich betrachte eine beliebige vorgelegte Differentialgleichung 
zweiter Ordnung: 
y" sia O(a, Y, y’). 
Fiihre ich nun statt y und « neue Variabeln y,, 7, ein durch die Sub- 
stitutionen : 


(8) y= Y(xy), 2, = X(xy), 
so wird 

M : 2 -- y, ‘ y 

(9) ~~ X,+K,-y 

und 


1” an Ay” + By’ + Cy? + Dy +E. 

: (X,+ X,y')° 
A, B, C, D, E bezeichnen gewisse Functionen von 2, y, deren 
Ausdriicke wir nicht hinzuschreiben brauchen. 

In den neuen Variabeln 2, y, erhilt somit die Gleichung y” — ® =0 

die Form y,” —®%,=—0, wo 

A® + By?+ Cy®+ Dy +H 
(10) Ni ll 
ist. 

Ks ist nun selbstverstiindlich, dass die Gleichungen (8), (9), (10) 
eine unendliche Gruppe von Transformationen zwischen den Gréssen 
x yy ® bestimmen und zwar denke ich mir hierbei zuniichst 2, y,- y’ 
und ® als vier unabhiingige Gréssen. Diese Gruppe besitzt nach 
unserem allgemeinen Theoreme mehrere Reihen von unendlich vielen 
Differentialinvarianten. Es liegt indess in der Natur der Sache, dass 
wir jetzt nur solche Invarianten zu beriicksichtigen brauchen, welche 
der Annahme entsprechen, dass ® als Function von x, y und y’ auf- 
gefasst wird. 

Wir berechnen zuerst den Ausdruck fiir die infinitesimalen Trans- 
formationen Af unserer Gruppe. Setzen wir: 

Ou=E(xy) dt, dy = x(ry) dt,—7 


so wird: 
oy’ , ~ ” 
| a¢ = Me ty (ny — &e) — by = 6, 


a : sii a , : 
(11) | = (ny — 2k. — By’ ky) © — y'3&)y + y2 (yy — 2key) 
+ y’ (2 Yay — Ex) + Yer = P 


und 


Bpme set net 2h 4g He. 
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Nunmehr berechnen wir nach den Regeln der Variationsrechnung 

die Incremente der Gréssen ,, ,, ®y und setzen: 
Bf=Bft “3 c uted “A of 4 ics 
t 00, dt Oo, dt 0, 

Dabei bemerken wir, dass B’f i. B. auf § y und die Differential- 
quotienten erster, zweiter, dritter Ordnung von §y linear und homogen 
sind. Ferner erméglichen es die Definitionsgleichungen (11) unserer 
Gruppe die Gréssen € und m aus den Ausdriicken Bf und Bf weg- 
zuschaffen. In ganz analoger Weise berechnen wir die Ausdriicke 

xf... Bf und erkennen hierdurch wie friiher die allgemeine 

Existenz von Differentialinvarianten unserer Gruppe. 

Jede gewihnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung 

y" — Oz, y, ¥) =0 
bestimmt daher beliebig viele Ausdriicke 
L(y, %, 2, ®,, v,, ®.2 - es -) 

die sich gegeniiber allen Punkttransformationen als Invarianten ver- 
halten. 

Wir werden andeuten, wie man Covarianten der Gleichung 
y’ — ® = 0 gegeniiber allen Punkttransformationen finden kann. 

Man setzt: 


? 


= oy” of ae 
Bt + “$e gy = CF, 
berechnet dy” in gewdhnlicher Weise als ein lineare Function von 
&, und ihren Differentialquotienten erster, zweiter und dritter Ord- 
nung. Darnach ersetzt man in dem gefundenen Ausdrucke die Grosse 
y” durch ®. Alsdann sind die C’f die infinitesimalen Transformationen 
einer unendlichen Gruppe. 
Nunmehr setzt man: 


acai oy” of dy af — 
> 04 Q .. 
Bit ir ay” + a toll 


und ersetzt wiederum iiberall y” durch ©. Dann sind auch die C’f 


die infinitesimalen Transformationen einer unendlichen Gruppe. Be- 


rechnet man in entsprechender Weise die Ausdriicke Cf... Cf 


und wiahlt q hinlinglich gross, so bestimmen die Gleichungen C\f= 0 
ein vollstiindiges System. Die Lésungen desselben besitzen die Form: 
Wy, y” ... yt), ©, ,, Dy, Dy, Dex - « -) 
und verhalten sich gegeniiber allen Punkttransformationen invariant*). 


*) Es mag tibrigens bemerkt werden, dass es bei der Berechnung von Co- 
varianten der Gleichung y” — ® =0 nicht nothwendig ist die Grisse y” weg- 
zuschaffen, 








Cor 
liel 
tio 


unt 


iibe 


er] 


Da 


die 


(1: 


ell 
be: 


un 
be 


W 


ul 


di 


Wl 




































Ueber Differentialinvarianten. 569 

Es ist klar, dass man in ganz analoger Weise Invarianten oder 
Covarianten der Gleichung y”’ —® =O gegeniiber einer ganz be- 
liebigen unendlichen (oder endlichen) Gruppe von Punkttransforma- 
tionen berechnen kann. 

15. Wir betrachten jetzt einen Ausdruck von der Form W(z2,y,y’) 
und werden zeigen, dass derselbe Invarianten (und Covarianten) gegen- 
iiber allen Punkttransformationen besitzt. 

Bei der infinitesimalen Punkttransformation: 


g(vy) 2£ + 9 (wy) 4 


erhilt y’, wie wir wissen, das Increment: 


f 
y 


dy . ; : 
4 = Ne + (ny — &e) y¥ — &y - yw? = 6. 


Daher sind die Ausdriicke 
Brat 4, of ar 
/ 89a t+ UGy +o as 
die infinitesimalen Transformationen der unendlichen Gruppe: 
Yat Yyy 
X,+Xyy 

Fiihrt man nun in W(w, y, y’) die neuen Variabeln x, y,, y; 
ein, so erhilt W allerdings eine neue Form W,(a,, y,,¥4,). Doch 
besteht die Gleichung: 

Weyy) = Wie W) 
und daher muss W als eine bei der Gruppe (12) invariante Grosse 
e betrachtet werden. 

Dagegen iindern die Differentialquotienten von W nach x, y, y' 
bei jeder Transformation (12) nicht allein ihre Form, sondern zugleich 
ihren Zahlenwerth. Man berechnet die Incremente 

OW,, @W,, @ Wy, @ Was... 
wie gewohnlich und erkennt somit die Existenz von Invarianten: 
f Qy/, W., Wy; Wy s-- 


und von Covarianten 


4 (12) i Y (x, Y), a: a Xx (x, Y), yy — 


! WT ... Wa Heed 

: die wie immer als Lésungen von vollstindigen Systemen definirt sind. 

és 16. Ich betrachte wiederum die unendliche Gruppe aller Punkt- 
transformationen : 

) y= Y¥(@,y), 2 = XG, y). 

” Fiihre ich in drei Functionen f, F und ® von zw, y die neuen 


2. Variabeln z,, y, ein, so erhalten sie allerdings neue Formen f,, F’, 
ad . . 
und ,, wiihrend ihre Zahlenwerthe ungeiindert bleiben, indem 
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f=f, F=f, d= 9, 
ist. Ich betrachte daher f, F' und ® als invariante Gréssen bei unserer 
unendlichen Gruppe. Dagegen werden die Differentialquotienten f,, f,, 
‘2, L,, %,, O, transformirt und man erkennt leicht die Existenz von 
Invarianten von der Form: 


Ife ; fy; ss F,, %,, %, ...). 
Da auch die Gréssen y, y” ... durch unsere Gruppe transformirt 
werden, so existiren ebenfalls invariante Ausdriicke von der Form: 
ay ee ea a ee 
Bemerkt man, dass die Gleichungen f= Const., F = Const., 
® = Const. drei Curvenschaaren bestimmen und dass diejenige vierte 
Curvenschaar, welche jene drei nach constantem anharmonischen Ver- 
hiltniss schneidet, durch eine Differentialgleichung erster Orduung be- 
stimmt wird, so findet man ohne Rechnung eine Covariante Q, die 
nur von den vier Gréssen 


abhiingt. 
17. Ist eine gewohnliche Differentialgleichung dritter oder héherer 
Ordnung 
y™) —O(ryy’ ... yo”) =0 
vorgelegt, so besitzt dieselbe Invarianten und Covarianten nicht allein 
gegeniiber allen Punkttransformationen, sondern zugleich gegeniiber 
allen Beriihrungstransformationen. 
Nimmt man zwei oder mehrere Differentialgleichungen, so be- 
sitzen dieselben simultane Invarianten und Covarianten. 
Desgleichen bestimmen Ausdriicke von der Form O(a yy’... y”) 
Invarianten und Covarianten. 
18. Fiihre ich in eine Gleichung von der Form: 
0=¥ +f @y y+ L(y) y+ hy +P 
die neuen Variabeln: 
= Y(r,y), 2 —= X(a,y) 
ein, so erhalte ich eine neue Gleichung von der analogen Form: 
O=y," + Oy) > + O.(4,y,) m7. + My + ®. 
Dabei sind die 9, gewisse Functionen von den F; und von X, Y 
mit ihren Differentialquotienten : 


%, = 11, (4, F,, Ff, F, Xz, X, e+), 


und zwar bestimmen die zuletzt geschriebenen Gleichungen zusammen 
mit y, = Y, x, — X eine unendliche Gruppe. Um die zugehdrigen 
Invarianten zu finden, berechnen wir zuniichst die 0®, folgendermassen: 
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In die Gleichung 

dy” + dy BF,y? + 2Fy + F,) + OF, -y9 + oF, -y? 
+0F,-¥+6F=0 
tragen wir die Werthe 
dy = He + (ty — 2) of — by”, 
Oy” = (my — 282 — 3Eyy’) y” — Eyyy’® + (nyy — 2 bey) y” 

+ (2%2y — Sex) ¥ + ee 
ein, schaffen y” weg und verlangen, dass die hervorgehende Relation 
in Bezug auf y’ identisch besteht. Hieraus ergiebt sich eine Be- 
stimmung der 6/’, und wir erkennen die Existenz von Invarianten 
von der Form: 

QP, Fi. 22. Fs, Fa, F, ..-). 
19. Fihrt man in die Gleichung: 
y" — F(z, y)=0 

neue Variabeln von der Form 
(13) %=O(z), y, = cyV% (x) + T1(a) 
ein, so erhilt man, wie man leicht verificirt, eine neue Gleichung von 
der analogen Form: 

yn -—- Fwy) =9, 
und zwar ist J’, eine gewisse Function von F’, 9, ¢ und TT: 
(14) F, =f(F, %, TI, o). 

Da die Gleichungen (13) eine unendliche Gruppe bestimmen, so 
muss diess ebenfalls von den vereinigten Gleichungen (13) und (14) 
gelten. Folglich hat die Gleichung y’ — F’'(ay) = 0 Invarianten von 
der Form: 

OCF, F, B®. «a 
20. In eine vorgelegte partielle Differentialgleichung zweiter 
Ordnung: 
r= I(x, y, 2, Pp, q, 8, b) 
fiihre ich neue Variabeln 
(15) x, = X(x, Y; 2), a Y (x,y, 2), 4,=Z(2, Y, 2) 
ein und erhalte hierdurch eine neue Gleichung: 
ry = Fy (x yy % Py 8, 4). 
Dabei sind p, q, 5, ¢, und J’, gewisse Functionen: 
(16) “p, = P, i=, 5 =S, i=—T, =o 
von pqstF wie auch von X, Y, Z und ihren Differentialquotienten 
erster und zweiter Ordnung. Da nun die Gleichungen (15), (16) eine 
unendliche Gruppe definiren miissen, bestimmt die Gleichung r— F=0 
unendlich viele Differentialinvariauten von der Form: 


Qt, 6; 8; t, Fy Bay Bey oc i Me svds 
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Wiinscht man diese Invarianten zu berechnen, so muss man zuerst 
die infinitesimalen Transformationen unserer Gruppe aufstellen. Man 
geht aus von der infinitesimalen Transformation : 


E(a,y, 2) So +4 2 4 ¢ ZF, 
berechnet die entsprechenden Incremente von p, q, r, s, ¢ und setzt 
sodaun tiberall J’ statt r ein. Hernach bestimmt man die Incremente: 
OF, OF,...0F, 
durch Variation der Gleichung 
dF —F,dx—F,dy—F,dz— F,dp—F,dq—F,ds—F,dt = 0 


und faihrt sodann in der gewdhnlichen Weise fort. 

Dass partielle Differentialgleichungen beliebiger Ordnung Invarian- 
ten gegeniiber allen Punkttransformationen wie auch gegeniiber allen 
Beriihrungstransformationen bestimmen, kiindigte ich schon 1872 an. 
Nimmt man hinlinglich viele Invarianten J,, J,,..., J, einer vor- 
gelegten Gleichung r — I’ = 0 und berechnet dieselben als Functionen 
von £yzpqst, so ist es immer moglich durch Elimination Relationen 
von der Form 

TH(d, d,...d,...)=9 
herzuleiten. 

Hierauf liisst sich eine naturgemisse Classification aller partiellen 
Differentialgleichungen r — F =O griinden und offenbar dehnt sich 
diese Bemerkung auf beliebige partielle Differentialgleichungen aus. 
(Géttinger Nachr. 1872, p. 479.) 

Sind mehrere Functionen von 2, y, 2, p,q,7,8,¢ vorgelegt, so 
bestimmen dieselben offenbar simultane Invarianten und Covarianten 
gegeniiber allen Punkt- oder Beriihrungstransformationen. 

21. Denken wir uns insbesondere algebraische partielle Difieren- 
tialgleichungen vorgelegt, so vereinfacht sich die Theorie ihrer In- 
varianten. Wir wollen insbesondere eine Gleichung von der Form: 


r+ Bs+ Ct+D=0 


betrachten. 
Fiihren wir neue Variabeln 
(17) a= X(eyz), y= VY, y= Z 


ein, so erhalten wir eine Gieichung von analoger Form: 


r, + Bis, + C,t + D, =9. 
Dabei sind p,, q,, B,, C,, D, gewisse Functionen von p, g, B, C, D 
und X, Y, Z mit ihren Differentialquotienten: 
(18) p=P...D=—F. 


Die Gleichungen (17), (18) bestimmen nun offenbar eine unendliche 
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Gruppe, deren infinitesimale Transformationen man findet, indem man 
dp, dq, Or, Os, dt berechnet und diese Werthe in die Gleichung 


dr + Bos+ Cdt+ sdB+tdC+dD=0 
einfiihrt. Man erkennt hierdurch die Existenz von Invarianten von 
der Form: 

Q(y, ¢, BC, D, B, B,, . «). 
Ks sei anderseits vorgelegt, eine Monge-Ampére’sche Gleichung 
rt—s*+ Ar+ Bs+ Cit+ D=0. 

Fiihrt man auf dieselbe eine beliebige Beriihrungstransformation aus, 
so erhailt man eine neue Gleichung von der analogen Form: 

ryt, — 8 + Ayr, + Bis, + Ct, + D, =0. 
Dabei sind A,, B,, C,, D, gewisse Functionen von A, B, C, D. - 

Hierdurch erhalten wir wiederum eine unendliche Gruppe, die 
uns Differentialinvarianten von der Form: 

Q(x, y,2,p,q,A, B,C, D, A,, Ay,.. .) 
liefert. 

22. Die iusserst wichtige Aufgabe alle Invarianten der linearen 
Gleichung 
(19) y) + Xy"—) + +--+ Xy + Xy—0 
gegeniiber der unendlichen Gruppe 

t=O), y, =y F(z) 
zu finden, ist bekanntlich von Laguerre und noch eingehender von 
Halphen behandelt worden. 

Man kann gleichzeitig die allgemeinere Frage nach den zugehdrigen 
Covarianten stellen. 

Die genannten Mathematiker haben ebenfalls eine Integrations- 
theorie fiir diejenigen linearen Gleichungen (19) entwickelt, welche 
in eine ebensolche Gleichung mit constanten Coefficienten transformirt 
werden kénnen. Diese Theorie subsumirt sich im Wesentlichen als 
sehr specieller Fall unter meine 1874 angekiindigten und 1882—83 im 
Detail durchgefiihrte Integrationstheorie von Gleichungen 

f(cyy...y™) =0 
mit einer continuirlichen Gruppe, (Géttinger Nachr. vom Dec. 1874; 
Archiv for Math. og Nat. Bd. VII und VIII, 1882—83.) 

Ich hebe iibrigens hervor, dass Halphens schéne Untersuchungen 
iiber lineare Differentialgleichungen (Mémoire sur la réduction des 
équations différentielles linéaires aux formes intégrables, gekrénte 
Preisschrift, eingeliefert 1880, veréffentlicht 1883) sich ohne weiteres 
auf solche Gleichungen 


f(@, 9, 9,47, - ++, ym) =0 
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ausdehnen, die durch eine unbekannte Punkt- oder Beriihrungstrans- 
formation auf eine integrable lineare Gleichung reductibel sind, (Ges. 
d. W. z. Chr. 1883: Untersuchungen iiber Differentialgleichungen, III). 
Ich behalte mir vor hierauf zuriickzukommen. 

23. Kine lineare, partielle Differentialgleichung (zweiter Ordnung): 


(20) r+Ss+ Ti+ Pp+Qq4+ 22=0, 


deren Coefficienten S, 7, ..., Z nur von # und y abhiingen, erhiilt 
durch eine beliebige Transformation der unendlichen Gruppe: 


(21) 4,—=2-F(az,y), x,— X(a,y), y, = Y(a, y) 
die ebenfalls lineare Form: 
r+ S,s, + Tit, + Pip, + 1% + 4,2, = 09. 

Die neuen Coefficienten werden als Functionen der alten durch Glei- 
chungen definirt, die mit (21) vereinigt eine unendliche Gruppe bilden. 
Man berechnet zuerst die Incremente 0S, 07',...,0Z bei einer in- 
finitesimalen Transformation der besprochenen Gruppe, und findet 
hiernach beliebig viele Invarianten (und Covarianten) der Gleichung 
(20) gegeniiber unserer Gruppe. 

24. Wir bringen nach Gauss’ Vorgang das Bogenelement einer 
beliebigen Fliche auf die Form 
(22) ds? = Eda? + 2F dz dy+ Gdy’. 
Fiihren wir nun neve Variable 





a, = X(z,y), y= Y(z,y) 

ein, so erhilt unser Bogenelement die neue Form: 

ds? = E, da, + 2F, dx, dy, + G, dy,?. 
Dabei werden E,, F, und G, als Functionen von FE, F, G, x, y durch 
gewisse Relationen bestimmt, die mit «, = X, y, = Y vereinigt eine 
anendliche Gruppe bilden. Wiinschen wir die von Gauss und seinen 
Nachfolgern entdeckten Invarianten (und Covarianten) dieser Gruppe 
nach meinen allgemeinen Regeln zu finden, so variiren wir erst die 
Gleichung (22), indem wir ds als Constante betrachten: 

GE .dz?+ 20F dxdy+ dGdy 
+ {(2Edx + 2F cy) d§ + 2(Fdx + Gdy) dyn} dt =0 


und erhalten hierdurch die Relationen 


 eee* al 
— ot = 2 Hé, + 2F n., 
oF ’ J 77 Y 
Fm Eby + Fhe + Fay + Ge, 
oG 


= 2FE, + 2Gy,, 


ot 
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Ueber Difterentialinvarianten. 


Darnach bilden wir die Gleichungen: 
d(dE— E,dx — E,dy)=0... 


und finden so die Werthe der Incremente von E,, E,,...,G,. Indem 
wir in bekannter Weise fortfahren, finden wir offenbar zuerst das 
Gauss’ sche Kriimmungsmass. 

Fiigen wir zu der soeben betrachteten Gruppe diejenigen Glei- 
chungen, welche y,', y,",.-. als Functionen von 2, y, y, y”,... be 
stimmen, so erhalten wir invariante Gréssen, die Differentialquotienten 
von y enthalten. 

Statt y’, y’,... kénnte man eine Function © (oder auch mehrere 
Functionen) von 2, y einfiihren. In den Variabeln x, y, erhilt © eine 
neue Form 

, (%, ¥,) = O(@, y) 
wahrend der entsprechende Zahlenwerth ungeiindert bleibt. Daher 
setzen wir 0® =O und ebenso: 
d(d® — 9, dx — 9, dy) = 0, 
woraus: 
<8 = = 0, §. + 9, x2, 
dD 
mn = 9, Ey + o, Ny- 
Setzen wir diese Werthe wie auch die friiher bestimmten Werthe von 
OE, OF, 6G in 
“fs ae ae wT df dd d® : 
Bf= x f + y Ae + a ik pa + it qe + at ie, 
ein, so erhalten wir die infinitesimalen Transformationen einer Gruppe. 
Alle Gleichungen von der Form b’f=O haben eine gemeinsame 
Lésung, niimlich die von Beltrami eingefiihrte Invariante: 
E02+42F, % + Go2 
EG — F® 
u. Ss. W. 
Die vorangehenden Betrachtungen kénnen durch die Annahme: 
E=aG=0, §£,—4,=—0 
bedeutend vereinfacht werden. 

25. Ist+eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung in den 
Variabeln 2, x, ...%, vorgelegt, so kann man, wie ich in den Gottinger 
Nachr. 1872, p. 479 angedeutet habe, die Invarianten derselben 
gegeniiber allen Punkttransformationen bestimmen. Darnach kénnte 
man die synthetische Bedeutung der einfachsten dieser Invarianten 
aufsuchen. Man kénnte z. B. versuchen, diejenigen invarianten Re- 
lationen aufzustellen, welche bestehen miissen, wenn unsere Gleichung 
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ein vollstandiges Integral besitzt, das durch mehrere Relationen zwischen 
2,2,...2%, definirt wird. Ich habe noch nicht Zeit gefunden, diese 
Fragen, mit denen ich mich schon 1872 beiliufig beschiiftigte, niher 
zu discutiren. 

26. In r gegebenen Functionen Ff; FP, ...F, von 2, .. . %n, 
p,---pm fiihren wir neue Variabeln x;, p; vermdge einer arbitrdren 
Beriihrungstransformation ein, wobei eine Relation von der Form 


> pda’ = > pd r+dVv 
besteht. 


In den neuen Variabeln erhilt jede Grésse F, eine neue Form 
F;, waihrend ibr Zahlenwerth ungeiindert bleibt. Erinnern wir uns 
nun, dass jede infinitesimale Beriihrungstransformation das Symbol 
(W,f) besitzt, und dass dabei W eine arbitriire Function von den 
Ze, px bezeichnet, so stellt man leicht die Definitionsgleichungen aller 
Differentialinvarianten der Gréssen JF, gegeniiber allen Beriihrungs- 
transformationen auf. Man verificirt ohne Schwierigkeit den bekannten 
Satz, dass alle Ausdriicke (F;, F), ((Z%; F,), F') etc. Invarianten sind 
und erkennt tiberdiess, dass alle Invarianten sich durch Wiederholung der 
Poisson-Jacobi’schen Operation ausdriicken lassen. (Vergl. hierzu 
Math. Ann. Bd. VIII, p. 270—273, p. 297—298).*) 

In der soeben citirten Arbeit erledigte ich die Frage, ob r gegebene 
Functionen F’,... 7, von 2, ...p, durch eine Beriihrungstransforma- 
tion in r vorgelegte Functionen F’,’...F, von a,’ ...p, tibergefiihrt 
werden kénnen. Diese Aufgabe liess sich auf den Fall reduciren, dass 
die /, unabhiingig waren und Relationen von der Form: 

(Fi, Fi) = Qu (F,, F,...., F,) 
erfiillen. Alsdann bestanden die zur Existenz der verlangten Trans- 
formation erforderlichen und hinreichenden Criterien darin, dass die 
F, ebenfalls unabbiingig waren und dabei die analogen Relationen 
(Fi, Fy) = Qa (FF, ... Fr) 
befriedigten. 

Da die F sich bei einer Beriihrungstransformation als Invarianten 
verhalten, indem die Gleichungen F, = fF’, bestehen, beruhen die 
soeben besprochenen Criterien darauf, dass gewisse bei den urspriing- 
lichen Variabeln bestehende Relationen zwischen Invarianten auch bei 
den neuen Variabeln stattfinden miissen. 


*) Durch Ausfiihrung der im Texte angegebenen Entwickelungen erkennt 

. r(r—1) - mh =e ‘ 

man u, A., dass die ions Grissen (J’, F,) wenn r hinlinglich gross ist, durch 

gewisse von der Form der Functionen I’, unabhiingige endliche Relationen ver- 
kniipft sind. 
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§ 4. 
Schlussbemerkungen. 


27. Stellt man iiberhaupt die Frage, ob gewisse Differentialglei- 
chungen F, = 0 oder gewisse analytische Ausdriicke , durch eine 
Transformation einer vorgelegten continuirlichen Gruppe auf gewisse 
yegebene Formen gebracht werden kénnen, so erhilt man jedesmal 
leicht als nothwendige Criterien gewisse Differentialrelationen, die 
gegeniiber der betreffenden Gruppe einen invarianten Charakter be- 
sitzen. 

Fragt man z. B., wenn ein vorgelegter Ausdruck Xda + Ydy 
die Form eines vollstindigen Differentials dU erhalten kann, so ist 
die Antwort bekanntlich, dass hierzu das Bestehen der Gleichung 
= -- ax =) erforderlich und hinreichend ist. Diese Bedingungs- 
gleichung wird durch jede Punkttransformation in ungeinderter Form 
reproducirt. 

Die Theorie des Pfaff’schen Problems giebt in ganz iihnlicher 
Weise eine Reihe Criterien, die gegentiber beliebigen Punkttrans- 
formationen einen invarianten Character besitzen. 

Wiinscht man zu entscheiden, ob eine Fliiche mit dem Bogen- 
elemente 

ds? = Eda’ + 2F dzdy+ Gdy 
auf eine andere Fiche mit dem Bogenelemente 
ds,?* = E,dx,? + 2F, dx, dy, + G, dy,? 
abwickelbar ist; so nimmt man nach den von Minding gegebenen 
Regeln gewisse zugehdrige Differentialinvarianten A, B,C, berechnet 
sie fiir jede der beiden Fliichen als Functionen von # und y, und be- 
stimmt hiernach durch Elimination von 2, y die zwischen A, B, C 
bestehenden Relationen. Findet man nur eine solche, etwa: 
A=Q(B,C), 
so ist ihre Form das wahre Bild aller Eigenschaften der Fliiche, welche 
bei Biegung ungeiindert bleiben. Zwei Flichen sind auf einander 
abwickelbar, wenn A, B, C fiir beide Flichen durch dieselbe Relation 
verkniipft sind. A, B, C sind durch mehrere Relationen verkniipft, 
wenn “die betreffende Fliiche in sich ohne Dehnung verschoben wer- 
den kann. 

Sollen m gegebene Functionen fF, F,,..., Fm von a ...%n, 
P; --+Pn durch eine Beriihrungstransformation in 2,', %,',..., %m oder 
in p,’..+ Pm tibergefiihrt werden kiénnen, so ist dazu nach meinen alten 


, a - m(m — 1) 
Untersuchungen nothwendig und hinreichend, dass die 2. he 


» 
7 
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driicke (F;, F) siimmtlich identisch verschwinden. Dabei ist jede 
Grosse (F;, F,) eine Invariante gegeniiber allen Beriihrungstrans- 
formationen. 

Wiinscht man zu entscheiden, ob gewisse Functionen F,, F,, ..., F, 
Von 2, ...%n, P,.-+P» dureh eine zweckmiissige Beriihrungstransfor- 


mation in gewisse gegebene Functionen I’; ... F von x’... p, iiber- 
gefiihrt werden kénnen, so bildet man nach meinen friiher citirten 
Untersuchungen eine gewisse Anzahl Invarianten (F;, F,) ..., und 


bestimmt die zwischen ihnen bestehenden Relationen. Erhilt man in 
beiden Fallen identisch dieselben Relationen, so ist die verlangte 
Transformation méglich, sonst aber nicht. 

Sind immer F,. .. F. und 9+ 1 beliebige zugehirige Differentialin- 
varianten durch eine Relation verkniipft, so gestattet ein jedes unter 
den F, 2% — r— o wesentlich verschiedene infinitesimale Transfor- 
mationen. Unter diesen Voraussetzungen bestimmen nimlich die I, 
eine Gruppe, deren Polargruppe 2n — r — @ unabhiingige Functionen 
enthilt. *) 

Fragt man, ob eine gegebene Function F(x, y, 2, p, q, r, 8, t) 
durch eine Beriihrungstransformation auf eine gewisse andere Form 
F' (a, y, 2, p, 7, ”, &, €) gebracht werden kann, so bestimmt man 
die Differentialinvarianten J,, J,,... der Grosse J gegeniiber allen 
Beriihrungstransformationen und berechnet sie als Functionen von 
eggs... 

J, = Jy (2, ¥, - - -, 8, é). 
Man findet hierdurch zur Beantwortung der gestellten I'rage beliebig 
viele Relationen 
Jy (xz... t)=di(z ...t). 

Erhalt man in dieser Weise nie contradictorische Gleichungen, so ist 
die verlangte Transformation méglich. Gestattet F’ eine oder mehrere 
infinitesimale Beriihrungstransformationen in sich, so sind immer acht 
beliebige Gréssen J; durch eine Relation verkniipft u. s. w. 

Besonders einfach stellt sich die, zuerst von mir erledigte Frage, 
ob eine gegebene Gleichung f (2, y,...,7,8,¢)—=0O auf die Form 
s = 0, oder auf die Form r —0 reductibel ist. 


Christiania, 29. Mai 1884. 


*) Siehe hierzu Math. Ann, Bd. VIII, Begriindung einer Invariantentheorie 
der Beriihrungstransformationen p. 217 und p. 270. 











Ueber die Factorenzerlegung der Discriminanten algebraischer 
Gleichungen. 


Von 


EKucen Nerro in Berlin. 


§ 1. 
Wir gehen von der irreductiblen Gleichung 
(1) f(x) = 2* — ¢,a""' + oa7% —-..- +e, =—0 


aus, in welcher ¢,, ¢,,..-, ¢, Grdssen des Rationalitiitsbereiches 
(9, RW’, ..-) sein sollen; 2,2, ..., % mdgen die Wurzeln der 
Gleichung (1) und 

(2) 4 = (@, — 22)? (%, — a5)? (@, — &)? «.- (Wn. — Ln)? 

die Discriminante dieser Gleichung sein. Ferner bezeichnen wir, wenn 
unter U,,U,, -.., Un unbestimmte Gréssen verstanden werden, mit 


(3) gi; = ty Xi, + Uy Xi, + eh + Un 2X, » (i — 1, 2, cog n!) 


die Werthe der Galois’schen Resolvente von (1), und mit 


(4) GE; 0, te, .- 5) Un) = Il (§ — &) = 0 


die Galois’sche Resolventengleichung, endlich mit 
(6) g(&}m%,%,--5%) =PPeE-&=—0, G&=1,2,...47) 
k 


einen ihrer irreductiblen Factoren im Bereiche (Qt, R”,. . .). 

Die x Substitutionen, welche die Werthe & in einander itiber- 
fiihren, bilden die Gruppe der Substitutionen von f(x) oder kurz die 
Gruppe von f(x). Wir kénnen dieselbe ebensowohl als Gruppe unter 
den x, wie unter den uw auffassen. Das Letztere ist deshalb von 
Wichtigkeit, weil wir uns dadurch von etwaigen Beziehungen befreien 
kénnen, durch welche die «2 miteinander verbunden sind. (Vgl. 
L. Kronecker: Grundziige einer arithmetischen Theorie der alge- 
braischen Gréssen, § 11). 

Die Betrachtung dieser Gruppe gewiihrt einen Einblick in die 
Beschaffenheit der Discriminante A hinsichtlich ihrer Factorenzer- 
legung. Es wird ersichtlich: Ist die Gruppe von f[(x) =O einfach 
38* 
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transitiv, dann zerfallt A in ebenso viele Theile, als diejenige Unter- 
gruppe transitiv verbundene Elementensysteme umfasst, welche ein be- 
liebiges Element x nicht mehr wmstellt. Denn wegen der voraus- 
gesetzten Irreductibilitit von f(z)—0O enthilt jeder Factor von A 
mindestens eine der Differenzen (%, — 2.) als Theiler. Umgekehrt 
treten zu (x, — %q) in denselben irreductiblen Factor von A alle und 
auch nur diejenigen Differenzen (7, — 2g), welche aus jener ersteren 
durch Anwendung von solchen Substitutionen der Gruppe abgeleitet 
werden kénnen, die z, nicht umsetzen. Folglich umfasst der Factor 
von A, welcher (a, — %q) enthalt, (#,— xg) dann und nur dann, 
wenn 2_, Zg in derjenigen Untergruppe transitiv verbunden vorkommen, 
deren Substitutionen das Element x, nicht umstellen. 

Denselben Satz kénnen wir auch in folgender Form aussprechen: 

Zerfillt eine irreductible Gleichung f(x) =O bei der Adjunction 
einer ihrer Wurzeln in uw irreductible Theile, dann zerfillt auch die 
Discriminante & von f(x) = 0 in w Factoren. Hierbei sei hervor- 
gehoben, dass diese Factoren nicht irreductibel zu sein brauchen. 

Dieses, aus den Eigenschaften der Gruppe hergeleitete Resultat 
ist fiir jede Gleichung derselben Gattung wie f(x) = 0 und somit auch 
fiir die Fundamentalgleichung der Gattung giiltig. 

Die Discriminante jeder Gleichung, deren Gruppe einfach transitiv 
ist, zerfallt in rationale Factoren. Liegt eine Abel’sche Gleichung 
vor, so ergiebt sich die Existenz von (m— 1) Factoren. Allgemein 
aber findet dies bei jeder Gleichung statt, deren Wurzeln rationale 
Functionen einer einzigen unter ihnen sind, also bei Gleichungen, 
welche Galois’sche Resolventen zu Wurzeln haben. Denn, mit Aus- 
nahme der identischen Substitution, setzen alle Substitutionen der 
Gruppe simmtliche Elemente um; oder auch: bei der Adjunction 
einer einzigen Wurzel zerfillt die Gleichung in lauter lineare Factoren. 

Bei Gleichungen, deren Gruppe metacyklisch und somit zweifach 
transitiv ist, braucht die Discriminante nicht zu zerfallen; bei Glei- 
chungen, die zur halb-metacyklischen Gruppe gehéren, ergeben sich 
zwei Factoren. 


§ 2. 

Wir betrachten zuniichst den Fall, dass in der irreductiblen Glei- 
chung f(”)—=0 zwischen zwei Wurzeln z,, x,’ die Beziehung x,’ —O(z,) 
bestehe, wobei © eine ganze ganzzahlige Function sein soll. Die 
Wurzeln der Gleichung (1) ordnen sich dann in das Schema: 

%,, O(x,), O7(a,), ..-.. O*-"(a,), 
(6) Ty, O(%_), OF (Xp), . . -» OM-*(a9), 


wobei natiirlich fir z,, ~,, ... jedesmal O”(x) = ~ ist. 
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In A tritt der Factor (7, — O(«,)) auf. Da die Gruppe von (1) 
transitiv ist, so wird derjenige Factor EH, der Discriminante, welcher 
diese Differenz enthilt, folgende Gestalt annehmen: 

(7) LE, = (x; —9 (x;)) (O(x,)— 9?(2,)) tee (%,— O(#»)) (9 (x,) —9? (»)) 
-++(%— 9 (a3))..., 

da ja die Substitution, welche 2, in eine andere Wurzel 2’ iiberfiihrt, 

die Differenz «, — O(#,) in # — O(a’) verwandelt. 

Ebenso erhilt man durch die Betrachtung von z, — 0?(z,), 
x, — O%(#,), ... als Factoren der Discriminante: 


EE, = (a, — 0?(%,)) (O(a) — 08 (x,)) ... (@, — O7(a))..., 
(7) E, = (x, — 0% («,)) (O(a) — O*(a,)) ... (%, — O(a) ..., 


Wir werden jetzt zeigen, dass EL, ein Theiler von E,, E,, .. 
wird. 
Um dies zu beweisen, bilden wir die Zerlegung 


O(2) — «= (« — 4) (w@ — m) (@ — 4)... (@ — 4); 
die 2 kénnen zum Theil oder simmtlich unter einander gleich werden. 
Aus dieser Zerlegung folgt 
Sa = O(4), (am 1,2,..., kh). 
Weiter ergiebt sich, da ©[O(x)] = ©?(z) ist, 


@?(«) — O(x) = (O(x%) — 2,) (O(”) — 2) ... (O(@) — &) 
= (O(x) — O(4,)) (O(x) — O(4,)) .-- (O(@) — O(%)); 
und weil der Quotient 
O (x) — O(2) 
o— 8 
eine ganze, ganzzahlige Function von x und ¢ ist, so wird 
O*(z)— Of) __ O(z)— (4) , O@)— OH) | OC) — O(%) 


O(x“) — «x L“— % x — he v— &, 


eine ganze, ganzzahlige Function von 2, %, %, ..., 2, welche in 
den ¢, symmetrisch ist. Folglich ist dieselbe ganz und ganzzahlig in 
x und in den Coefficienten von O(a”) — x, d. h. in dem festgestellten 
Rationalitiitsbereiche. 

Bezeichnen wir den Quotienten mit 7',(~), so kénnen wir setzen 


(8) O%(c) — O(a) = (O(a) — a] - T,(@), 


und ebenso ergiebt sich 
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03 (a) — 0? (x) = (O?(z)—O(x)) T,(O(x)) = (0 (x) —z) T, (x), 
(8) | O*(x) — O*(x) = (0%(x) —O*(x)) T,(O(x)) = (O(x) —2) T; (x), 


und es werden daher auch 0?(7%) — x = 0?(x) — O(x) + O(z) — a, 
@3(%) — a, ... durch O(x)— a theilbar sein. Somit ist, wenn wir 
simmtliche Factoren in den Producten (7) betrachten 


(9) E, = £,Q,, E, = E, Q;, ‘. 


eo . 7 + m—l 
und A enthélt den rationalen Factor E,”~. 
Es mége noch bemerkt werden, dass aus der Combination der 
5 ? 


Gleichungen (8’) 
(10) Nm T, (#2) = 1, (a=1,2  N) 


2 Soe 


. 


sich ergiebt. 
Ist m eine Primzahl, dann kann an der Stelle von O ebensogut 
97, 0°, ..., O™" in (6) zur Darstellung aller Wurzeln einer Zeile 
benutzt werden; denn die beiden Reihen 
Za, O(%e), GO? (aa), . -  OF-*(z,) 
und 
Les 6" (z,), 0?*(2.); AS O@—D*(7,) 


sind identisch. Das heisst: jedes der E,, Z,,... ist durch ein jedes 
andere theilbar, so dass sie sémmtlich einander gleich werden. In 
diesem Falle ergiebt sich daher der Factor von A: 


(11) BR... Reacm 


Ist m zusammengesetzt, so werden doch wenigstens diejenigen 
p(m) Glieder der Reihe E,, F,, ..., EZ, gleich E, werden, deren 
Index relativ prim zu m ist. Allgemeiner folgt, dass wenn v, und », 


denselben gréssten gemeinsamen Theiler mit m besitzen, die beiden 
Reihen 


ea, O(a ), O%(a_),... und 2, O(a), O8"(ae), ... 


mit einander, abgesehen von der Folge der einzelnen Glieder, iiber- 
_ einstimmen, so dass also 0”(z,) in der ersten, O”(x,) in der zweiten 
Reihe vorkommt. Hieraus ergiebt sich wie oben die Theilbarkeit von 
fy, durch E,,, sowie umgekehrt, die von £,, durch E,,. Damit ist 
folgender Satz bewiesen: 

Hat m die Theiler m,=1, m, > m,, m, > m,,..., und sind 
HH, = ™, My, My, .-. die complementiren Factoren zu den m, so dass 
Mea* ta =m wird, dann ist 


7 p(H,) (M2) ( 
(12) E, E,E, .. . Eun, EX“ EX EL™ .. 





= 


ae 





—A- 


ss 
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Hierbei ist E,, ein Theiler von E3, sobald « ein Theiler von B wird, 
und speciell sind En, Em,, ... Vielfache von E,. Das Product (12) 
tritt als Factor der Discriminante A auf; die E,, E,,..., sind rational 
darstellbare Grdssen. 

Wenn unter den Gréssen (6) die Beziehung x, = #(x,) besteht, 
wobei #?(z,) == 2%, sein soll, dann lassen sich die gemachten Schliisse 
bei der Differenz 2, — x, = 2, — #(x,) wiederholen; wir erhalten als 
rationale Factoren der Discriminante A die Functionen 


H, = IT (Ga — (aa) (9 (@a) — O° (aq) . «+, 
(13) H, = IT (%a —*(Xq)) (F(%a) — O (ae) . + 5, 


Genau wie oben ergiebt sich 
(q) (p (%) 
(14) H,.#,..: Ea ~BPrRE . 


wenn q, g;, --- die Theiler von q und %,, *,, ... ihre complemen- 
tiiren Factoren bedeuten. Da keiner der Factoren aus (13) bereits in 
(7), (7) vorkommt, so wird (14) als neuer Theiler von A auftreten. 

Ist f(a) = 0 eine allgemeinere A bel’sche Gleichung, von der Art, 
wie sie Abel in seinem ,,Mémoire sur une classe particuliére d’équa- 
tions résolubles algebriquement § 4 behandelt hat, so dass 

0 (#(xa)) = 9 (0 (%2)) 
ist, dann ergeben die Differenzen x, — O* (9 (2)) wiederum iihnliche 
Factoren, wie die E und die H. 

Ist f(#) = 0 eine einfache Abel’sche Gleichung, dann sind alle 
ihre Wurzeln in der ersten Zeile des Schema (6) enthalten. Demnach 
giebt es hier ausser E,, E,, ..., Em—1 keine weiteren Factoren von 
A, da bereits alle Differenzen (x, — x), (4, — 25), .- +, (%, — %m) in 
jenen Functionen vorkommen. Folglich ist hier 


“* 


fan 7 1) (Mo D —1 
(15) A= Ef” EX EY ...= ET. Q. 
Falls m =n eine Primzahl wird, ergiebt sich 

, —1 
(15’) A = E,” 
< i ? 


d. h. die Discriminante einer einfachen Abel’ schen Gleichung des Prim- 
zahlgrades m wird eine (m — 1) Potenz. In (15) und (15’) ist eine 
Verallgemeinerung des Satzes enthalten, den ich im Journal f. d. reine 
u. angew. Mathematik Bd. 95, 8. 237 ausgesprochen habe. 
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§ 4, 


Es sei jetzt p eine Primzah! und 


(16) f@)— Sab awt party... +e41=0 
die Kreistheilungsgleichung fiir p; @ mége eine primitive Wurzel der- 
selben, g eine primitive Congruenzwurzel fiir p bedeuten. Dann ist 
Nm(1 — o) = Nm(1 — wo?) =--- = (1 — @) (1 — w*)--- =p, 
Die Discriminante A von (16) wird 
A = Nm(o@ — w*) Nm(@ — @*)--- Nm(@ — wP-") = pr-*, . 
Die Gréssen @, w*, w*, ..., w?—' bilden ein Fundamentalsystem 
der durch f(x) = 0 bestimmten Gattung. Die Fundamentalgleichung 
der Gattung hat daher die (p — 1) Grissen. 
(17) E.—= ua” + u, a7 + yu, a7 4... + 10%) 
(a=O0,1,..., p — 2) 
zu Wurzeln. Bezeichnen wir ihre Discriminante mit A;, so folgt 
E&, — §&, = (1 — @) Ua, & — §& = (1 —> 0) Voz; 7+) 
A: = Nm (& — &,) Nm(&, — &,) ... Nm(&, — &-2) 
= pu, 
wobei aus dem Werthe von A zu ersehen ist, dass U keinen von den 
Uy, U,, -.- unabhangigen Factor enthilt. Es ist also p?—* der wesent- 
liche Theiler der Gattungsdiscriminante fiir f(x) = 0. 
Kir p — 1=—e-f setzen wir nunmehr 
Mm =h +8 + bee + cgi 
te “a “coe + Eo ett + Ey ~~ Ije+1> 


or ore 


polite ree oumiee Lies ee 
dann erkennen wir zunichst, dass _— yg, so wie jede Differenz 
—. — & durch 1 — @ theilbar, und daher 
Nm (Ha — 73) 
ein Vielfaches von p ist. Nehmen wir nun zu Wurzeln der 
mentalgleichung fiir (yj) die Gréssen 
(18) Ca = Uy Na + V1 Ya+1 + ne Ve—1 Na—1) (a = 0,1,..-,e— 1), 
dann folgt wiederum, dass 
Nm (ba — &s) = Nm(vo[%e — us) +--+) = Nm(1 — o)- 
durch p theilbar sei, und daraus weiter, dass 
A: = Nm (So a bi ) Nm (So ack f ) . Nm (bo 14 €e—1) 
= pe! -V 


Funda- 


Vap 











| 
| 
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die Discriminante der Fundamentalgleichung fiir die Gattung (y) sein 
wird. Es lasst sich beweisen, dass V keinen weiteren von den 
Vp» Uj, +++) Ve-1 Unabhingigen Theiler besitzt, so dass sich p*-! als 
wesentlicher Theiler der Gattungsdiscriminante der durch die e f -glied- 
rigen Perioden bestimmten Gattung herausstellen wird. Es reicht dazu 
aus, den Nachweis zu liefern, dass die Discriminante der 9 gleich 
p’— ist, da diese aus A; durch v, = 1, v, =v, =--+- =O entsteht. 

Zu diesem Zwecke muss ich auf meine friheren Untersuchungen 
(vgl. Journal f. d. r. u. a. Math, Bd. 90, S. 164 ff, sowie Acta 
mathem., Bd. 1, 8. 371 ff.) zuriickgreifen und dabei den schon oben 
erwihnten von Herrn Kronecker in seiner Festschrift zuerst be- 
nutzten Uebergang von den bestimmten Gréssen zu den unbestimmten 
Parametern w verwenden. 

Die 1, ;, %2,--- sind Functionen von §&, &,, §&,..., und 
zwar gehéren die ersteren zur Gattung (y), die letzteren zur Gattung 
(@). Wird demnach 

S = (E68 ..- 2) 
gesetzt, wo dann s in bekannter Weise die cyklische Substitution der 
Gréssen &), &,..., §)—2 bedeutet, dann ist die zu (wm) gehdrige Sub- 
stitutionengruppe 


(19) 1, 5, S*, ..., SP; 
und die zu (y) gehérige Untergruppe von (19) wird 
(20) Lm MO 5g OO 


Die Substitutionen von (19) kénnen daher in eine Tabelle so ein- 
geordnet werden, dass die in der ersten, zweiten, dritten, ... Zeile 
enthaltenen Substitutionen y) bezw. in m, 4, Y.,---  tiberfiihren. 
Diese Anordnung ist 

i. #, s**, rey sf—De, 

S e+ 1 ~. 1 o( f— 
(21) 3, set, gtet peed si Het! . 

r. leg” er, tee sfe—, 

Nun habe ich gezeigt (Acta mathem., Bd. 1, 8. 380), dass die 
Discriminante der Gattung (7) iiberhaupt nur solche Factoren erster 
oder hdherer Stufe haben kann, welche die Form besitzen 


(Ee = Es, Ey EE Eo, E. ae Es, ee )3 
ferner, dass aus jeder Substitution in der (& + 1)'*" Zeile von (21) 
sich ein solches Divisorensystem fiir 4, — 7, bilden lisst, indem man 
jeden Cyklus der betreffenden Substitution (& &%& ...) durch 
(Ea — &%, & — &, ...) ersetzt; endlic’ dass jedes fiir die Gattung 
existirende derartige Divisorensystem auf die Existenz einer solchen 
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Substitution in der (k + 1)'" Zeile schliessen liisst. (J. f. r. u. a. M., 
Bd. 90, 8. 167 A.) Somit kénnen fiir 4, — 4%, den / Substitutionen 
der (& + 1)" Zeile entsprechend, héchstens f Divisorensysteme be- 
stehen; denn mdglicherweise ist ein solches mehreren der Substitutionen 
zugeordnet. Ebenso giebt es dann fiir Nm (yn, — mx) héchstens 
e-f =p — 1 solcher Divisorensysteme. 

Jede in einem derselben auftretende Differenz 

ba — p= tty (or — cot) + te, (co0** — qo?) +... 

ist durch (1 — @) und wegen der Unbestimmtheit der « auch durch 
keine héhere Potenz von (1 —) theilbar, so dass wegen der Be- 
ziehungen der w* zu einander aus den Divisoren hdherer Stufe ein 
Factor im gewoéhnlichen Sinne sich ausscheidet, Das Vorkommen von 
(p — 1) Divisorensystemen der obigen Form bedingt also den Factor 
(1 — w)P-', und es kann daher Nm(y, — %) hiochstens durch 
(1 — w)? theilbar sein. Da nun (1 — o) (1 — ow?) ... (1 — ow?) 
=p=(1—o)P-'Q ist, so erhilt man auch wirklich den Factor 
(1 — w)r—" fiir die Norm von (y, — m%). Dieses Resultat zeigt, dass 
A; durch p*-' und durch keine hihere Potenz von p theilbar ist. Folglich 
wird p*-* der wesentliche Theiler fiir die Discriminante der Gattung (yn). 

Hiermit ist das Resultat abgeleitet, auf welches Herr Hensel in 
seiner Dissertation (Berlin 1884) S. 14 Bezug nimmt. 


§ 5. 
Die abgeleiteten Sitze der vorigen Paragraphen kénnen ohne 
Miihe verallgemeinert werden. Wir setzen f(x) = 0 als einfache 


Abel’sche Gleichung mit den Wurzeln x, , O(x,), 0° (x,), ..., O"-!(a,) 
voraus, wo dann O”(z,) = 2, wird, und schreiben mit unbestimmten 
Coefficienten u, W,, »- +, Um—1: 


Ey = HX, + u,O(2,) + 4,07(2,) +--+ + Um10""* (x), 

E, = uO (x) + u, 0? (2) + u,O7(%,) + +++ + Uma’ %,; 

Ist nun O(x) wieder, wie friiher, eine ganze, ganzzahlige Function, 
dann folgt, dass aus 

Ea — &s = uy) [O*(x,) — OF (x,)] +--- 

der Factor x, — O(a,) sich heraussetzen lisst und, unabhiingig von 
den u, auch nur dieser; dass folglich Nm(§.—£&s) durch Nm (x, —O0(«,)) 
theilbar ist, d. h. durch den in (15) angegebenen Ausdruck. Da ferner 
UM = 1, u =u, —=—---=—0 die — in x, O(a,), --- umwandelt und 
diese wiederum (15) als Discriminante ergeben, sq folgt, dass (15) 
der wesentliche Theiler der Discriminante fiir die Gleichungen mit den 
Wureeln &, &,... ist. 
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Die zu der betrachteten Gattung gehérige Gruppe lautet: 
- o, #, s', oe gv—!, 
wenn durch s die cyklische Substitution (x, 0(#,)0?(2,) ...) dargestellt 
wird. Ist m, ein Theiler von m, und uw, so bestimmt, dass m,-u,—m 
ist, dann kénnen wir durch die Gruppe 
1, s™, g?™, al sli—D m 
eine Untergattung jener ersteren charakterisiren. Nun sei wieder 


Ye = é. + ae + Fama + on (ce —_ 0, 5, ao 1), 
Se = Uy Na + My Nati + Yate +++; (a =0,1,-++,m, — 1); 
dann kénnen wir nach den obigen Principien A; behandeln und die 
Aufsuchung des wesentlichen Theilers auf die Berechnung von A, 
zuriickfiihren. Eine Tabelle, welche dem Schema (21) entsprechend 
gebildet ist, und in der nur e, f durch m,, uw, ersetzt sind, zeigt 
dann das Vorkommen von (#, — O(2,))“ als maximales in ) — 
und also dasjenige von (7, — O(2,))™™-» in A,. Wihrend aber bei 
den Kreistheilungsgleichungen wegen der Relation N m(@ — @*) = p 
sofort auf den wesentlichen Factor geschlossen werden konnte, ist dies 
hier unméglich, sobald die Normen von (%,—O(2,)), (7, —©?(a)),... 
von einander verschieden sind. Sind dieselben jedoch einander gleich 


und damit siimmtliche Quotienten 4 (a = 2,3,...,m — 1) 


Kinheiten, dann ergiebt sich wiederum [Nm(x, — O(x,))}™— als 
wesentlicher Theiler, 





Berlin, den 29. Juni 1884. 








Notiz tiber ganzzahlige lineare Substitutionen. 


Von 
G. Pick in Prag. 


Die nachfolgende Mittheilung bezweckt den Beweis des Satzes, 
dass die Gruppe der ganzzahligen linearen Substitutionen 


° é 
(2) eae vee 
mit der Determinante 
ad —Bpy=1 


in keer von ibr wesentlich verschiedenen Gruppe linearer Substitu- 
tionen als ausgezeichnete Untergruppe enthalten ist. Dieser Satz ist 
geeignet, bei Fragen, welche durch Hinzuziehung von fremden Opera- 
tionen zur Gruppe (2) ihre Erledigung finden kénnen, wenigstens 
einen negativen Fingerzeig an die Hand zu geben. 

Der Beweis wird in der Weise gefiihrt, dass man eine Substitution 
(2) of am a (AD—BC=1) 
zu bestimmen sucht, welche mit der Gruppe () vertauschbar ist, 
Dazu ist erforderlich und hinreichend, dass, unter S, 7 die beiden 
Erzeugenden 


U U —1 
a=-1+@ resp. @ = -— 


der Gruppe (Q) verstanden, 
2S8SzZ und 2Tz 
in (2) enthalten seien. Es ist aber 
— D+ (1—BD)e 
y~—1  — 
- sz—|[o, i+ BD) — Bre | 
. PS wn @ (c?+ D?)—(AC+ BD)o 
« > (AC+ BD) —(42+ Bo 


in bekannter Bezeichnungsweise; woraus man schliesst, dass in dem 
angenommenen Falle die sechs Gréssen 


A?, BY, C?, D?, AC, BD 
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ganze Zahlen sein miissen. Dann ist aber auch 
A? Dp? — BC? = AD+ BC 

eine ganze Zahl, und somit erwiesen, dass die Coefficienten A, B, C, D 
in rationalen Verhiiltnissen stehn, weil die simmtlichen aus ihnen 
zusammengesetzten Gréssen 
AC, BD, AD, BC 
rationale Zahlen sind. 

Man setze demnach 


eA=—a, 
eB=b, 
eC =e, 
eD=d, 


wo a, b, ec, d ganze Zahlen ohne gemeinsamen Theiler bedeuten. Es 
wird dann 


oe? = ad — be, 

eA=a?, eC? —c?, 

eBR=—b, e&D=a. 
Aus der ersten dieser Gleichungen folgt, dass 9? eine ganze Zahl ist, 
aus den anderen aber, weil nach friiherem A?, B*, C*, D? selbst ganze 
Zahlen sind, dass g* als gemeinsamer Theiler von a’, b?, c?, d* nur gleich 
+1 
sein kann. 

Die so bestimmten Substitutionen 

(2) an oe (ad—be=+1) 
erfiillen nun, wie leicht zu sehen ist, in der That die geforderte Be- 
dingung, mit der Gruppe (Q) vertauschbar zu sein. — Damit ist der 
Kingangs aufgestellte Satz erwiesen, und zugleich pricisirt, was unter 


der nur ,unwesentlich* von (2) verschiedenen Gruppe verstanden 
sein sollte. 


Leipzig, im Juni 1884. 








Ueber gewisse durch Functionalgleichungen definirte Functionen. 


Von 


Geora Pick in Prag. 


Bei der Wichtigkeit, welche die Kenntniss algebraischer EKigen- 
schaften von transcendenten Functionen in Hinsicht auf die leichtere 
Handhabung und Berechnung solcher Functionen besitzt, diirfte die 
nachfolgende Bemerkung einiges Interesse fiir sich haben. Es wird 
darin gezeigt, dass sich gewisse durch algebraische Kigenschaften zu 
definirende Functionen mit den gewdhnlichen periodischen Functionen 
im Wesen decken. 

Es sei eine eindeutige analytische Function f(w) gefordert von 
der Beschaffenheit, dass einer trilinearen Beziehung: 


(1) Auvw+ Bow + Cwu+ Duv+ Eu+ Fvo+Gw4+ H=0 
zwischen drei Werthen wu, v, w allemal die algebraische Gleichung 


(2) R(f(u), f(r), f(w)) =9 
zwischen den entsprechenden Functionswerthen correspondirt. 

Man nehme nun drei Werthe u,, v,, w, simmtlich im Inneren des 
Bereichs, innerhalb welches die Function /f(u) definirt ist, der Glei- 
chung (1) gemiiss an. Setzt man dann die Function aus der Umgebung 
von #, und v, analytisch fort, so ergiebt (2) die Fortsetzung aus der 
Umgebung von w,. Auf solche Art erkennt man, dass, so lange u 
und v innerhalb des Existenzbereichs 7 der Function f angenommen 
werden, nothwendiger Weise auch w innerhalb desselben befindlich 
sein muss. Nihert sich hingegen eine der drei Gréssen der natiirlichen 
Grenze von f, so muss dies gleichzeitig noch mit einer zweiten von 
ihnen der Fall sein. 

Man nehme nun etwa v innerhalb 7’ willkiirlich an, hingegen u 
auf der Grenze von 7, so folgt aus dem eben Gesagten, dass dann w 
auf die Grenze von J, also auf ein Gebiet beschrinkt ist, welches 
nirgends nach zwei Dimensionen von endlicher Ausdehnung ist. Es 
stellt aber (1) nach Festlegung von wu eine lineare Beziehung zwischen 
v und w dar, vermége welcher dem Flichengebiet 7’, als Ort von », 
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ein ebenfalls zweifach ausgedehntes w-Gebiet entsprechen wiirde. Es 
ist deshalb erforderlich, dass die Gleichung (1), wenn wu in einen 
wesentlich singuliiren Punkt @ von /(w) riickt, keine Relation zwischen 
v und w darstellt, dass somit 


Aa+B Ca+G|__ 0 

Da+F Ea+H 
ist. Diese in a quadratische Gleichung, welche offenbar nicht identisch 
erfiillt sein kann, zeigt, dass die Function f(w) hichstens zwei wesent- 
lich singulire Stellen besitzen kann. 

Die Gleichung (1) aber besitzt die Eigenschaft, identisch befriedigt 
zu werden, wenn man fiir irgend eine der Grossen u, v, w einen be- 
liebigen , fiir eine zweite einen hiedurch bestimmten wesentlich singuliren 
Werth des Arguments von f{(u) setet. 

Wir untersuchen nun erstens Functionen /(w) mit nur einer 
wesentlich singuliiren Stelle. Dieselbe kann unbeschadet der Allgemein- 
heit im Unendlichen angenommen werden, wohin sie doch jedesmal 
durch eine passende lineare Transformation der unabhingigen Ver- 
iinderlichen zu verlegen ist. Die Relation (1) muss dann erfiilt sein, 
sobald man fiir irgend zwei der Unbestimmten u, v, w den Werth oo 
substituirt. Dies ergiebt 

A=B=C=)D=(0, 
so dass man fiir (1) setzen kann: 


w=au+ pv+y. 
Aus der Beziehung 
R(f(u), f(v), flaw + Bo + 7) =0 


aber folgert man in genau derselben Weise, dass die in Frage kom- 
mende Function f(w) periodisch im gewéhnlichen Sinne des Wortes 
ist, wie dies von Herrn Weierstrass in seinen Vorlesungen iiber 
die elliptischen Functionen fiir Functionen mit einem Additionstheoreme 
ausgefiihrt wird.*) 

Auf diesen hiermit erledigten ersten Fall liisst sich der zweite, 
in welchem f(w) zwei wesentlich singuliire Stellen besitzt, leicht zuriick- 
fiihren. Verlegt man dieselben vermége einer geeigneten linearen 
Substitution nach w =O und woo, so erhilt man je nach der 
Zusammengehirigkeit der Werthe von uw, v, w, durch welche zu je 
zweien die Gleichung (1) identisch befriedigt wird, folgende beide Typen 
fiir jene Gleichung: 

*) Vgl. Rausenberger, Math, Ann, Bd. XVIII, S. 381 ff., wo der Weier- 
strass’sche Satz in erweiterter Form bewiesen wird, Der Beweis ist fiir Func- 
tionen mit nur endlicher Vielwerthigkeit bedingungslos zuzugeben. Fiir Functionen 
mit eindeutigen Transformationen in sich scheinen jedoch die Ausfiihrungen des 


Textes zu ergeben, dass der in Rede stehende Satz keine iiber die elliptischen 
Functionen hinausfiihrende Anwendung gestattet, 





592 G. Pick. Functionen, die Functionalgleichungen geniigen. 


(a) 
(b) 
Durch die Substitutionen 
eee, vere, wee, kao eh 
verwandelt sich /(w) in eine eindeutige Function von w,, und die Rela- 
tionen (a), (b) in 
(a;) wM= w4&+,+4k, 
(b,) w= —%—4+hk, 
wodurch die Betrachtung auf den friiheren Fall hiniibergeleitet ist. — 
Es kann nicht zweifelhaft sein, dass aihnliche Ueberlegungen, wie 


die hier angestellten, auf jeden Fall einer algebraischen Functional- 
gleichung 


R(f(u), fv), F(w)) = 9, 
[r(u, v, w) = 0] 
angewendet werden kénnen, und Aufschliisse iiber die Natur der be- 
treffenden Functionen im Allgemeinen liefern wiirden. Es ist mir 
jedoch nicht gelungen, irgend einen allgemeinen Satz iiber derartige 
Functionen zu finden, trotzdem man wohl mit grosser Wahrscheinlich- 
keit auf einen solchen rechnen kann.*) 


Leipzig, im Juni 1884, 


*) Vgl. iibrigens Rausenberger a. a. O. 


Berichtigung. 


S. 298 und §. 299 ist in der zweiten Zeile jeder der 10 doppelzeiligen Formeln (32) 
der Nenner 2, — 2 durch den Nenner 2 — % zu ersetzen. 
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